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1. PRÉREQUIS

Pour les notions de base sur la théorie des catégories, consulter [ML98]. Le lec-
teur pourra consulter [May99], par exemple, pour les notions de théorie d’homo-
topie.

1.1. Foncteurs adjoints. Rappelons la définition suivante :

Définition 1.1.1. Soient L : C → D etR : D → C deux foncteurs. Le foncteur L est
adjoint à gauche à R (et le foncteur R est adjoint à droite à L) si, pour tout couple
d’objets C de C et D de D , il existe un isomorphisme naturel (en C et D) :

HomD(L(C), D) ∼= HomC (C,R(D)).

On écrit L a R pour indiquer que le foncteur L est adjoint à gauche à R.

Notation 1.1.2. Lorsqu’on dénote une adjonction par F : C � D : G, la flèche
supérieure est l’adjoint à gauche au foncteur dénoté par la flèche en dessous. Donc,
cette adjoncton pourrait également être dénotée par G : D � C : F .

Cette convention est particulièrement utile lorsqu’un foncteur G : D → C ad-
met également un adjoint à droite, H : C → D . Le diagramme

C
F //

H
// DGoo

correspond aux adjonctions F a G a H .

Proposition 1.1.3. L’adjoint à gauche d’un foncteur, s’il existe, est unique à équivalence
naturelle près.

Démonstration. Exercice. �

Exercice 1.1.4. Soient L1 a R1, L2 a R2 deux couples de foncteurs adjoints tels que
la composition R2 ◦R1 est définie. Montrer que L1 ◦ L2 a R2 ◦R1.

Proposition 1.1.5. Soient L : C → D , R : D → C deux foncteurs. Le foncteur L est
adjoint à gauche de R (L a R) si et seulement s’il existe deux transformations naturelles
η : 1C → RL (l’unité) et ε : LR→ 1D (la counité) telles que les diagrammes suivants de
transformations naturelles commutent :

L
Lη //

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

LRL

εL

��

R
εR //

DDDDDDDD

DDDDDDDD RLR

Rη

��
L, R.

Démonstration. Exercice. �

1.2. Espaces topologiques. Voir [May99, Chapter 5] (par exemple) pour les no-
tions suivantes.

Définition 1.2.1. Un espace topologique X est faiblement Hausdorff si, pour tout
espace compact K et pour toute application continue g : K → X , l’image g(K) est
fermé dans X .

Définition 1.2.2. Soit X un espace topologique ;

(1) X est un k-espace s’il satisfait la propriété suivante : un sous-ensemble
A ⊂ X est fermé dans X si et seulement si g−1(A) est fermé dans K pour
toute application continue g : K → X , où K est compact ;

(2) X est compactement engendré s’il est un k-espace faiblement Hausdorff.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/



Théorie d’homotopie stable - Part 0, Section 1.4 5

Lemme 1.2.3. Soit X un espace faiblement Hausdorff. Alors X est compactement engen-
dré si et seulement s’il satisfait la propriété suivante : un sous-ensemble A ⊂ X est fermé
dans X si et seulement si, pour tout sous-espace compact K ⊂ X , K ∩ A est fermé dans
K.

Démonstration. Exercice. �

Il faut faire attention à la topologie lorsqu’on considère les colimites dans la ca-
tégorie T des espaces topologiques compactement engendrés, pour éviter d’éven-
tuelles pathologies lors du passage au quotient. On utilise les deux résultats sui-
vants :

Proposition 1.2.4. [May99, Chapter 5, Section 2] Soient E, Y deux espaces compacte-
ment engendrés et F ↪→ E un sous-espace fermé de E. Pour toute application continue
g : F → Y , la somme amalgammée donnée par le carré

F
� � //

g

��

E

��
Y // Y ∪g E

Y ∪g E est un espace compactement engendré.

De même, lorsqu’on considère les colimites de systèmes directs, il convient d’im-
poser une hypothèse supplémentaire sur le système.

Proposition 1.2.5. [May99, Chapter 5, Section 2] Soient {Ei, Ei ↪→ Ei+1|i ∈ N} un
système direct d’espaces compactement engendrés et d’inclusions telles que l’image de Ei
est fermée dans Ei+1, ∀i.

Alors l’espace colimi→∞Ei :=
⋃
iEi, muni de la topologie colimite (A ⊂

⋃
Ei est

fermé si et seulement si Ei ∩A est fermé dans Ei, pour tout i) est un espace compactement
engendré, qui est la colimite (au sens catégorique) dans la catégorie T .

1.3. Cofibrations. (Voir [May99, Chapter 6].)
Soient I l’intervalle [0, 1] et i0, i1 : ∗ → I les deux applications induites par les

points {0, 1}.

Définition 1.3.1. Une application continue j : A → X est une cofibration si elle
vérifie la propriété d’extension des homotopies (HEP) qui est représentée par le
diagramme suivant :

A

j

��

A×i0// A× I

j×I
��

h

��3
33

33
33

33
33

33
33

X
X×i0//

))SSSSSSSSSSSSSSSSSS X × I

H

##
Y.

Remarque 1.3.2. La notion de cofibration est définie d’une manière similaire dans
la catégorie des espaces topologiques pointés.

Exemple 1.3.3. L’inclusion {0, 1} ↪→ I est une cofibration et I → ∗ est une équiva-
lence d’homotopie.

1.4. Espaces pointés et rajout d’un point de base. Soit T la catégorie d’espaces
topologiques (sous-entendu compactement engendrés) et des applications conti-
nues et soit T• la catégorie des espaces pointés et des applications pointées conti-
nues. Le foncteur de rajout d’un point de base disjoint, (−)+ : T → T•, associe à
un espace X l’espace pointé X+ := (X ∪ {∗}, ∗).

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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Proposition 1.4.1.
(1) Soit X un espace topologique ; alors X+ est bien pointé (l’inclusion ∗ ↪→ X+ est

une cofibration).
(2) Le foncteur (−)+ : T → T• est l’adjoint à gauche du foncteur oubli T• → T :

soient X un espace topologique et Y un espace topologique pointé ; il y a une
bijection naturelle

HomT•(X+, Y ) ∼= HomT (X,Y ).

Démonstration. Évidente. �

1.5. Produits et coproduits dans T•.

Définition 1.5.1. Soient X,Y deux espaces topologiques pointés ;
(1) le bouquet X ∨ Y est l’espace pointé (X q Y/∗X = ∗Y , ∗X) ;
(2) le produit X

∏
Y est l’espace pointé (X

∏
Y, (∗X , ∗Y )).

Proposition 1.5.2. Le bouquet ∨ : T• × T• → T• est le coproduit (au sens catégorique)
et le produit

∏
: T• ×T• → T• est le produit (au sens catégorique) de la catégorie T•.

Démonstration. Exercice. �

1.6. Le produit smash et l’espace fonctionnel pointé.

Définition 1.6.1. Soient X,Y deux espaces topologiques pointés.
(1) Le produit smash X ∧ Y est l’espace topoloqique X × Y/X ∨ Y , pointé par

l’image de (∗X , ∗Y ).
(2) L’espace fonctionnel pointé, Map•(X,Y ), est le sous-espace des applica-

tions f ∈ HomT (X,Y ) telles que f(∗X) = ∗Y .

Exercice 1.6.2. Montrer que (T•,∧, S0) est une structure symétrique monoïdale sur
la catégorie T•. (Voir [ML98], par exemple, pour la définition d’une catégorie sy-
métrique monoïdale.)

Rappeler la propriété fondamentale suivante :

Proposition 1.6.3. SoientX,Y, Z des espaces topologiques pointés dans T•, alors il existe
un homémorphisme naturel :

Map•(X ∧ Y,Z) ∼= Map•(X,Map•(Y, Z)).

Exercice 1.6.4. Déduire que la structure de catégorie symétrique monoïdale de l’Exer-
cice 1.6.2 est une structure fermée.

Définition 1.6.5.
(1) Le foncteur suspension réduite Σ : T• → T• est le foncteur S1 ∧ −.
(2) Le foncteur espace des lacets (pointés) Ω : T• → T• est le foncteur Map•(S1,−).

1.7. Catégories homotopiques.

Remarque 1.7.1. La notion d’homotopie dans la catégorie T• est définié par l’object
cylindre

X
//
// X ∧ I+ // X,

pour X ∈ ObT• un espace pointé.

On écrit H (respectivement H•) pour la catégorie homotopique des espaces
topologiques (respectivement pointés).

Corollaire 1.7.2. Le foncteur (−)+ induit une adjonction au niveau des catégories homo-
topiques :

(−)+ : H �H•.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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Démonstration. Exercice. �

Proposition 1.7.3. La suspension réduite est l’adjoint à gauche du foncteur espace des
lacets :

Σ : T• � T• : Ω.
L’adjonction passe à la catégorie homotopique :

Σ : H• �H• : Ω.

1.8. Le théorème de Whitehead. On suppose connue la théorie des CW-complexes ;
en particulier, nous avons besoin du théorème de Whitehead. (Voir [May99, Chap-
ter 10].)

Théorème 1.8.1. Soient A ↪→ B l’inclusion d’un sous CW-complexe pointé et f : X →
Y un morphisme de T• qui est une équivalence faible (πn(f) est un isomorphisme, pour
tout n). Pour tout carré commutatif

A
α //

� _

�� '

X

f

��
B

β
//

g

??

Y,

il existe un morphisme g : B → X qui rend le triangle supérieur commutatif et le triangle
inférieur commutatif à homotopie relative à A près.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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Première partie 1. Construction de la catégorie SH

2. MOTIVATION POUR L’INTRODUCTION DE LA CATÉGORIE STABLE

Il y a plusieurs motivations pour introduire une théorie d’homotopie stable.

2.1. Le domaine stable. Un CW-complexe pointé, X , est k-connexe si πn(X) =
{∗} pour tout n ≤ k.

Rappelons le théorème de suspension de Freudenthal :

Théorème 2.1.1. SoientX,Y deux CW-complexes pointés, et supposer que Y est (n−1)-
connexe. Alors le morphisme

Σ : [X,Y ]→ [ΣX,ΣY ]

induit par la suspension réduite Σ : H• → H• est une surjection si dimX ≤ 2n − 1 et
une bijection si dimX < 2n− 1.

Souvent, le résultat est éconcé de la forme suivante :

Corollaire 2.1.2. Soit Y un CW-complexe pointé (n− 1)-connexe, alors le morphisme de
suspension

Σ : πq(Y )→ πq(ΣY )

est une surjection si q = 2n− 1 et une bijection si q < 2n− 1.

Remarque 2.1.3. Le théorème de Freudenthal revient à l’étude de la counité de l’ad-
jonction Σ a Ω, Y → ΩΣY ; ce morphisme est une (2n− 1)-équivalence.

On en déduit la stabilisation suivante :

Corollaire 2.1.4. SoientX,Y deux CW-complexes pointés tels que Y est (n−1)-connexe.
Alors le morphisme

Σ : [ΣdX,ΣdY ]→ [Σd+1X,Σd+1Y ]

est une bijection pour tout nombre naturel d > dimX + 1− 2n.

Démonstration. Exercice. �

2.2. La catégorie de Spanier-Whitehead.

Définition 2.2.1. Soit H f
• la sous-catégorie pleine de H• dont les objets sont les

CW-complexes pointés finis.

Il y a une manière canonique de stabiliser la catégorie H f
• , en inversant formel-

lement le foncteur Σ.

Définition 2.2.2. Soit S W la catégorie :
objets couples (X, a), où X est un CW-complexe pointé fini et a ∈ Z est un

entier ;
morphismes HomS W ((X, a), (Y, b)) := colimn[Σn+aX,Σn+bY ].

Exercice 2.2.3.

(1) Soient X un CW-complexe et a ∈ Z un entier. Montrer qu’il existe un iso-
morphisme naturel (ΣX, a) ∼= (X, a+ 1) dans S W .

(2) Démontrer que S W est une catégorie additive.

Remarque 2.2.4. La catégorie S W possède une structure plus riche, celle d’une ca-
tégorie triangulée. (Cf. [Mar83].) (La catégorie dérivée D(A ) d’une catégorie abé-
lienne A est une catégorie triangulée.)

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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Proposition 2.2.5. Il existe un foncteur H f
• → S W qui envoie un CW-complexe fini

X à (X, 0). Le foncteur Σ induit une équivalence de catégories Σ : S W → S W telle que
le diagramme

H f
•

Σ //

��

H f
•

��
S W

Σ
// S W

commute.

Exercice 2.2.6.

(1) Formuler la propriété universelle de S W .

(2) Montrer qu’une théorie de cohomologie généralisée induit un foncteur S W op →
Ab∗, où Ab∗ est la catégorie des groupes abéliens Z-gradués.

Remarque 2.2.7. La catégorie S W a un grand défaut : on ne peut pas généraliser
sa définition en incluant les CW-complexes infinis. En particulier, les théories de
cohomologie (généralisées) usuelles ne sont pas représentables dans S W .

2.3. Représentabilité. Les théories de cohomologie (resp. homologie) générali-
sées sont extrêmement importantes. Une manière de représenter ces théories est
par les pré-spectres, mais ces structures ne sont pas facile à manipuler (Cf. la défi-
nition de la théorie d’homologie associée à un préspectre).

On a besoin d’une catégorie SH d’homotopie stable suffisamment grande pour
que :

– les théories de cohomologie soient représentables dans SH ;
– les opérations cohomologiques stables (celles qui commutent avec la suspen-

sion Σ) correspondent aux morphismes de SH .

2.4. Constructions géométriques. Quelques propriétés d’origine géométrique de-
vraient avoir une interprétation naturelle dans la catégorie SH . Par exemple :

Exemple 2.4.1.

(1) la dualité de Spanier-Whitehead : la dualité d’Alexandre est induit par une
dualité au niveau de la catégorie d’homotopie stable ;

(2) le transfert : Le transfert associé à S∞ → RP∞ est induit par un morphisme
RP∞+ 99K S∞+ dans la catégorie d’homotopie stable ;

(3) «l’espace de Thom» associé à un fibré vectoriel virtuel : par exemple il
existe un objet CP∞−1 dans la catégorie d’homotopie stable, qui est une ver-
sion stable de l’espace de Thom du fibré virtuel −λ.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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3. SPECTRES

3.1. Introduction. Il y a de nombreuses références possibles pour la constuction
de la catégorie d’homotopie stable, dont :

(1) L’approche classique à la Boardman : les notes d’Adams [Ada95, Part II] (la
référence classique), la présentation donnée par Switzer [Swi02, Chapter 8]
et la version rédigée par Rudyak [Rud98].

(2) La construction par Bousfield et Friedlander, voir [GJ99]. Cette approche
utilise la théorie des catégories de modèles à la Quillen - en particulier, ils
utilisent les ensembles simpliciaux comme modèle pour les espaces topo-
logiques.

(3) Kochman [Koc96, Chapter 3] donne l’approche où les spectres sont indexés
par les espaces de dimension finie d’un espace (R∞, 〈−,−〉).

Les approches modernes sont mieux adaptées à l’étude des structures multipli-
catives :

(1) les spectres symétriques : introduits par Jeff Smith [HSS00] - voir aussi l’ar-
ticle de Hovey [Hov01] ;

(2) les S-modules - [EKMM97].

J’ai suivi l’approche de Boardman, en essayant de donner une présentation qui
rendra plus facile l’étude ultérieure de la construction de SH à l’aide de la théorie
des catégories de modèles. En particulier :

– j’ai commencé par une étude systématique de la catégorie des spectres Sp,
sans imposer d’autre structure ;

– l’introduction des CW-spectra est motivée par la condition HEP d’extension
des homotopies - les spectres CW sont des objets cofibrants.

3.2. Objectifs. On va construire
– une catégorie additive SH , la catégorie d’homotopie stable, munie
– d’un foncteur Σ : SH → SH et
– d’un foncteur Σ∞ : H• → SH

tels que

(1) Σ : SH → SH est une équivalence de catégories et le diagramme

H•
Σ //

Σ∞

��

H•

Σ∞

��
SH

Σ
// SH

commute ;

(2) la restriction du foncteur Σ∞ : H• → SH à H f
• se factorise canonique-

ment :
H f
•

� � //

��

H•

Σ∞

��
S W

� � // SH ,

où le foncteur S W ↪→ SH est un plongement pleinement fidèle.

Remarque 3.2.1. La première condition correspond au fait que la suspension soit
inversible dans SH ; la deuxième est nécessaire pour assurer que la catégorie
SH soit suffisamment fine pour détecter les propriétés ‘stables’ de H•. (On pour-
rait également rajouter la condition que les théories de cohomologie généralisées
soient représentables dans SH .)

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/
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La catégorie SH est une catégorie homotopique associée à une catégorie Sp de
‘spectres’, construite à partir de T•. On peut comprendre «homotopique» de deux
manières différentes (mais qui sont essentiellement équivalentes) :

– on définit la classe d’équivalences d’homotopie stable dans la catégorie Sp et
on obtient SH par un processus de localisation (grossièrement-dit, on inverse
formellement les équivalences d’homotopie stable) ;

– on utilise la théorie d’homotopie abstraite (à la Quillen [Qui67] - la théorie des
catégories de modèles [Hov99]) afin de construire la catégorie homotopique
associée à cette théorie.

Le processus de localisation est en général fort délicat ; Quillen a développé la
théorie d’algèbre homotopique afin de pallier à ce problème.

Remarque 3.2.2. La catégorie Sp des spectres est analogue à la catégorie des com-
plexes de chaînes Ch(A ) associée à une catégorie abélienne A . La catégorie dé-
rivée D(A ) est construite à partir de Ch(A ) en inversant les équivalences d’ho-
mologie ; donc la construction de D(A ) est analogue à celle de la catégorie SH à
partir de Sp.

La construction de la catégorie dérivée D(A ) n’est pas facile. Surtout lorsqu’on
travaille avec les complexes non-bornés (indexés par Z), il vaut mieux utiliser la
théorie d’algèbre homotopique pour construire la catégorie dérivée.

3.3. La catégorie des spectres.

Définition 3.3.1. Soit Sp, la catégorie des spectres :
objets les spectres E, où E est la donnée {En ∈ ObT•, σEn : ΣEn → En+1|n ∈

N} - les morphismes σEn sont les morphismes de structure du spectre E ;
morphismes un morphisme f : E → F entre deux spectres est la donnée d’un

ensemble de morphismes de T•, {fn : En → Fn|n ∈ N} tel que, pour tout n,
le diagramme suivant commute :

ΣEn
σEn //

Σfn

��

En+1

fn+1

��
ΣFn

σFn

// Fn+1.

Remarque 3.3.2. Le morphisme de structure σEn : ΣEn → En+1 est adjoint à un
morphisme :

σ̃En : En → ΩEn+1.

Par adjonction, pour définir un objet de Sp, il est équivalent à se donner {En ∈
ObT•, σ̃En : En → ΩEn+1|n ∈ N}.

Exercice 3.3.3. Vérifier que Sp est une catégorie.

Notation 3.3.4. Soit 0 ∈ ObSp le spectre (unique) tel que 0n = ∗ pour tout n.

Proposition 3.3.5. La catégorie Sp est pointée : l’objet 0 est initial et final dans Sp.

Démonstration. Exercice. �

3.4. Quelques exemples de spectres. Une motivation pour l’introduction de la ca-
tégorie des spectres est d’avoir une catégorie dans laquelle les théories de cohomo-
logie soient représentables. Les théories de cohomologie ‘classiques’ fournissent
les premiers exemples de spectres.

Définition 3.4.1. SoitA ∈ ObAb un groupe abélien. Le spectre d’Eilenberg-MacLane
HA est le spectre HAn := K(A,n) (l’espace d’Eilenberg-MacLane - c’est à dire un
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CW-complexe tel que πn(K(A,n)) = 0 et tous les autres groupes d’homotopie sont
triviaux) et dont les morphismes de structure sont

HAn

σ̃HA
n //

=

��

ΩHAn+1

=

��
K(A,n) '

// ΩK(A,n+ 1)

où le morphisme inférieur est une équivalence d’homotopie.

Exemple 3.4.2. La K-théorie complexe, KU , est un spectre 2-périodique défini par

KUn =
{
BU × Z n ≡ 0 mod 2
U n ≡ 1 mod 2,

ou U est le groupe unitaire (infini) etBU est son espace classifiant, donc U ' ΩBU .
Le revêtement universel de U est SU et le théorème de périodicité de Bott montre
que BU ' ΩSU , donc BU × Z ' ΩU . La définition des morphismes de structure
du spectre KU est évidente (exercice !).

Les deux exemples précédents sont des Ω-spectres, c’est à dire que les mor-
phismes de structure σ̃En sont des équivalences d’homotopie. Les spectres de Thom
fournissent des exemples qui ne sont pas des Ω-spectres.

Exemple 3.4.3. Le cobordisme complexe, MU est un spectre de Thom. Soient n un
nombre naturel et γn le C-fibré vectoriel universel sur BU(n). On définit MU2n :=
Thom(γn), l’espace de Thom, et MU2n+1 := ΣMU2n. Alors, pour définir les mor-
phismes de structure du spectreMU , il suffit de définir Σ2MU2n →MU2n+2, pour
tout nombre naturel n (exercice).

Le morphisme in : BU(n)→ BU(n+1), induit par l’inclusion U(n) ↪→ U(n+1),
permet de considérer le fibré i∗nγn+1, qui est isomorphe au fibré vectoriel C ⊕ γn.
Il existe un homéomorphisme Thom(C ⊕ γn) ∼= Σ2Thom(γn) et le morphisme in
induit un morphisme d’espaces de Thom

Thom(i∗nγn+1) ∼= Σ2Thom(γn)→ Thom(γn+1).

3.5. Les Z-spectres rrS. Il existe un variant de la catégorie des spectres, la caté-
gorie SpZ des Z-spectres ; pour la définir, remplacer partout N dans la Définition
3.3.1 par Z. L’inclusion N ↪→ Z induit un foncteur oubli Θ : SpZ → Sp.

Définition 3.5.1. Soient λ, ρ : Sp → SpZ les foncteurs définis comme suite sur un
spectre E :

(1) le Z-spectre λE est le spectre défini par (λE)n = ∗, pour n < 0 et (λE)n =
En pour n ≥ 0, les morphismes de structure étant les morphismes évi-
dents ;

(2) le Z-spectre ρE est le spectre défini par (ρE)n = Ω−nE pour n ≤ 0 et
(λE)n = En pour n ≥ 0 ; le morphisme de structure σ̃ρEn−1 : (ρE)n−1 →
Ω(ρE)n (pour n 6= 0) est l’identité.

Les foncteurs λ, ρ sont définis sur les morphismes de la manière évidente.

Proposition 3.5.2. Le foncteur λ est l’adjoint à gauche du foncteur Θ et le foncteur ρ est
l’adjoint à droite de Θ :

SpZ Θ // Sp.
λoo

ρ
oo

Démonstration. Exercice. �
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Remarque 3.5.3. On pourrait utiliser les Z-spectres pour développer la théorie d’ho-
motopie stable. Ce serait avantageux de certains points de vue ; cependant la ca-
tégorie Sp des spectres est la plus naturelle lorsqu’on cherche à construire des
modèles plus sophistiqués (par exemple les spectres symétriques [HSS00] ou les S-
modules [EKMM97]).

3.6. Le foncteur d’évaluation et le foncteur spectre des suspensions.

Définition 3.6.1. Soit l ∈ Z un entier.

(1) Le foncteur d’évaluation, EvΩ
l : Sp→ T• est le foncteur défini par

EvΩ
l E :=

{
El l ≥ 0
Ω−lE0 l ≤ 0.

(2) Le foncteur Fl : T• → Sp est le foncteur défini par

(FlX)n =
{

Σn−lX n− l ≥ 0
∗ n− l < 0.

(3) Le foncteur spectre des suspensions, Σ∞ : T• → Sp, est le foncteur F0.

Le foncteur spectre des suspensions fournit pleins d’exemples non-triviaux de
spectres :

Définition 3.6.2. Soit n ∈ Z un entier.

(1) Soit S ∈ ObSp le spectre Σ∞S0.

(2) Soit Sn ∈ ObSp le spectre F−nS
0.

Exercice 3.6.3. Soit n ∈ N un nombre naturel. Montrer que Sn ∼= Σ∞Sn dans la
catégorie des spectres Sp. (En particulier, la notation n’est pas abusive.)

Remarque 3.6.4. On vient de définir des sphères Sn dans Sp pour tout entier n, en
particulier on a des sphères de dimension négative dans Sp ! Plus généralement,
pour tout X ∈ ObT•, le spectre F−nX , pour n < 0, est un modèle pour la n-ième
suspension (ou (−n)-ième désuspension) de X .

Proposition 3.6.5. Soit l ∈ Z un entier. Le foncteur Fl : T• → Sp est l’adjoint à gauche
du foncteur EvΩ

l : Sp→ T•.

Démonstration. Exercice. �

Corollaire 3.6.6. Soit l ∈ N un nombre naturel. Alors, il existe une équivalence naturelle
de foncteurs T• → Sp :

Σ∞ ◦ Σl ∼= F−l.

Démonstration. Le foncteur EvΩ
−l est la composée Ω−l ◦EvΩ

0 (car−l ≤ 0), dont l’ad-
joint à gauche est F0 ◦ Σl. Le résultat découle de l’unicité (à équivalence naturelle
près) de l’adjoint à gauche d’un foncteur. (Bien entendu, on peu démontrer le ré-
sultat directement.) �

Lemme 3.6.7. Soit l ∈ Z un entier. Le foncteur composé EvΩ
l ◦ Fl : T• → T• satisfait :

EvΩ
l ◦ Fl(X) =

{
X l ≥ 0
Ω−lΣ−lX l ≤ 0,

quelque soit X ∈ ObT•.

Démonstration. Exercice. �

Proposition 3.6.8. Soit l ∈ Z un entier. L’unité de l’adjonction Fl a EvΩ
l , 1T• → EvΩ

l Fl,
est

(1) le morphisme identité, si l ≥ 0 ;
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(2) la transformation naturelle X → Ω−lΣ−lX , si l ≤ 0.

Démonstration. On identifie le foncteur EvΩ
l Fl à l’aide du Lemme 3.6.7. L’identi-

fication de l’unité de l’adjonction découle de la démonstration de la Proposition
3.6.5. �

Remarque 3.6.9. Ces considérations seraient plus élémentaires si on travaillait avec
la catégorie des Z-spectres, car les foncteurs sont alors définis sans distinguer les
cas l ≥ 0 et l < 0.

3.7. Les foncteurs de décalage. Le foncteur décalage d’un spectre est analogue
au foncteur décalage d’un complexe de chaînes. Comme d’habitude, pusique nos
spectres sont indexés par N, il y a deux définitions possibles lorsqu’on décale à
droite (Cf. Section 3.6).

Définition 3.7.1. Soit a ∈ Z un entier.

(1) Le foncteur [a] : Sp→ Sp est le foncteur défini par :

E[a]n :=
{
Ea+n a+ n ≥ 0
∗ a+ n < 0,

les morphismes de structures étant les morphismes évidents.

(2) Le foncteur [a]Ω : Sp→ Sp est le foncteur défini par :

E[a]Ωn :=
{
Ea+n a+ n ≥ 0
Ω−(a+n)E0 a+ n ≤ 0,

les morphismes de structures étant les morphismes évidents.

Exercice 3.7.2. Soient E un spectre et a ∈ Z un entier ; préciser les morphismes de
structure de E[a] et de E[a]Ω et vérifier que [a] et [a]Ω sont des foncteurs Sp→ Sp.

Lemme 3.7.3. Soient a, b ∈ N deux nombres naturels. Alors
(1) Le foncteur [0] : Sp→ Sp est l’identité ;

(2) [a] = [a]Ω ;
(3) [a] ◦ [b] = [a+ b] et [−a] ◦ [−b] = [−(a+ b)] ;
(4) [−a]Ω ◦ [−b]Ω = [−(a+ b)]Ω ;
(5) [a] ◦ [−a] = 1Sp = [a]Ω ◦ [−a]Ω

en tant que foncteurs Sp→ Sp.

Démonstration. Évident. �

Proposition 3.7.4. Soit a ∈ Z. Alors le foncteur [a] : Sp→ Sp est l’adjoint à gauche du
foncteur [−a]Ω : Sp→ Sp :

[a] : Sp� Sp : [−a]Ω.

(1) Si a ≥ 0, la counité de l’adjonction [a] ◦ [−a]Ω → 1Sp est l’identité ;

(2) si a ≤ 0, l’unité de l’adjonction 1→ [−a]Ω ◦ [a] est l’identité.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 3.7.5. Les foncteurs [a], [a]Ω sont presque des équivalences de catégories.
L’existence du foncteur [1] et sa relation avec le foncteur de suspension de T• ex-
plique en partie la définition de la catégorie Sp. (Dans la catégorie des Z-spectres,
il n’y a qu’un foncteur de décalage, qui est une équivalence de catégories.)

Proposition 3.7.6. Soit l ∈ Z un entier.
(1) Il existe une équivalence naturelle de foncteurs T• → Sp :

[l] ◦ F0
∼= F−l.
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(2) Si l ≥ 0, il exist une équivalence naturelle de foncteurs T• → Sp :

Σ∞ ◦ Σl ∼= [l] ◦ Σ∞.

Démonstration. Pour le premier point, on vérifie que ([l] ◦ F0(X))n = (F0(X))n+l

et que ceci coïncide avec (F−lX)n. Le deuxième point est un cas particulier du
premier, à l’aide du Corollaire 3.6.6. �

Rappelons de la Proposition 3.6.5 qu’il existe une adjonction Fl a EvΩ
l .

Proposition 3.7.7. Soit l ∈ Z un entier. La counité FlEvΩ
l → 1Sp de l’adjonction Fl a

EvΩ
l induit une transformation naturelle :

Σ∞ ◦ EvΩ
l → [l]Ω

de foncteurs Sp→ Sp.
Si l ≥ 0 et E ∈ ObSp est un spectre, la transformation naturelle est de la forme :

Σ∞El → E[l].

Démonstration. Exercice. �

3.8. Les foncteurs de troncature.

Définition 3.8.1. Soit d ∈ Z un entier. Le foncteur de troncature τ≥d : Sp→ Sp est
le foncteur défini par :

(τ≥dE)n =
{
∗ n < d
En n ≥ d,

les morphismes de structure étant définis de la manière évidente.

Remarque 3.8.2. Le foncteur τ≥d est naturellement équivalent à l’identité si d < 0.

Proposition 3.8.3. Soient c ≤ d ≤ e des entiers. Il existe un diagramme de transforma-
tions naturelles de foncteurs Sp→ Sp :

τ≥e //

""E
EE

EE
EE

E
τ≥d

��
τ≥c.

En particulier, il existe une transformation naturelle τ≥d → 1Sp.

Démonstration. Évident. �

Proposition 3.8.4. Soit d ∈ N un nombre naturel. Le foncteur τ≥d est naturellement
équivalent à la composée [−d] ◦ [d] : Sp → Sp et la transformation naturelle τ≥d → 1Sp

est naturellement équivalente à la counité de l’adjonction [−d] a [d] de la Proposition
3.7.4.

Démonstration. Exercice. �

3.9. Changement d’indexation rrS. Soit I ⊂ N un sous-ensemble infini. Alors,
il existe une bijection monotone N

∼=→ I , donc on peut écrire I = {is|s ∈ N}, où
is < is+1, ∀s.

Étant donné un spectreE, on peut se restreindre aux espaces indexés par I . Pour
formaliser cette procédure, on introduit la catégorie des I-spectres, indexés par I .

Définition 3.9.1. Soit I ⊂ N un sous-ensemble infini. La catégorie SpI des spectres
indexés par I est la catégorie :

objets {Xi ∈ ObT•|i ∈ I}muni des morphismes de structure

Σis+1−isXis → Xis+1 ;
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morphismes un morphisme f : X → Y entre deux I-spectres est la donnée
d’un ensemble de morphismes de T•, {fi : Xi → Yi|i ∈ I} tel que, pour tout
s, le diagramme suivant commute :

Σis+1−isXis
//

Σfis
��

Xis+1

fis+1

��
Σis+1−isYis

// Yis+1 .

Remarque 3.9.2. SpN = Sp.

Définition 3.9.3. Soit I ⊂ N un sous-ensemble infini.
(1) Le foncteur de restriction, RI : Sp→ SpI , est le foncteur défini par (RIE)i :=

Ei, avec les morphismes de structure évidents.

(2) Le foncteur d’induction, LI : SpI → Sp, est le foncteur défini par

(LIX)n :=
{
∗ n < i0
Σn−ijXij ij ≤ n < ij+1,

où les morphismes de structure Σ(LIX)n → (LX)n+1 sont triviaux si
n < i0, l’identité si n 6= ij+1 − 1 et le morphisme de structure de X si
n = ij+1 − 1 :

Σ(LIX)ij+1−1

=

��

// (LX)ij+1 .

Σij+1−ijXij

77ooooooooooo

Proposition 3.9.4. Soit I ⊂ N un sous-ensemble infini. Le foncteur LI est l’adjoint à
gauche du foncteur RI :

LI : SpI � Sp : RI .

L’unité de l’adjoint, 1SpI → RILI est l’identité.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 3.9.5. La counité de l’adjonction nous fournit une transformation natu-
relle LIRI → 1Sp.

Exemple 3.9.6. Soit I = 2N ⊂ N. Alors, on dispose du foncteur d’induction

L2N : Sp2N → Sp.

On a déjà utilisé cette construction implicitement dans la construction du spectre
MU du cobordisme complexe, Example 3.4.3.

Exercice 3.9.7. Soient I ⊂ J ⊂ N deux sous-ensembles finis. Montrer qu’il existe
foncteurs

RJ
I : SpJ → SpI

L J
I : SpI → SpJ

qui rendent commutatif les diagrammes suivants :

Sp
RJ //

RI   B
BB

BB
BB

B SpJ

RJ
I

��

SpI

L J
I

��

LI

!!C
CC

CC
CC

C

SpI SpJ
LJ

// Sp.

Remarque 3.9.8. Soient I,K ⊂ N deux sous-ensembles infinis. On dispose des fonc-
teurs de comparaison RKLI : SpI → SpK et RILK : SpK → SpI .
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3.10. Spectres partiels.

Définition 3.10.1. Soit N ∈ Z. La catégorie Sp≤N est la catégorie discrète {∗} si
N < 0 et, pour N ≥ 0, la catégorie :

objets les spectres partiels : {En ∈ ObT•|0 ≤ n ≤ N}muni des morphismes de
structure {σEn : ΣEn → En+1|0 ≤ n < N} ;

morphismes un morphisme f : E → F entre deux spectres partiels est la don-
née d’un ensemble de morphismes de T•, {fn : En → Fn|0 ≤ n ≤ N} tel que,
pour tout 0 ≤ n < N , le diagramme suivant commute :

ΣEn
σEn //

Σfn

��

En+1

fn+1

��
ΣFn

σFn

// Fn+1.

Soit Φ≤N : Sp→ Sp≤N le foncteur oubli.

Remarque 3.10.2. La catégorie Sp≤0 est équivalente à la catégorie T•. Le foncteur
oubli Φ≤N est une généralisation du foncteur d’évaluation EvΩ

0 .

Proposition 3.10.3. Soit N ∈ Z un entier. Le foncteur Φ≤N admet un adjoint à gauche,
Ψ≤N : Sp≤N → Sp.

Démonstration. (Cf. la Proposition 3.6.5.) Si N < 0, le foncteur Ψ≤N : {∗} → Sp est
définie par Ψ≤N (∗) = 0.

Pour N ≥ 0 et E ∈ ObSp≤N un spectre partiel, on définit :

(Ψ≤NE)k :=
{
Ek k ≤ N
Σk−NEN k ≥ N,

avec les morphismes de structure évidents.
La vérification que Ψ≤N est un foncteur et qu’il est l’adjoint à gauche de Φ≤N

ne présente aucune difficulté. �

Définition 3.10.4. Soit N ∈ Z un entier. Le foncteur (−)≤N : Sp → Sp est le
foncteur composé : Ψ≤NΦ≤N : Sp→ Sp, muni de la transformation naturelle

E≤N → E

(pour E ∈ ObSp), fournie par la counité de l’adjonction.

Lemme 3.10.5. Soient M ≤ N deux entiers. Alors il existe un diagramme commutatif de
transformations naturelles

(−)≤M //

$$J
JJJJJJJJ
(−)≤N

��
1Sp

et le foncteur (−)≤M est le foncteur constant 0 si M < 0.

Démonstration. Exercice. �

La construction suivante est utile dans les arguments de récurrence.

Exercice 3.10.6. SoientE ∈ ObSp un spectre tel que chaque morphisme de structure
ΣEn → En+1 est l’inclusion d’un sous-espace fermé et Y ∈ ObSp≤N un spectre
partiel et f : Φ≤NE → Y un morphisme de spectres partiels. Montrer qu’il existe

– un spectre Ỹ ∈ ObSp tel que Φ≤N Ỹ = Y ;
– un morphisme de spectres f̃ : E → Ỹ tel que Φ≤N (f̃) = f .

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/



Théorie d’homotopie stable - Part 1, Section 4.2 18

4. STRUCTURE DE LA CATÉGORIE DES SPECTRES

4.1. Coproduits et colimites. Rappelons que le coproduit d’une famille {Xi|i ∈
I } d’espaces topologiques pointés est

∨
i∈I Xi.

Définition 4.1.1. Soit {E(i) ∈ ObSp|i ∈ I } une famille de spectres. Le spectre∨
i∈I E(i) est le spectre défini par (

∨
i∈I E(i))n :=

∨
i∈I E(i)n et ayant pour mor-

phismes de structure

Σ(
∨
i∈I

E(i))n ∼=
∨
i∈I

ΣE(i)n
∨
σ(i)n→

∨
i∈I

E(i)n+1.

Proposition 4.1.2. Le spectre
∨
i∈I E(i) est le coproduit (au sens catégorique) dans la

catégoire Sp.

Démonstration. Exercice. �

Comme cas particulier, on obtient le foncteur

∨ : Sp×Sp → Sp

(E,F ) 7→ E ∨ F.

Lemme 4.1.3. Soit E ∈ ObSp un spectre. Il y a des isomorphismes canoniques

E ∨ 0 ∼= E ∼= 0 ∨ E.

Démonstration. Évident. �

On peut considérer d’autres colimites petites dans la catégorie des spectres par
la même procédure ; toutefois, il faut faire attention à la topologie des espaces (voir
la Section 1.2).

Proposition 4.1.4. Soient Y ← F ↪→ E morphismes de spectres tels que, Fn ↪→ En est
l’inclusion d’un sous-espace fermé, quelque soit n ∈ N. Alors, la somme amalgammée :

F
� � //

��

E

��
Y // Y ∪F E

existe dans la catégorie Sp, où (Y ∪FE)n = Yn∪FnEn, muni des morphismes de structure
évidents. (C’est à dire que Y ∪F E est la colimite dans la catégorie Sp du diagramme.)

Démonstration. Proposition 1.2.4 montre que Yn ∪Fn En existe dans T• et est la
somme amalgammée au sens catégorique. On vérifie que Y ∪F E est un spectre
qui est la somme amaglammée dans la catégorie Sp. �

Proposition 4.1.5. Soit {E(n), i(n) : E(n) ↪→ E(n+ 1)|n ∈ N} un système direct dans
la catégorie Sp, tel que E(n)t ↪→ E(n+ 1)t est l’inclusion d’un sous-espace fermé, ∀n, t.
Alors la colimite colimn→∞E(n) existe dans Sp et

– (colimnE(n))t = colimnE(n)t =
⋃
nE(n)t ;

– le morphisme de structure Σ(colimnE(n))t → (colimnE(n))t+1 est la composée :

Σ(
⋃
n

E(n)t) ∼=
⋃
n

ΣE(n)t →
⋃
n

E(n)t+1.

Démonstration. Utiliser la Proposition 1.2.5 pour identifies la colimite dan la caté-
gorie T•. �
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4.2. Produits. Rappelons que le produit d’une famille {Xi|i ∈ I } d’espaces topo-
logiques pointés est

∏
i∈I Xi, pointé par

∏
i∈I ∗. Le produit ne commute pas au

foncteur suspension (par exemple, considérer S1 ∧ (S0 × S0)), mais il existe une
transformation naturelle

S1 ∧ (
∏
i∈I

Xi)→
∏
i∈I

S1 ∧Xi.

Définition 4.2.1. Soit {E(i) ∈ ObSp|i ∈ I } une famille de spectres. Le spectre∏
i∈I E(i) est le spectre défini par (

∏
i∈I E(i))n :=

∏
i∈I E(i)n et ayant pour

morphismes de structure

Σ(
∏
i∈I

E(i))n →
∏
i∈I

ΣE(i)n
∏
σ(i)n→

∏
i∈I

E(i)n+1.

Proposition 4.2.2. Le spectre
∏
i∈I E(i) est le produit (au sens catégorique) dans la

catégorie Sp.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 4.2.3. La catégorie Sp ne peut pas être additive, car les coproduits finis
ne coïncident pas avec les produits finis.

Remarque 4.2.4. Lorsqu’on passe à la catégoire d’homotopie stable, pour définir les
produits il faut utiliser la version dérivée de ce produit.

4.3. Le produit smash avec un espace pointé.

Définition 4.3.1. Le foncteur ∧ : Sp×T• → Sp, (E,X) 7→ E ∧X est défini par
– (E ∧X)n := En ∧X ;
– σE∧Xn : Σ(E ∧X)n → (E ∧X)n+1 est le morphisme σEn ∧X .

Exercice 4.3.2. Vérifier que ∧ : Sp×T• → Sp est un foncteur.

Proposition 4.3.3. Soient E ∈ ObSp un spectre et X,Y ∈ ObT• deux espaces topolo-
giques pointés. Alors, il existe des équivalences naturelles :

E ∧ S0 ∼= E

(E ∧X) ∧ Y ∼= E ∧ (X ∧ Y ).

Démonstration. Exercice. �

Exemple 4.3.4. Le foncteur − ∧ S1 : Sp → Sp définit un foncteur de suspension
sur la catégorie Sp.

Exemple 4.3.5. Soient X,Y ∈ ObT• deux espaces topologiques pointés. Alors il
existe des isomorphismes naturels dans Sp :

Σ∞X ∼= S ∧X
(Σ∞X) ∧ Y ∼= Σ∞(X ∧ Y ).

On a le résultat suivant concernant la catégorie T•.

Lemme 4.3.6. Soient X,Y, Z ∈ ObT• des espaces topologiques pointés. Il existe une
application continue naturelle :

X ∧Map•(Y, Z)→ Map•(Y,X ∧ Z).

Démonstration. Le morphisme est l’adjoint de l’application naturelle

X ∧Map•(Y,Z) ∧ Y → X ∧ Z

induit par l’application d’évaluation Map•(Y,Z) ∧ Y → Z. �
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Définition 4.3.7. Le foncteur Map•(−,−) : T• ×Sp→ Sp est défini par

Map•(Y,E)n := Map•(Y,En)

avec morphisme de structure :

S1 ∧Map•(Y,En)→ Map•(Y, S
1 ∧ En)

Map•(Y,σn)−→ Map•(Y,En+1).

Exercice 4.3.8. Vérifier que Map•(−,−) : T• ×Sp→ Sp est un foncteur.

Proposition 4.3.9. Soient E ∈ ObSp un spectre et X,Y ∈ ObT• deux espaces topolo-
giques pointés. Alors, il existe des équivalences naturelles :

Map•(S
0, E) ∼= E

Map•(X,Map•(Y,E)) ∼= Map•(X ∧ Y,E).

Démonstration. Exercice. �

Proposition 4.3.10. SoitX ∈ ObT• un espace pointé. Alors le foncteur−∧X : Sp→ X
est l’adjoint à gauche du foncteur Map•(X,−) : Sp→ Sp.

Démonstration. (Indications.) Soient E,F ∈ ObSp deux spectres et {fn : En ∧X →
Fn|n ∈ N} un ensemble de morphismes de T• et {f̃n : En → Map•(X,Fn)|n ∈ N}
l’ensemble des morphismes adjoints. Alors, par adjonction :

S1 ∧ En ∧X
σn∧X //

S1∧fn
��

En+1 ∧X

fn+1

��
S1 ∧ Fn σn

// Fn+1

est commutatif si et seulement si

S1 ∧ En
σn //

��

En+1

f̃n+1

��
Map•(X,S1 ∧ Fn)

Map•(X,σn)
// Map•(X,Fn+1)

est commutatif. Le morphisme S1 ∧ En → Map•(X,S1 ∧ Fn) est la composée

S1 ∧ En
S1∧f̃n→ S1 ∧Map•(X,Fn)→ Map•(X,S

1 ∧ Fn).

Donc le deuxième diagramme est commutatif si et seulement si le diagramme sui-
vant commute :

S1 ∧ En
σn //

S1∧f̃n
��

En+1

f̃n+1

��
S1 ∧Map•(X,Fn) // Map•(X,Fn+1),

où le morphisme inférieur est le morphisme de structure de Map•(X,F ). X �

Exemple 4.3.11. Le foncteur suspension − ∧ S1 : Sp → Sp est l’adjoint à gauche
du foncteur

Map•(S
1,−) : Sp→ Sp.

Attention : Hovey [Hov01] utilise un foncteur induit différent dans son cadre gé-
néral. (Cf. [Hov01, Remark 1.6] pour une discussion de ce point.)
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4.4. Le produit smash naïf de spectres.

Définition 4.4.1.

(1) Soit ∧2N : Sp×Sp→ Sp2N le foncteur (E,F ) 7→ E∧2NF , où (E∧2NF )2n =
En ∧ Fn et le morphisme de structure Σ2(E ∧2N F )2n

∼= (∧En) ∧ (ΣFn) →
En+1 ∧ Fn+1.

(2) Soit ∧ : Sp×Sp→ Sp la composition :

Sp×Sp
∧2N

→ Sp2N L2N→ Sp.

Remarque 4.4.2. Le produit smash naïf ne définit pas une structure symétrique mo-
noïdale sur Sp. An particulier :

(1) S0 ∈ ObSp n’est pas un objet neutre pour ∧ dans la catégorie ∧ ;

(2) le produit smash naïf n’est pas associatif ;

(3) il n’est pas commutatif.

Ces problèmes disparaissent lorsqu’on passe au niveau de la catégorie homoto-
pique SH .

Exercice 4.4.3. Démontrer les trois affirmations de la Remarque 4.4.2.

L’exercice suivant montre qu’il y a une famille de produits smash naïfs itérés,
indexée par certaines applications N→ Nt.

Exercice 4.4.4. Soit α : N→ Nt une application telle que les projections αi : N→ N
satisfont les propriétés suivantes :

(1) αi est une application croissante (αi(k) ≤ αi(k + 1), ∀k) ;

(2) limk→∞ αi(k) =∞ ;

(3) Σiαi(k) < Σiαi(k + 1), ∀k.

Montrer que α induit un produit smash naïf :

∧α : Sp×t → Sp.

Remarque 4.4.5. La condition limk→∞ αi(k) = ∞ est imposée afin que le produit
smash ne soit pas dégenéré. (Si une application αi se stabilise, le produit smash ne
dépendrait que d’un spectre partiel associé à un des facteurs.)
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5. HOMOTOPIE

5.1. La notion d’homotopie pour les spectres. Rappelons que la notion d’homo-
topie pour la catégorie T• est basée sur les morphismes

i0, i1 : S0 ⇒ I+ → S0.

La définition se généralise à la catégorie Sp à l’aide du foncteur ∧ : Sp×T• → Sp.

Définition 5.1.1. Deux morphismes f, g : E ⇒ F de spectres sont homotopes (par
une homotopie à gauche) s’il existe un morphisme H : E ∧ I+ → F tel que le
diagramme suivant commute :

E ∧ S0
E∧i0 //

f
%%KKKKKKKKKK E ∧ I+

H

��

E ∧ S0
E∧i1oo

g
yyssssssssss

F.

Le morphisme H est une homotopie entre f et g, qu’on dénote par f ∼H g. On
écrit f ∼ g pour indiquer qu’il existe une homotopie entre les deux morphismes.

Remarque 5.1.2. Une homotopie H : E ∧ I+ → F est définie par l’ensemble des
morphismes {Hn : En ∧ I+ → Fn}, qui sont compatibles aux morphismes de
structure. En particulier, ∀n ∈ N, les morphismes fn : En → Gn sont homotopes
par l’homotopie Hn.

Remarque 5.1.3. Il existe une notion équivalente d’homotopie à droite. Une homo-
topie à droite entre f et g est un morphisme

E → Map•(I+, F )

qui satisfait les conditions évidentes. L’équivalence entre les deux notions découle
de la Proposition 4.3.10.

Théorème 5.1.4. Soient E,F ∈ ObSp.

(1) La relation d’homtopie, ∼, définit une relation d’équivalence sur HomSp(E,F ).

(2) Soient f, g ∈ HomSp(E,F ) tels que f ∼H g. Alors

(a) k ◦ f ∼k◦H k ◦ g, pour k ∈ HomSp(F,G) ;

(b) f ◦ j ∼H◦(j∧I+ g ◦ j, pour j ∈ HomSp(D,E).

Démonstration. Comme pour la catégorie T•. �

Définition 5.1.5. Soient E,F ∈ ObSp deux spectres.

(1) Une équivalence d’homotopie de E à F est un morphisme de spectres α :
E → F tel qu’il existe un morphisme β : F → E tel que β ◦ α ∼ 1E et
α ◦ β ∼ 1F .

(2) Les spectresE,F ont le même type d’homotopie s’il existe une équivalence
d’homotopie entre E et F .

Exemple 5.1.6. Soit E ∈ ObSp un spectre. Alors, la projection I+ → S0 induit une
équivalence d’homotopie E ∧ I+ → E.

Exercice 5.1.7. Soient E un spectre et α : X → Y une équivalence d’homotopie
dans T•. Montrer que le morphisme E ∧ α : E ∧X → E ∧ Y est une équivalence
d’homotopie.

Définition 5.1.8. Une classe M de morphismes a la propriété 2 sur 3 si, pour tout
couple f, g de morphismes composables , si deux des morphismes {f, g, g ◦ f}
appartiennent à M, alors tous appartiennent à M.
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Proposition 5.1.9. Les équivalences d’homotopie de la catégorie Sp vérifient la propriété
2 sur 3.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 5.1.10. La catégorie d’homotopie stable, SH , n’est pas la catégorie Sp/ ∼.
Pour construire cette catégorie, plus particulièrement pour calculer HomSH (E,F ),
il faudra :

(1) remplacer E par une «CW-résolution» (par analogie avec T•) ;

(2) remplacer F par une «résolution fibrante» (Cf. l’algèbre homologique clas-
sique : les résolutions injectives correspondent à des résolutions ‘fibran-
tes’. La terminologie provient de la théorie d’algèbre homotopique [Qui67,
Hov99]).

5.2. Le mapping cylindre et la cofibre homotopique. La définition du mapping
cylindre dans Sp est l’analogue de la définition dans T•.

Définition 5.2.1. Soit f : E → F un morphisme de spectres. Le mapping cylindre
Mf est le spectre défini par la somme amalgammée :

E
E∧i1//

f

��

E ∧ I+

��
F // Mf ,

(autrement dit : Mf := (E ∧ I+) ∪E F ).

Exercice 5.2.2. Expliciter les espaces et les morphismes de structure du spectre Mf .

Remarque 5.2.3. Le morphisme E → E ∧ I+ a la propriété que En ↪→ En ∧ I+ est
l’inclusion d’un sous-espace fermé, quelque soit n. Donc la somme amalgammée
existe dans Sp, par la Proposition 4.1.5.

Il existe morphismes de spectres

E
i // Mf

p // F,

j

dd

où le morphisme E → Mf est induit par E ∧ i0 : E → E ∧ I+ et la projection p est
induit par E ∧ I+ � E et le morphisme f .

Proposition 5.2.4. Soit f : E → F un morphisme de spectres. Les morphismes E i→
Mf

j← F ont la propriété suivante : quelque soit n ∈ N, les morphismes

En
i→ (Mf )n

j← Fn

sont des inclusions de sous-espaces fermés.

Démonstration. Exercice. (Remarquer queE∧I+ ∼= (E×I)/(∗×I) et queE×{0, 1}
est un sous-espace fermé de E × I .) �

Proposition 5.2.5. Soit f : E → F un morphisme de spectres. Le morphisme p : Mf →
F est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. La démonstration est formellement la même que celle dans le cadre
des espaces topologiques pointés, T•. �

Exercice 5.2.6. Soit f : E → F un morphisme de Sp. Montrer qu’un morphisme de
spectres Mf → G est équivalent à la donnée de morphismes de spectres :

– g : F → G ; k : E → G ;
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– H : E ∧ I+ → G ;
tel que H est une homotopie entre k et g ◦ f .

Définition 5.2.7. Soit f : E → F un morphisme de spectres. La cofibre homoto-
pique de f est le spectre Cf défini comme la colimite du diagramme 0← E

i→Mf .
(Autrement dit : Cf := Mf ∪E 0, où bien Cf = Mf/E.)

Remarque 5.2.8. La colimite existe puisque chaque in : En ↪→ (Mf )n est l’inclusion
d’un sous-espace fermé, par la Proposition 5.2.4.

Par définition, on dispose d’un diagramme de morphismes de spectres

F

�� !!C
CC

CC
CC

C

E

f
>>}}}}}}}}

i
// Mf

'

OO

// Cf

tel que la composée horizontale est triviale (se factorise à travers 0) et la composée

E
f→ F → Cf est homotope au morphisme trivial.

Exercice 5.2.9. Montrer qu’un morphisme de spectres Cf → Y est équivalent à la
donnée :

– d’un morphisme g : F → Y ;
– d’une homotopie H : E ∧ I+ → Y entre la composée g ◦ f : E → Y et le

morphisme trivial E → 0→ Y .

5.3. Groupes d’homotopie stable. Soit E ∈ ObSp un spectre. Le morphisme de
structure σn : ΣEn → En+1, induit un morphisme en homotopie

π∗(σn) : πs+1(ΣEn)→ πs+1(En+1).

La composition avec le morphisme de suspension, Σ : πs(En)→ πs+1(ΣEn), four-
nit un morphisme

πs(En)→ πs+1(En+1)
qui est un morphisme de groupes abéliens, si s ≥ 2.

Soit k ∈ Z (en particulier on admet k négatif). Choisissons un nombre naturel T
tel que k + T ≥ 2, de telle sorte qu’on ait un système direct de groupes abéliens :

πk+T (ET )→ πk+T+1(ET+1)→ πk+T+2(ET+2)→ . . . .

Définition 5.3.1. Soit k ∈ Z un entier : le foncteur πk : Sp→ Ab est défini par

πk(E) := colimt→∞πk+t(Et).

Exercice 5.3.2. Vérifier que πk est un foncteur à valeurs dans la catégorie Ab des
groupes abéliens.

Proposition 5.3.3. Soit n ∈ N un nombre naturel. Alors

πk(Sn) =
{

0 k < n
Z k = n.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 5.3.4.

(1) Les groupes d’homotopie stable d’un spectre peuvent être non-triviaux en
degrés négatifs. Par exemple π−1(S−1) ∼= Z.

(2) Le calcul des groupes d’homotopie stable π∗(S0) pour ∗ >> 0 est un pro-
blème ouvert extrêmement difficile, qui a motivé une grande partie des
recherches en théorie d’homotopie stable depuis les années 1970.
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Exercice 5.3.5. Soit X ∈ ObT• un CW-complexe pointé. Exprimer πk(Σ∞X) en
termes des groupes d’homotopie (instable) de X (sans colimite).

Exemple 5.3.6.

(1) Soit A ∈ ObAb un groupe abélien. Alors, les groupes d’homotopie stable
du spectre d’Eilenberg-MacLane HA sont les suivants :

π∗(HA) =
{
A ∗ = 0
0 sinon.

(2) Les groupes d‘homotopie stable du spectre de la K-théorie complexe, KU ,
sont 2-périodiques :

π∗(KU) =
{

Z ∗ pair
0 sinon.

(Exercice : effectuer ces calculs.)

La proposition suivante donne une première propriété de stabilité des groupes
d’homotopie stable d’un spectre.

Proposition 5.3.7. Soient E ∈ ObSp un spectre et a, k ∈ Z deux entiers. Alors il existe
un isomorphisme naturel

πk(E[a]) ∼= πk−a(E).

Démonstration. Exercice. �

Définition 5.3.8. Un morphisme de spectres f : E → F est une équivalence d’ho-
motopie stable si πk(f) est un isomorphisme pour tout entier k.

Proposition 5.3.9.

(1) Soient f, g : E → F deux morphismes entre spectres tel que f ∼ g. Alors π∗(f) =
π∗(g).

(2) Une équivalence d’homotopie α : E → F est une équivalence d’homotopie stable.

(3) La classe des équivalences d’homotopie stable vérifie la proprieté 2 sur 3.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 5.3.10. On aimerait pouvoir définir la catégorie d’homotopie stable comme
suite :

Sp/ '
où / ' indique ‘la localisation’ par rapport aux équivalences d’homotopie stable.
(On inverserait formellement les équivalences d’homotopie stable.) Malheureuse-
ment, il n’est pas clair que cette localisation existe.

Le résultat suivant donne un premier exemple non-trivial d’une équivalence
d’homotopie stable qui ne provient pas d’une équivalence d’homotopie.

Lemme 5.3.11. Soient d ∈ Z un entier en E ∈ ObSp un spectre. La transformation
naturelle

τ≥dE → E

est une équivalence d’homotopie stable.

Démonstration. Pour 0 ≤ n ≥ d, la transformation naturelle induit le morphisme
identité :

(τ≥dE)n
=→ En.

Il est donc évident que la transformation naturelle est une équivalence d’homoto-
pie stable. �
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Exemple 5.3.12. Le résultat précédent montre que le morphisme canonique

τ≥1S
1 → S1

est une équivalence d’homotopie stable. Cependant, il n’est pas une équivalence
d’homotopie, car

HomSp(S1, τ≥1S
1) = {∗}

Exercice : démontrer cette affirmation ! (Le morphisme trivial S1 → ∗ → τ≥1S
1

induit le morphisme 0 en groupes d’homotopie stable, tandis que π1(S1) ∼= Z.)

Cet exemple souligne le fait que, si on souhaite utiliser la notion d’homotopie
pour constuire SH , il faudra raffiner la catégorie des spectres qu’on utilise. On le
fait en deux étapes :

(1) On se restreint à la sous-catégorie des CW-spectres et des morphismes cel-
lulaires (à définir).

(2) Au lieu d’utiliser des «résolutions fibrantes», on rajoute des morphismes,
précisément pour éviter la difficulté exhibée en Exemple 5.3.12.

5.4. Équivalences strictes. Il y a une notion plus forte d’équivalence définie par
les groupes d’homotopie instable π∗.

Définition 5.4.1. Un morphisme f : E → F de spectres est une équivalence stricte
si, pour tout n ∈ N, le morphisme fn : En → Fn induit un isomorphisme π∗(fn) :
π∗(En)→ π∗(Fn).

Proposition 5.4.2.

(1) Soit f : E → F une équivalence stricte de la catégorie Sp. Alors f est une
équivalence d’homotopie stable.

(2) Une équivalence d’homotopie est une équivalence stricte.

(3) La classe des équivalences strictes vérifie la propriété (2 sur 3).

Démonstration. Exercice. �

5.5. Le foncteur télescope, Tel rrS.

Théorème 5.5.1. Il existe un foncteur Tel : Sp→ Sp muni d’une transformation natu-
relle q : Tel→ 1Sp, tel que, quelque soit E ∈ ObSp

(1) ΣTel(E)n → Tel(E)n+1 est une cofibration, ∀n ∈ N ;

(2) la transformation naturelle Tel(E)→ E est une équivalence stricte.

Démonstration. On définit Tel(E) par une généralisation du Mapping cylindre :

Tel(E)n :=
(
En ∧ {n, ∗} ∨

∨
−1≤k<n

(Σn−kEk ∧ [k, k + 1]+)
)
/ ∼

où on identifie, pour tout −1 ≤ k < n

(Σn−kEk × {k + 1, ∗}) ∼ (Σn−k−1Ek+1 × {k + 1, ∗})
à l’aide du morphisme de structure ΣEk → Ek+1.

Il existe une application naturelle qn : Tel(E)n → En, induite par les projections
[k, k + 1]+ ∼= I+ → S0. De même, il existe une inclusion naturelle jn : En ↪→
Tel(E)n. Par construction, la composée qn ◦ jn est l’identité de En et on vérifie
facilement que En est un rétracte par déformation forte de En, donc qn est une
équivalence d’homotopie.

Le foncteur suspension Σ commute aux coproduits, donc induit un morphisme
de structure

ΣTel(E)n → Tel(E)n+1.
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On constate que Tel(E)n+1 est homéomorphe à

ΣTel(E)n ∪ΣEn MσEn
.

In en découle que le morphisme de structure ΣTel(E)n → Tel(E)n+1 est une cofi-
bration.

Cette construction est fonctorielle : elle fournit le foncteur Tel : Sp → Sp et la
transformation naturelle q : Tel → 1Sp. Enfin, puisque chaque qn est une équiva-
lence d’homotopie, la transformation naturelle q est une équivalence stricte. �

Remarque 5.5.2. L’espace Tel(E)0 est homéomorphe à E0, donc n’est pas nécessai-
rement bien pointé. (La catégorie des spectres E dont E0 est bien pointé est une
sous-catégorie pleine de Sp.)

Proposition 5.5.3. Il existe un foncteur (−)′ : Sp → Sp muni d’une transformation
naturelle (−)′ → 1Sp tel que, quelque soit E ∈ ObSp :

(1) E′0 est bien pointé et E′n = En pour n > 0 ;
(2) le morphisme E′0 → E0 est une équivalence faible (induit un isomorphisme en π∗)

et E′n → En est l’identité pour n > 0.

Démonstration. Soit E un spectre. On prend pour E′0 la cofibre homotopique (non-
pointée) de ∗ → E0, muni de la projection canonique E′0 → E0. Le morphisme
de structure ΣE′0 → E1 est la composée ΣE′0 → ΣE0 → E1. La vérification des
propriétés ne présentent aucune difficulté. �

5.6. La propriété de Tel rrS.

Notation 5.6.1. Soient E,F deux spectres et {fn : En → Fn|n ∈ N} un ensemble de
morphismes tels que, pour tout n, le diagramme

ΣEn //

'fn

��

En+1

fn+1

��
ΣFn // Fn+1

(1)

est commutatif à homotopie près. On écrit f : E 99K F pour indiquer cette struc-
ture et on dit que f est un pseudo-morphisme de spectres.

Si on se donne les homotopies Hn pour chaque diagramme (1), on écrit

f : E 99K{Hn} F

pour dénoter cette structure.

Définition 5.6.2. SoientE,F deux spectres. On écrit H̃omSp(E,F ) pour l’ensemble
des pseudo-morphismes E 99K{Hn} F (donc on considère les homotopies comme
étant une partie de la structure).

Remarque 5.6.3. Soit E ∈ ObSp un spectre. Par construction, pour tout n ∈ N, il
existe une inclusion naturelle

jn : En → Tel(E)n.

Ces morphismes ne définissent pas un morphisme de spectres mais, pour tout n ∈
N, le diagramme suivant commute à homotopie près :

ΣEn //

Σjn

��
'

En+1

jn+1

��
ΣTel(E)n // Tel(E)n+1

et il existe un choix naturel d’homotopie Hn. On écrit j : E 99KHn Tel(E) pour
dénoter ce ‘pseudo-morphisme’ de spectres ∈ H̃omSp(E,Tel(E)).
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Le foncteur télescope, Tel, a une propriété importante, qui généralise la pro-
priété du mapping cylindre.

Proposition 5.6.4. Soient E,F deux spectres. Alors, il existe une bijection naturelle

HomSp(Tel(E), F ) ∼= H̃omSp(E,F ).

Démonstration. Exercice. �

Soit f : E 99K{Hn} F un pseudo-morphisme. On obtient un diagramme

Tel(E)
f̃ //

q

��

F

E,

où q est une équivalence stricte.

Proposition 5.6.5. Soit f : E 99K{Hn} F un pseudo-morphisme de spectres. Alors l’en-
semble de morphismes {fn : En → Fn} induit un morphisme de groupes abéliens gradués

π∗(f) : π∗(E)→ π∗(F )

qui est indépendent des homotopies {Hn}, tel que :

(1) si f est un morphisme de spectres, π∗(f) coïncide avec le morphisme définit par le
foncteur π∗(−) sur la catégorie des spectres ;

(2) le diagramme suivant commute :

π∗(Tel(E))
π∗(f̃) //

π∗(q) ∼=
��

π∗(F )

π∗(E)
π∗(f)

99rrrrrrrrrr

où π∗(Tel(E)) → π∗(F ) est induit par le morphisme Tel(E) → F de spectres
défini par le pseudo-morphisme et π∗(q) est un isomorphsime.

Démonstration. Exercice. �
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6. LA PROPRIÉTÉ D’EXTENSION D’HOMOTOPIES

6.1. La propriété HEP. Rappelons la définition suivante :

Définition 6.1.1. Un morphisme f : E → F de la catégorie Sp a la propriété HEP
si tout diagramme commutatif de Sp

E
E∧i0//

f

��

E ∧ I+

h

��
F g

// G,

(2)

se complète en un diagramme commutatif

E
E∧i0//

f

��

E ∧ I+

f∧I+
��

h

��4
44

44
44

44
44

44
44

4

F
F∧i0//

g

))SSSSSSSSSSSSSSSSSS F ∧ I+

H

##
G.

Cette propriété est fondamentale lorsqu’on souhaite utiliser la notion d’homo-
topie afin de construire une catégorie homotopique.

Définition 6.1.2. Un spectre E a la propriété HEP si le morphisme 0 → E a la
propriété HEP.

Remarque 6.1.3. Pour ne pas prêter à confusion, on n’utilise pas la terminologie co-
fibration et cofibrant dans la catégorie des spectres. Cette terminologie est utilisée
lorsqu’on introduit une structure de catégorie de modèles [Qui67].

6.2. Spectres ayant la propriété HEP. Rappelons qu’un espace pointé X ∈ ObT•
est cofibrant si et seulement si l’inclusion du point de base ∗ ↪→ X est une cofibra-
tion. Autrement dit, l’espace X est bien pointé. Dans la catégorie des spectres, la
notion est plus riche.

Notation 6.2.1. On écrit A� B pour dénoter une cofibration dans T•.

Proposition 6.2.2. Un spectre E ∈ ObSp a la propriété HEP si les conditions suivantes
sont satisfaites :

– l’espace E0 est bien pointé ;
– pour tout n ∈ N, le morphisme de structure ΣEn� En+1 est une cofibration.

Démonstration. (Indications.) Supposons les deux conditions satisfaites. Il faut mon-
trer que, pour tout morphisme g : E → G de spectres, il existe une extension :

E
E∧i0//

g
##F

FF
FF

FF
FF

E ∧ I+

H

��
G.

La construction de H se fait par récurrence ; l’étape de récurrence consiste en la
construction deHn : En∧I+ → Gn en supposant queH a déjà été construit dans la
catégorie Sp≤n−1 des spectres partiels. Pour démarrer la construction (construire
H0), on utilise l’hypothèse que E0 est bien pointé.
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Pour l’étape de récurrence, on considère le diagramme commutatif :

ΣEn−1��

��

// ΣEn−1 ∧ I+

��

ΣHn−1

&&NNNNNNNNNN

En //

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV En ∧ I+

Hn

&&

ΣGn−1

��
Gn,

où la flècheHn existe puisque ΣEn−1 � En est une cofibration, par hypothèse. �

Remarque 6.2.3.
(1) La proposition montre l’importance de l’hypothèse que les morphismes de

structure ΣEn� En+1 soient des cofibrations.
(2) On peut établir une réciproque faible de cette proposition.

Remarque 6.2.4. Une conséquence de l’hypothèse de la Proposition 6.2.2 est que
chaque espace En est bien pointé.

Rappeler que le foncteur Tel est introduit dans le Théorème 5.5.1 et le foncteur
(−)′ dans la Proposition 5.5.3. Le résultat suivant montre que ces foncteurs per-
mettent de remplacer un spectre quelconque par un spectre ayant la propiété HEP.

Corollaire 6.2.5. Soit E ∈ ObSp. Alors le spectre Tel(E′) a la propriété HEP.

Démonstration. Une conséquence immédiate du Théorème 5.5.1, de la Proposition
6.2.2 et de la Proposition 6.2.2. �

Exercice 6.2.6. Utiliser le fait que, pour tout morphisme f : X → Y de la catégorie
T• il existe une factorisation

X �M → Y

où la première flèche est une cofibration et la deuxième est une équivalence faible
pour montrer directement le fait suivant :

Soit E ∈ ObSp un spectre ; il existe un spectre Ẽ muni d’un morphisme Ẽ → E
tel que

(1) le morphisme est une équivalence stricte ;

(2) Ẽ0 est bien pointé et le morphisme de structure ΣẼn → Ẽn+1 est une cofi-
bration, ∀n ∈ N.

6.3. Morphismes de spectres ayant la propriété HEP rrS.

Hypothèse 6.3.1. Soit E un spectre tel que ΣEn → En+1 est l’inclusion d’un sous-
espace fermé.

Un morphisme de spectres f : E → F induit pour tout nombre naturel n un
diagramme

ΣEn //

��

En+1

��

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
?

ΣFn //

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW ΣFn ∪ΣEn En+1

''
Fn+1,

où le carré est la somme amalgammée. (L’hypothèse sert à assurer que l’espace
ΣFn ∪ΣEn En+1 soit compactement engendré.)

Réciproquement, par récurrence, le morphisme est déterminé par f0 : E0 → F0

et les morphismes ΣFn ∪ΣEn En+1 → Fn+1.
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Proposition 6.3.2. Soit f : E → F un morphisme de spectres, où E vérifié l’hypothèse
6.3.1. Alors f a la propriété HEP si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f0 : E0 � F0 est une cofibration ;

(2) quelque soit n ∈ N, ΣFn ∪ΣEn En+1 � Fn+1 est une cofibration.

Démonstration. Soit
E //

f

��

E ∧ I+

h

��
F g

// G

un diagramme commutatif de morphismes de spectres. Il faut construire un mor-
phisme de spectres H : F → G qui étend l’homotopie de h. Comme dans la dé-
monstration de la Proposition 6.2.2, l’argument se fait par récurrence. Donc, sup-
posons que l’extension a été construit dans la catégorie des spectres partiels Sp≤N ;
il faut passer à la catégorie Sp≤N+1 - c’est à dire qu’il faut construire l’application
HN+1 : FN+1 ∧ I+ → GN+1. Le début de la récurrence N = −1 est facile.

Pour l’étape de récurrence, on suppose qu’on a déjà construit le diagramme
commutatif :

EN //

��

EN ∧ I+

��

��7
77

77
77

77
77

77
77

7

FN //

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT FN ∧ I+

$$J
JJJJJJJJ

GN .

Le morphisme HN : FN ∧ I+ → GN induit un morphisme

Σ(FN ∧ I+)→ ΣGN → GN+1

qui induit un diagramme commutatif :

ΣFN ∪ΣEN EN+1
//

��

��

(ΣFN ∪ΣEN EN+1) ∧ I+

��
FN+1

// GN+1

où le morphisme de structure est une cofibration, par hypothèse.
Par la propriété d’extension d’homotopies, on obtient une extension HN+1 :

FN+1 ∧ I+ → GN+1. On vérfie que cette application fournit l’extension recherchée.
�

Remarque 6.3.3. Les hypothèses entraînent que chaque morphisme fn : En � Fn
est une cofibration.

6.4. Le mapping cylindre et la propriété HEP.

Proposition 6.4.1. Soit f : E → F un morphisme de spectres. Alors le morphisme
i : E →Mf a la propriété HEP.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle dans T•. En particulier, le
spectre Mf ∧ I+ est isomorphe (dans Sp) au spectre (E ∧ (I × I)+)∪E∧I+ (F ∧ I+),
qui admet le spectre

(E ∧ I+) ∪E (E ∧ I+) ∪ F
comme rétracte par déformations. (Exercice : donner les détails de la démonstra-
tion.) �
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Remarque 6.4.2. Cette proposition explique pourquoi la construction de la cofibre
homotopique Cf se comporte bien par rapport à la notion d’homotopie.
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7. LES CW-SPECTRES

7.1. CW-spectres et morphismes cellulaires. Rappelons qu’un CW-complexe X
est muni de sa filtration cellulaire X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . . X et qu’un morphisme f :
X → Y est cellulaire si f(Xk) ⊂ Y k pour tout nombre naturel k. Toute application
continue g : X → Y entre deux CW-complexes est homotope à un morphisme
cellulaire.

Définition 7.1.1. Un CW-spectre est un spectre E ∈ ObSp tel que

(1) chaque En est un CW-complexe pointé ;

(2) Le morphisme de structure σn : ΣEn → En+1 est l’inclusion d’un sous
CW-complexe.

Lemme 7.1.2. Soient E,F deux CW-spectres, X un CW-complexe pointé et a ∈ Z un
entier. Alors, les spectres suivants sont des CW-spectres :

(1) E ∨ F , E
∏
F ;

(2) E ∧X ;

(3) E[a].

Démonstration. Exercice. �

Proposition 7.1.3. Tout CW-spectre a la propriété HEP.

Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition 6.2.2. �

Définition 7.1.4. Un CW-spectre E est fini s’il existe un nombre naturel D tel que
le CW-complexe En ait au plus D cellules, quelque soit n ∈ N.

Exercice 7.1.5. Soit E un CW-spectre fini.

(1) Montrer qu’il existe un nombre naturel N ∈ N tel que E ∼= E≤N (voir
Section 3.10 pour les spectres partiels).

(2) Montrer qu’il existe un nombre naturel M ∈ N et un CW-complexe fini tel
que ΣME (par définition E ∧ SM ) est un sous CW-spectre de Σ∞X .

Définition 7.1.6. Un morphisme f : E → F entre deux CW-spectres est cellulaire
si, pour tout nombre naturel n, fn : En → Fn est un morphisme cellulaire.

Lemme 7.1.7. Soient X,Y deux CW-complexes pointés et f : X → Y un morphisme
pointé cellulaire et E un CW-spectre. Alors

(1) Σ∞X,Σ∞Y sont des CW-spectres ;

(2) Σ∞X est un CW-spectre fini si X est un CW-complexe fini ;

(3) le morphisme Σ∞f : Σ∞X → Σ∞Y est un morphisme cellulaire ;

(4) le morphisme E ∧ f : E ∧X → E ∧ Y est un morphisme cellulaire.

Démonstration. Exercice. �

Exemple 7.1.8. Soit E un CW-spectre. Alors, tous les morphismes associés au cy-
lindre :

E ⇒ E ∧ I+ → E

sont des morphismes cellulaires.

Rappelons le foncteur Tel : Sp→ Sp construit dans Théorème 5.5.1.

Proposition 7.1.9. Soit E un spectre tel que
– chaque En est un CW-complexe pointé ;
– chaque morphisme de structure σn : ΣEn → En+1 est cellulaire.

Alors, le spectre Tel(E) est un CW-spectre.
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Démonstration. On vérifie par récurrence que chaque Tel(E)n est un CW-complexe
et que le morphisme de structure ΣTel(E)n → Tel(E)n+1 est l’inclusion d’un sous-
complexe (essentiellement par construction). �

Proposition 7.1.10. Les CW-spectres et les morphismes cellulaires entre CW-spectres
forment une sous-catégorie

SpCW ⊂ Sp

de la catégorie des spectres.

Démonstration. Évident. �

Remarque 7.1.11. Pour quelques auteurs (par exemple [Swi02]) «la» catégorie SpCW

est la catégorie des spectres.

Notation 7.1.12. Soit T•
CW la sous-catégorie de T• des CW-complexes pointés et

des morphismes cellulaires.

Les lemmes 7.1.2 et 7.1.7 entraînent le résultat suivant.

Proposition 7.1.13. Les foncteurs ∨,
∏
,∧, [a] induisent des foncteurs :

– ∨,
∏

: SpCW ×SpCW → SpCW ;
– ∧ : SpCW ×T•

CW → SpCW ;
– [a] : SpCW → SpCW.

Démonstration. Évidente. �

7.2. Déformation aux morphismes cellulaires. Rappeler qu’un morphisme f :
X → Y entre deux CW-complexe pointés est homotope à un morphisme cellulaire.

Théorème 7.2.1. Soient E,F deux CW-spectres.
(1) Soit f : E → F un morphisme de spectres (pas nécessairement cellulaire). Alors

f est homotope à un morphisme cellulaire f cell : E → F .
(2) Soient f1, f2 : E ⇒ F deux morphismes cellulaires qui sont homotopes. Alors, il

existe une homotopie cellulaire entre f1 et f2.

Démonstration. La démonstration du deuxième point est une généralisation de celle
du premier (on a besoin d’une version relative d’homotopie).

Le premier point se démontre par une récurrence utilisant les spectres partiels.
La première étape est conséquence du résultat pour les CW-complexes pointés.
L’étape de récurrence utilise le fait que ΣEn → En+1 est l’inclusion d’un sous CW-
complexe, donc a la propriété HEP. �

Remarque 7.2.2. Le théorème est fondamental : lorsqu’on travaille à homotopie
près, on pourrait se restreindre à la sous-catégorie SpCW. Toutefois, cette restric-
tion n’est pas nécessaire.

7.3. Sous CW-spectres.

Définition 7.3.1. Soit E un CW-spectre. Un sous CW-spectre de E est un CW-
spectre F muni d’un morphisme j : F ↪→ E tel que chaque jn : Fn → En est
l’inclusion d’un sous CW-complexe pointé, quelque soit n ∈ N.

Remarque 7.3.2. L’inclusion d’un sous CW-spectre F ↪→ E est un morphisme cellu-
laire, donc un morphisme de SpCW.

Lemme 7.3.3. Soient Ei ⊂ E, i ∈ {1, 2} deux sous CW-spectres. Alors les spectres
E1 ∩ E2 et E1 ∪ E2 sont des sous CW-spectres de E.

Démonstration. (Exercice : noter que, par définition, E1 ∩ E2 est la limite du dia-
gramme d’inclusions E1 ↪→ E ←↩ E2 et E1 ∪ E2 est la somme amalgammée de
E1 ← E1 ∩ E2 → E2.) �
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Lemme 7.3.4. Soient E un CW-spectre et Y ⊂ X l’inclusion d’un sous CW-complexe
pointé. Alors E ∧ Y ⊂ E ∧X est un sous CW-spectre.

Démonstration. Exercice. �

Exemple 7.3.5. Soit E un CW-spectre. Les inclusions i0, i1 : S0 ⇒ I+ induisent
deux sous CW-spectres E0, E1 ⊂ E ∧ I+, tels que E0 ∩ E1 = 0 et E0 ∪ E1

∼=
E0 ∨ E1 ⊂ E ∧ I+ est un sous CW-spectre.

Proposition 7.3.6. Soit j : F ↪→ E l’inclusion d’un sous CW-spectre. Alors j a la
propriété HEP.

Démonstration. Exercice. �

Définition 7.3.7. Un sous CW-spectre F ⊂ E est fermé si, quelque soit K ⊂ En
sous CW-complexe pointé fini tel que ∃m ∈ N tel que ΣmK ⊂ Fm+n ⊂ Em+n, alors
K ⊂ Fn.

Exercice 7.3.8. Montrer qu’un sous CW-spectre F ⊂ E est fermé si et seulement si
E/F est un CW-spectre.

Proposition 7.3.9. Soit i : F ⊂ E l’inclusion d’un sous CW-spectre fermé. Alors
(1) la cofibre E/F := 0∪F E est un CW-spectre et le morphisme quotient E → E/F

est un morphisme cellulaire ;
(2) la cofibre homotopique Ci est un CW-spectre, et le morphisme induit Ci → E/F

est cellulaire ;
(3) le morphisme Ci → E/F est une équivalence d’homotopie stricte.

Démonstration. Exercice. �

Dans le cas d’un système direct de CW-spectres, où chaque morphisme est l’in-
clusion d’un sous CW-spectre, la colimite est facile à décrire.

Proposition 7.3.10. Soient {E(n)|n ∈ N} un ensemble de CW-spectres muni d’inclusion
de sous-spectres E(n) ↪→ E(n + 1), ∀n ∈ N. Alors le spectre colimn→∞E(n) existe et
(colimE(n))t =

⋃
nE(n)t, avec les morphismes de structure induits.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier de la Proposition 4.1.5. �

7.4. Filtration cellulairerrS. Il existe une notion évidente de filtration cellulaire
d’un CW-spectre.

Définition 7.4.1. Soit E un CW-spectre. La filtration cellulaire de E est la filtration
par les sous CW-spectres

0 ⊂ . . . E−2 ⊂ E−1 ⊂ E0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ . . . E,
où, pour d ∈ Z, (Ed)n := (En)d+n, muni des morphismes de structure induits par
restriction.

Lemme 7.4.2. Soit E un CW-spectre, alors
–
⋂
d∈Z E

d = 0 ;
–
⋃
d∈Z E

d = E.

Démonstration. Exercice. �

Proposition 7.4.3. Soit j : F ↪→ E l’inclusion d’un sous CW-spectre. Alors, pour tout
entier n, l’inclusion j se restreint à une inclusion jn : Fn ↪→ En tel que le diagramme
suivant commute :

Fn
� � jn //

� _

��

En� _

��
Fn+1 � �

jn+1
// En+1.
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Démonstration. Évident. �

Proposition 7.4.4. La filtration cellulaire d’un CW-spectre fini, X , est de longueur finie :
il existe entiers d1 ≤ d2 tel que Xd1 = 0 et Xd2 = X .

Exercice 7.4.5. Soit E un CW-spectre tel que E 6∼= 0. Montrer que E possède un
nombre infini de sous CW-spectres.

Les CW-spectres se construisent par l’attachement de cellules.

Proposition 7.4.6. Soient E un CW-spectre et n un entier. Alors il existe un ensemble
I d’indexation et un ensemble de nombres naturels {di ∈ N|i ∈ I } tel que En+1 est la
cofibre homotopique d’un morphisme cellulaire∨

i∈I

(τ≥diS
n)→ En.

L’ensemble I est l’ensemble des n+ 1-cellules stables du spectre E.

Démonstration. (Indications). L’argument est par récurrence sur d, ou d est le nombre
de troncature. On montre qu’il existe ensembles d’indexation Id, d ∈ N, tels que
I = qd∈N et l’ensemble Id indexe les morphismes d’attachement de cellules
stables : ∨

j∈Id

fj :
∨
j∈Id

(τ≥dSn)→ En.

Pour construire Id et les morphismes d’attachement, on considère les inclusions
de sous-complexes :

ΣEnd−1
� � //

� _

��

End� _

��
ΣEn+1

d−1
� � // En+1

d .

Donc, par construction, End ∪ E
n+1
d−1 est un sous complexe de En+1

d et que En+1
d

est obtenu à partir de End ∪ E
n+1
d−1 par le rattachement de d + n + 1 cellules via

des morphismes f ′j : Sn+d → End ⊂ End ∪ E
n+1
d−1 , indexé par un ensemble Id.

Pour compléter l’étape de récurrence, on observe que le morphisme f ′j induit un
morphisme de spectres fj : τ≥dSn → En.

Il reste à démontrer que En+1 est isomorphe (dans la catégorie des spectres)
à la cofibre homotopique du morphisme

∨
i∈I fi. Ceci est une conséquence de la

construction. (Exercice.) �

7.5. CW-spectres et spectres partiels rrS. Rappeler que l’adjonction entre la ca-
tégorie des spectres partiels Sp≤N est Sp induit un foncteur (−)≤N : Sp → Sp,
muni d’une transformation naturelle (−)≤N → 1Sp (Cf. Définition 3.10.4.)

Proposition 7.5.1. Soit E un CW-spectre. Soient m ≤ n deux nombres naturels. Alors

(1) E≤m ⊂ E≤n ⊂ E sont des sous CW-spectres ;

(2) (E≤m)k = 0, pour tout entier k < −m.

Démonstration. Le premier point est évident (Cf. Lemma 3.10.5).
Par construction, l’espace (E≤m)t est un CW-complexe qui n’a pas de cellules

de dimensions < t − m, donc
(
(E≤m)t

)t−m−1 = ∗. Le deuxième point est alors
conséquence de la définition de la filtration cellulaire. �

L’énoncé suivant montre qu’on peut construire un CW-spectre à partir du dia-
gramme des spectres E≤N .
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Proposition 7.5.2. Soit E ∈ ObSpCW un CW-spectre, alors les transformations natu-
relles E≤N → E induisent un isomorphisme dans Sp :

colimN→∞E≤N
∼=→ E.

Démonstration. (Exercice : on note que la colimite est un cas particulier de la construc-
tion de Proposition 7.3.10.) �

Remarque 7.5.3.

(1) La Proposition 7.5.1 fournit la base pour les arguments de récurrence pour
les spectres.

(2) Le deuxième point de la Proposition 7.5.1 permet de démarrer des argu-
ments de récurrence pour les spectres E≤m utilisant la filtration cellulaire.

7.6. CW-spectres, le mapping cylindre et la cofibre homotopique rrS.

Lemme 7.6.1. Soit f : E → F un morphisme cellulaire entre CW-spectres (autrement
dit, un morphisme de SpCW). Alors, le mapping cylindre Mf est un CW-spectre et les
inclusions

E ↪→Mf ←↩ F
sont des inclusions de sous CW-spectres.

Démonstration. Exercice. (L’ingrédient essentiel est le résultat analogue pour les
CW-complexes : soit f : X → Y un morphisme cellulaire entre CW-complexes
pointés, alors le mapping cylindre de f a la structre d’un CW-complexe fini.) �

Proposition 7.6.2. Soit f : E → F un morphisme de SpCW, alors

(1) la cofibre homotopique Cf est un CW-spectre ;

(2) le morphisme quotient Mf → Cf est un morphisme cellulaire ;

(3) F → Cf est l’inclusion d’un sous CW-spectre ;

(4) le spectre Cf/F est un CW-spectre, qui est canoniquement isomorphe dans SpCW

au spectre E ∧ S1.

Démonstration. E ↪→Mf est l’inclusion d’un sous CW-spectre, donc Cf est un CW-
spectre par la Proposition 7.3.9. Les autres affirmations sont évidentes (Cf. la Pro-
position 5.2.4). �

7.7. CW-remplacement. Rappeler qu’un morphisme pointé f : X → Y de T• est
une équivalence faible si πt(f) est une bijection, ∀t ∈ N.

On utilise le théorème suivant pour les CW-complexes pointés.

Théorème 7.7.1. Soit g : A→ Y un morphisme de T•, oùA est un CW-complexe pointé.
Alors, il existe un CW complexe pointé Γg, une équivalence faible γg : Γg → Y qui figure
dans un triangle commutatif :

A
� � j //

g
��@

@@
@@

@@
@ Γg

γg

��
Y,

où j est l’inclusion d’un sous-complexe.

Corollaire 7.7.2. Soit X ∈ ObT• un espace topologique pointé. Alors il existe un CW-
complexe pointé ΓX et un morphisme pointé γX : ΓX → X qui est une équivalence
faible.

Ces résultats entraînent directement l’existence d’un remplacement CW d’un
spectre quelconque.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/



Théorie d’homotopie stable - Part 1, Section 7.7 38

Théorème 7.7.3. Soit E ∈ ObSp un spectre. Alors, il existe un CW-spectre ECW et une
équivalence stricte γ : ECW → E de spectres.

Démonstration. On construit ECW par récurrence sur les espaces des spectres. Par
récurrence sur N on construit les CW-complexes ECW

k et les morphismes γk :
ECW
k → Ek tels que {ECW, γk : ECW

k → Ek|k ≤ N} définissent un morphisme
de spectres partiels et γk est une équivalence faible pour k ≤ N .

Pour démarrer la récurrence, on utilise le Corollaire 7.7.2 et on pose ECW
0 :=

ΓE0, muni d’une équivalence faible ΓE0
'→ E0 dans T•.

Pour l’étape de récurrence, supposer construit ECW
k , k ≤ N , muni de mor-

phismes γk : ECW
k → Ek. En particulier, on dispose du morphisme ECW

N → EN .
Par le Théorème 7.7.1, il existe un diagramme commutatif

ΣECW
N

� � jN //

��

ECW
N+1

γN+1

��
ΣEN

σEN

// EN+1,

où jN est l’inclusion d’un sous-complexe et γN+1 est une équivalence faible.X �

Il existe une version rélative de ce théorème.

Théorème 7.7.4. Soient f : E → F un morphisme de spectres, tel que E ∈ ObSpCW.
Alors, il existe une factorisation

E // //

f   B
BB

BB
BB

B ΓCW
f

γ

��
F,

tel que

(1) ΓCW
f est un CW-spectre et E � ΓCW

f est l’inclusion d’un sous CW-spectre ;

(2) γ : ΓCW
f → F est une équivalence stricte.

En particulier, E � ΓCW
f a la propriété HEP.

Démonstration. La démonstration généralise celle du Théorème 7.7.3. Pour démar-
rer la récurrence, on choisit une factorisation

E0
� � //

##F
FFFFFFFF (ΓCW

f )0

'
��

F0.

Pour l’étape de récurrence, on utilise le diagramme commutatif :

ΣEn
� � /

_�

��

En+1� _

��

��

Σ(ΓCW
f )n

� � //

((QQQQQQQQQQQQQQ
En+1 ∪ΣEn Σ(ΓCW

f )n

δn+1 ((PPPPPPPPPPPP

ΣFn // Fn+1,

où les morphismes ↪→ sont des inclusions de sous-complexes.
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On définit fCW
n+1 par la factorisation

En+1 ∪ΣEn f
CW
n

� � //

))SSSSSSSSSSSSSSSS
(ΓCW
f )n+1 := Γδn+1

'
��

Fn+1.

Ceci termine l’étape de récurrence.
La vérification des propriétés de cette construction est élémentaire. �

Remarque 7.7.5.

(1) Le morphisme γ : ΓCW
f → F est une équivalence stricte, en particulier il

est une équivalence d’homotopie stable.

(2) La construction de ΓX → X du Corollaire 7.7.2 n’est pas a priori fonctoriel.
Donc le théorème 7.7.4 n’affirme pas que le CW-remplacement d’un spectre
est fonctoriel.
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8. LA CONSTRUCTION DE SH

8.1. Rappels sur la catégorie H•. Par définition, H• est la catégorie d’homotopie
des espaces topologiques pointés : intuitivement, on la considère comme étant la
catégorie T•/ ', des espaces topologiques pointés localisée par rapport aux équi-
valences faibles. L’existence de cette catégorie a priori n’est pas évident. En utilisant
l’existence de CW-remplacements pour les espaces pointés et le théorème de Whi-
tehead, on a le modèle suivant explicite pour la catégorie H• :

objets les CW-complexes pointés ;
morphismes les classes d’homotopie pointée des applications continues poin-

tées.

Remarque 8.1.1. Tout morphisme entre CW-complexes pointés est homotope à un
morphisme cellulaire, donc on pourrait également utiliser le modèle T•

CW/ ∼,
la catégorie homotopique de la catégorie des CW-complexes pointés et des mor-
phismes cellulaires.

8.2. Sous CW-spectres cofinaux.

Définition 8.2.1. Soit E un CW-spectre. Un sous CW-spectre F ⊂ E de E est co-
final si, pour tout sous CW-complexe fini X ⊂ En (n ∈ N), il existe k ∈ N tel que
ΣkX ⊂ En+k est contenu dans Fn+k ⊂ En+k.

Exemple 8.2.2. Soient E un CW-spectre et d ∈ N. Alors τ≥dE ⊂ E est un sous
CW-spectre cofinal.

Lemme 8.2.3. Soient E,F deux CW-spectres.

(1) Soient E′′ ⊂ E′ ⊂ E deux sous CW-spectres ; alors E′′ est cofinal dans E si et
seulement si (E′′ est cofinal dans E′ et E′ est cofinal dans E).

(2) Soient W un CW-complexe pointé et E′ ⊂ E un sous CW-spectre cofinal. Alors
E′ ∧W est un sous CW-spectre cofinal de E ∧W .

(3) Soient E′, E′′ deux sous CW-spectres cofinaux de E ; alors les sous CW-spectres
E′ ∩ E′′ et E′ ∪ E′′ de E sont cofinaux.

(4) Soient f : E → F un morphisme et F ′ ⊂ F un sous CW-spectre cofinal. Alors, il
existe un sous CW-spectre cofinal E′ ⊂ E tel que f se restreint à un morphisme
f ′ : E′ → F ′ ; si f est cellulaire, alors f ′ est cellulaire.

Démonstration. Les premièrs énoncés du lemme sont évidents.
Pour le dernier point, pour n ∈ N, soit E′n le plus grand sous CW-complexe

de En tel que fn(E′n) ⊂ F ′n. Alors, les CW-complexes E′n définissent un sous CW-
spectre E′ ⊂ E.

Soit X ⊂ Ek un sous CW-complexe fini, alors fk(X) est contenu dans un sous
CW-complexe fini Y ⊂ Fk. Puisque F ′ est cofinal dans F , il existe un nombre
naturel d tel que ΣdY ⊂ F ′k+d. En particulier, fk+d(ΣdX) est contenu dans ΣdY ⊂
F ′k+d, donc E′k+d ⊂ ΣdY . �

Lemme 8.2.4. Soient E un CW-spectre etW un CW-complexe pointé fini. Alors, quelque
soit F ⊂ E ∧W , un CW-spectre cofinal, il existe un sous CW-spectre cofinal E′ ⊂ E tel
que E′ ∧W ⊂ F .

Démonstration. Soit E′n ⊂ En le plus grand sous CW-complexe tel que E′n ∧W ⊂
Fn. Il est évident que ces espaces définissent un sous CW-spectre E′ ⊂ E. Il faut
montrer que E′ est cofinal dans E.

Soit Z ⊂ En un sous CW-complexe fini. Alors Z ∧W ⊂ En ∧W est un sous
complexe fini, donc il existe d ∈ N tel que ΣdZ ∧W ⊂ Fn+d. Alors, ΣdZ ⊂ E′n+d,
donc E′ est cofinal. �
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Lemme 8.2.5. Soient W un CW-complexe pointé fini et F ⊂ Σ∞W un sous CW-spectre
cofinal. Alors, il existe un nombre naturel d tel que τ≥dΣ∞W ⊂ F .

Démonstration. Prendre X = W = (Σ∞W )0. Alors, il existe un nombre naturel
d ∈ N tel que ΣdX ⊂ Fd, puisque F est cofinal dans Σ∞W . On en déduit que
τ≥d(Σ∞W ) ⊂ F . �

Lemme 8.2.6. Soient F ⊂ E deux CW-spectres tels que F n’est pas cofinal dansE. Alors,
il existe un morphisme cellulaire de spectres de la forme

f : τ≥dSn → F,

d ∈ N et n ∈ Z, tel que le spectre G := Cf est un sous CW-spectre : F ⊂ G ⊂ E.

Démonstration. Par l’hypothèse que F n’est pas un sous-spectre cofinal, il existe un
sous CW-complexe fini W ⊂ Wk, k ∈ N, tel que ΣtW 6⊂ Fk+t, quelque soit t ∈ N.
On peut choisir W un complexe minimal parmi de tels complexes. On peut écrire
W = W ′∪Snen+1, pour un sous-complexe propreW ′, et morphisme d’attachement
(cellulaire) α : Sn → W ′. Donc, par minimalité de W , il existe un nombre naturel
t tel que ΣtW ′ ⊂ Fl+t. Alors le morphisme Σtα induit un morphisme Sn+t →
ΣtW ′ → Fl+t. Par adjonction, ceci induit f : τ≥l+tSn+t → F . Soit G le spectre Cf ,
alors, par construction, F ⊂ G ⊂ E. �

8.3. Hyperhom.

Définition 8.3.1. Soient E un CW-spectre et F un spectre. On définit :

Hom(E,F ) := colimE′⊂EHom(E′, F ),

où la colimite (filtrante) est indexée par les sous CW-spectres cellulaires de E.

Remarque 8.3.2. Un élément [f ] de Hom(E,F ) est représenté par un morphisme de
spectres f : E′ → F , où E′ ⊂ E est un sous-spectre cofinal. Deux tels morphismes
f : E′ → F , g : E′′ → F représentent le même élément s’il existe E′′′ ⊂ E′ ∩ E′′
cofinal dans E tel que f |E′′′ = g|E′′′ .

Lemme 8.3.3. Soient E un CW-spectre et β : F1 → F2 un morphisme de spectres, alors
β induit :

β∗ : Hom(E,F1)→ Hom(E,F2),
par β∗[f : E′ → F1] := [β ◦ f : E′ → F2].

Démonstration. Le morphisme β induit un morphisme entre les diagrammes

Hom(E′, F1)→ Hom(E′, F2)

qui passe à la colimite. �

Lemme 8.3.4. Soient α : E1 → E2 un morphisme cellulaire entre CW-spectres, et F un
spectre. Alors α induit une application naturelle (par rapport à F ) :

α∗ : Hom(E2, F )→ Hom(E1, F ).

Démonstration. Soit [f : E′2 → F ] un élément de Hom(E2, F ). Par le Lemme 8.2.3,
il existe un sous CW-spectre cofinal E′1 ⊂ E1 tel que α se restreint à un morphisme
α′ : E′1 → E′2. On définit α∗[f ] = [f ◦ α : E′1 → F ]. On vérifie que α∗[f ] est bien
défini - ne dépend ni du choix de E′2 ni du choix de E′1. �

En particulier, les deux inclusions i0, i1 : E ⇒ E ∧ I+ induisent

Hom(E ∧ I+, F )⇒ Hom(E,F ).

Définition 8.3.5. Deux éléments f, g de Hom(E,F ) sont homotopes (on écrit f ∼ g)
s’il existe H ∈ Hom(E ∧ I+, F ) tel que i∗0H = f et i∗1H = g. (H est une homotopie
de f à g.)
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Remarque 8.3.6. SoientE un CW-spectre etX ⊂ E∧I+ un sous CW-spectre cofinal.
Alors, il existe un sous CW-spectre cofinal E′ ⊂ E tel que E′ ∧ I+ ⊂ X , par le
Lemme 8.2.4. Donc on peut toujours représenter un élément de Hom(E ∧ I+, F )
par une homotopie E′ ∧ I+ → F , pour E′ ⊂ E cofinal.

Soient f, g deux éléments de Hom(E,F ), représentés par des morphismes de
spectres f : Ef → F (resp. g : Eg → F ) où Ef , Eg ⊂ E sont des sous CW-spectres
cofinaux. Les éléments f, g sont homotopes s’il existe un sous CW-spectre cofinal
E′ ⊂ Ef ∩ Eg et une homotopie H : E′ ∧ I+ → F entre f |E′ et g|E′ .

Proposition 8.3.7. SoientE un CW-spectre etF un spectre. La relation∼ sur Hom(E,F )
est une relation d’équivalence.

Démonstration. Exercice. (Utiliser le Lemme 8.2.3.) �

8.4. La catégorie SpCW. En utilisant Hom, on peut définir une nouvelle catégorie.

Définition 8.4.1. Soit SpCW la catégorie :
objets les CW-spectres ;
morphismes HomSpCW(E,F ) := Hom(E,F ).

Exercice 8.4.2. Vérifier que SpCW est une catégorie.

Remarque 8.4.3. On n’exige pas qu’un morphisme de SpCW soit représenté par un
morphisme cellulaire.

Le résultat suivant est formel et explique l’intérêt de la catégorie SpCW, (Cf.
Exemple 5.3.12).

Lemme 8.4.4. Soient E un CW-spectre et E′ ⊂ E un sous CW-spectre cofinal. Alors le
morphisme E′ ↪→ E induit un isomorphisme dans SpCW.

En particulier, pour tout nombre naturel d, le morphisme τ≥dE → E induit un isomor-
phisme dans SpCW.

Proposition 8.4.5. Le foncteur SpCW → SpCW induit par la transformation naturelle
Hom(E,F )→ Hom(E,F ) est l’inclusion d’une sous-catégorie.

Démonstration. On vérifie que la transformation naturelle Hom(E,F )→ Hom(E,F )
qui envoie un morphisme f à la classe [f ] induit un foncteur SpCW → SpCW. Les
deux catégories ont les mêmes objets, donc il reste à vérifier que le foncteur est
fidèle. (Exercice.) �

La définition 8.3.5 fournit une notion de homotopie ∼ dans SpCW, donc on dis-
pose d’une notion d’équivalence d’homotopie dans la catégorie SpCW :

Définition 8.4.6. Un morphisme f : E → F de SpCW est une équivalence d’homo-
topie s’il existe un morphisme g : F → E de SpCW tel que g ◦ f ∼ 1E et f ◦ g ∼ 1F
dans SpCW.

La plupart des foncteurs habituels définis sur SpCW passent à la catégorie SpCW.
En particulier, on obtient :

(1) ∨ : SpCW × SpCW → SpCW, (E,F ) 7→ E ∨ F ;

(2)
∏

: SpCW × SpCW → SpCW, (E,F ) 7→ E
∏
F ;

(3) ∧ : SpCW ×T•
CW → SpCW, (E,X) 7→ E ∧X ;

(4) [a] : SpCW → SpCW, E 7→ E[a].

Proposition 8.4.7. Soit a ∈ Z un entier. Le foncteur [a] : SpCW → SpCW est une
équivalence de catégories, d’inverse [−a] : SpCW → SpCW.
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Démonstration. Pour démontrer que [a], [−a] soient des équivalences de catégories,
inverses l’un à l’autre, on peut supposer que a ≥ 0. Alors, par le Lemme 3.7.3, on a
[a]◦ [−a] = 1Sp, donc on déduit [a]◦ [−a] = 1Sp

CW, au niveau de la catégorie SpCW.
Par la Proposition 3.8.4, il y a une transformation naturelle [−a] ◦ [a] → 1Sp,

qui coïncide avec la transformation naturelle τ≥a → 1Sp. Ce morphisme naturel
devient un isomorphisme naturel dans SpCW, par le Lemme 8.4.4. X �

8.5. La catégorie stable, SH .

Définition 8.5.1. Soient E un CW-spectre et F un spectre. On définit :

[E,F ] := Hom(E,F )/ ∼ .

Lemme 8.5.2. Soient E1, E2 deux CW-spectres et F un spectre. Alors la composition de
morphismes de spectres induit une loi de composition

[E1, E2]× [E2, F ]→ [E1, F ].

Démonstration. Conséquence du Lemme 8.3.4. �

Définition 8.5.3. Soit SH la catégorie :
Objets les CW-spectres ;
Morphismes HomSH (E1, E2) := [E1, E2].

Exercice 8.5.4. Vérifier que SH est une catégorie.

Proposition 8.5.5. Il existe un foncteur SpCW → SH de passage aux classes d’homoto-
pie et donc un foncteur

SpCW → SH .

Démonstration. Par construction. �

Remarque 8.5.6. On aimerait pouvoir définir un foncteur Sp → SH ; la construc-
tion du CW-remplacement d’un spectre n’est pas un foncteur Sp → SpCW, donc
il faut procéder avec caution. Le théorème de Whitehead pour les CW-spectres
permet d’éviter certains problèmes.

8.6. Les foncteurs Σ∞, Σ, [1] et ∧. Rappelons que le foncteur Σ∞ : T• → Sp en-
voie les CW-complexes à des CW-spectres (voir le lemme 7.1.7). On obtient donc :

Proposition 8.6.1. Le foncteur Σ∞ : T• → Sp induit un foncteur Σ∞ : T•
CW →

SpCW, qui passe aux catégories homotopiques :

Σ∞ : H• → SH .

Démonstration. �

On a aussi le résultat suivant :

Proposition 8.6.2. Le foncteur − ∧ S1 : Sp→ Sp induit un foncteur

Σ : SH → SH .

En plus, le diagramme

H•
Σ //

Σ∞

��

H•

Σ∞

��
SH

Σ
// SH

commute (à équivalence naturelle près).

Plus généralement, on a le résultat suivant.
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Proposition 8.6.3. Le foncteur ∧ : Sp×T• → Sp induit un foncteur

∧ : SH ×H• → SH .

Le diagramme

H• ×H•
∧ //

Σ∞×1

��

H•

Σ∞

��
SH ×H• ∧

// SH

commute (à équivalence naturelle près).

Démonstration. Exercice. �

Il nous faut toujours démontrer que :
– le foncteur Σ est une équivalence de catégories ;
– la catégorie SH est additive.
Une première étape est la suivante, qui concerne les foncteurs de décalage in-

troduits en Définition 3.7.1.

Proposition 8.6.4. Soit a ∈ Z. Alors le foncteurs [a] : Sp→ Sp induit un foncteur

[a] : SH → SH

qui est une équivalence de catégories, dont l’inverse est [−a].

Démonstration. Le foncteur [a] induit un foncteur [a] : SpCW → SpCW et donc
induit un foncteur SH → SH est évident. Proposition 8.4.7 entraîne que [a] :
SpCW → SpCW est une équivalence de catégories, d’inverse [−a], donc induit une
équivalence de catégories au niveau de SH . �

8.7. Premiers calculs. Soit W un CW-complexe pointé fini. Le lemme 8.2.5 en-
traîne que, pour calculer [Σ∞W,F ], il suffit d’utiliser le système inverse des spectres
cofinaux τ≥dΣ∞W .

Remarque 8.7.1. Soit d ∈ N un nombre naturel. Il existe un isomorphisme naturel,
pour W ∈ ObT•

CW :
τ≥dΣ∞W ∼= Fd(ΣdW ),

(voir la définition 3.6.1).

Lemme 8.7.2. Soient W un CW-complexe pointé fini, F un spectre et d un nombre natu-
rel. Alors

(1) HomSp(τ≥dΣ∞W,F ) ∼= HomT•(Σ
dW,Fd) ;

(2) HomSp(τ≥dΣ∞W,F )/ ∼ ∼= [ΣdW,Fd]H• .

Démonstration. Exercice. �

Remarque 8.7.3. On écrit [−,−]H• ici pour éviter toute confusion éventuelle : ce
sont les classes d’homotopie dans T•.

Proposition 8.7.4. Soient W un CW-complexe pointé fini et F un spectre. Alors

[Σ∞W,F ] ∼= colimd→∞[ΣdW,Fd]H• .

Démonstration. Une conséquence du Lemme 8.7.2. (Exercice.) �

Corollaire 8.7.5. Soient F un spectre et n un entier. Alors

[Sn, F ] ∼= πn(F ),

donc les groupes d’homotopie stable de F se calcule dans SH à l’aide de [−,−].

On peut donc donner la définition suivante, qui est compatible avec la Défini-
tion 5.3.8.
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Définition 8.7.6. Un morphisme f : E → F de SpCW est une équivalence d’homo-
topie stable si, pour tout entier n ∈ Z, le morphisme f induit un isomorphisme

HomSH (Sn, E)
∼=→ HomSH (Sn, F ).

On peut étendre le résultat du Lemme 8.7.2.

Lemme 8.7.7. Soient W
i
↪→ V une inclusion de CW-complexes pointés finis, f : E → F

un morphisme de spectres et [φ] ∈ Hom(Σ∞W,E), [ψ] ∈ Hom(Σ∞V, F ) deux éléments,
tels que f∗[φ], i∗[ψ] ∈ Hom(Σ∞W,F ) sont homotopes par une homotopieH ∈ Hom(W∧
I+, F ).

Alors, il existe d ∈ N et morphismes de spectres φ : τ≥dΣ∞W → E, ψ : τ≥dΣ∞V →
F , qui représentent [φ], [ψ] respectivement et une homotopie H : τ≥dΣ∞W ∧ I+ → F qui
représentent H tel que le diagramme suivant commute :

τ≥dΣ∞W //

��

τ≥dΣ∞W ∧ I+

��

τ≥dΣ∞Woo

φ

��
τ≥dΣ∞V

ψ
// F E.

f
oo

Ce diagramme est adjoint du diagramme dans T• :

ΣdW //

��

ΣdW ∧ I+

��

ΣdWoo

��
ΣdV

ψd

// Fd Ed.
fd

oo

Démonstration. Exercice. �

Remarque 8.7.8. L’énoncé peut être compris de la manière suivante. Les données
’correspondent’ à un diagramme

Σ∞W
[φ] ///o/o/o

'HΣ∞i

��

E

f

��
Σ∞V

[ψ]
///o/o/o F,

où ///o/o/o indique un élément de Hom(−,−), commutatif à homotopie près.
Ce diagramme est induit par un diagramme de T•, commutatif à homotopie

près
ΣdW

'Hd

//

Σdi

��

Ed

fd

��
ΣdV // Fd,

pour d� 0.
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Deuxième partie 2. Propriétés de la catégorie SH

9. LA PROPRIÉTÉ HELP ET LE THÉORÈME DE WHITEHEAD

9.1. Groupes d’homotopie rélatifs.

Définition 9.1.1. Soit g : X → Y un morphisme de la catégorie T•. Les groupes
(ensembles pour ∗ ≤ 1) d’homotopie rélatifs π∗(X

g→ Y ) sont les groupes d’homo-
topie rélatifs π∗(Mg, X, ∗).

Cette notion se généralise à la catégorie des spectres.

Lemme 9.1.2. Soit g : X → Y un morphisme de la catégorie T•. La suspension Σ induit
une application

π∗(X
g→ Y )→ π∗+1(ΣX

Σg→ ΣY )
qui est un morphisme de groupes pour ∗ ≥ 2.

Démonstration. Exercice. �

Soient f : E → F un morphisme de spectres, n ∈ Z un entier et E → Mf son
mapping cylindre. Alors, comme pour les groupes d’homotopie stable, on obtient
un système direct de groupes abéliens :

. . .→ πn+t(Et
ft→ Ft)→ πn+t+1(Et+1

ft+1→ Ft+1)→ . . .

Définition 9.1.3. Soient f : E → F un morphisme de spectres et n ∈ Z un entier.
On définit :

πn(E
f→ F ) := colimt→∞πn+t(Et

ft→ Ft).

Lemme 9.1.4. Soient f : E → F un morphisme de spectres et γ ∈ πn+t(Et
ft→ Ft) une

classe d’homotopie, où n + t ≥ 0. Si πn(E
f→ F ) = 0, alors il existe un entier T ≥ t tel

que γ 7→ 0 dans πn+T (ET
fT→ FT ).

Démonstration. Exercice. �

Proposition 9.1.5. Soit f : E → F un morphisme de spectres. Il existe une suite exacte
longue de groupes abéliens :

. . .→ πn(E)
πn(f)→ πn(F )→ πn(E

f→ F )→ πn−1(E)→ . . . .

Démonstration. Le foncteur colim est exact. �

Rappeler qu’un morphisme f : E → F entre deux spectres (par nécessairement
des CW-spectres) est une équivalence d’homtopie stable si π∗(f) : π∗(E)→ π∗(F )
est une bijection.

Corollaire 9.1.6. Soit f : E → F un morphisme de spectres qui est une équivalence

d’homotopie stable. Alors les groupes π∗(E
f→ F ) sont triviaux.

Démonstration. Évident. �

9.2. La propriété HELP.

Définition 9.2.1. Soit C une classe de morphismes de la catégorie Sp. Un mor-
phisme de CW-spectres j : F → E à la propriété HELP par rapport à C (la pro-
priété de relèvement et d’extension d’homotopies) si, pour tout diagramme com-
mutatif

F //

j

��

F ∧ I+

��

Foo

β

��
E α

// Y Xc
oo
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tel que c appartient à C , il existe E′ cofinal dans E tel que F ⊂ E′ ⊂ E, un re-
lèvement r : E′ → X et une extension d’homotopie H : E′ ∧ I+ → Y qui rend
commutatif :

F //

j′

��

F ∧ I+

{{ww
ww

ww
ww

w

��

Foo

��

β~~||
||

||
||

Y X
coo

E′ //

α′
??~~~~~~~~

E′ ∧ I+
H

cc

E′,oo
r

``

où α′ est la restriction de α à E′.

Remarque 9.2.2. Les données correspondent à un diagramme

F� _

��

β //

'

X

c

��
E α

// Y

commutatif à une homotopie donnée près, tel que c appartient à la classe C .
La propriété HELP affirme l’existence d’un relèvement r qui rend commutatif

le triangle supérieur du diagramme suivant

F
β //

� _

�� '

X

c

��
E′

α′
//

r

>>

Y

où le triangle inférieur commute à une homotopie relative à F près.

Théorème 9.2.3. Soient i : F ⊂ E l’inclusion d’un sous CW-spectre. Alors, i a la pro-
priété HELP par rapport à la classe d’équivalences d’homotopie stable dans Sp.

Par un argument standard (utiliser le lemme de Zorn et le lemme 8.2.6), la dé-
monstration est conséquence du résultat suivant. (Utiliser Corollaire 9.1.6 pour dé-
duire l’hypothèse).

Proposition 9.2.4. Soient d ∈ N et n ∈ Z deux entiers tels que n + d ≥ 0. Alors
l’inclusion τ≥dSn ⊂ τ≥den+1 a la propriété HELP par rapport à la classe des morphismes

f : E → F tel que πn+1(E
f→ F ) est trivial.

Démonstration. (Indications) Soient f : E → F un morphisme tel que πn+1(E
f→

F ) = 0 et
τ≥dS

n //

j

��

τ≥dS
n ∧ I+

��

τ≥dS
noo

β

��
τ≥de

n+1
α

// F E
f

oo

un diagramme commutatif.
Par une généralisation du Lemme 8.7.7, ce diagramme est adjoint à un dia-

gramme de la forme :

Sn+d //

j

��

Sn+d ∧ I+

��

Sn+doo

β

��
en+d+1

α
// Fd Ed.

fd

oo
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Ce diagramme définit une classe d’homotopie relative γ ∈ πn+d+1(Ed
fd→ Fd) (véri-

fier ce point !). Si γ est triviale, alors la démonstration de la propriété HELP instable
pour le morphisme Sn+d ↪→ en+d+1 fournit le relèvement et l’homotopie recher-
chée. Dans le cas général, on stabilise à l’aide du lemme 9.1.4. �

9.3. Equivalences d’homotopie stable.

Corollaire 9.3.1. Soient E un CW-spectre et f : X → Y une équivalence d’homotopie
stable de la catégorie Sp. Alors f induit un isomorphisme

[E,X]
∼=→ [E, Y ].

Démonstration. Surjectivité de [E, f ] : soit α ∈ [E, Y ] representé par un morphisme
de spectres E′ → Y , où E′ ⊂ E est cofinal. Alors, il existe un CW-spectre cofinal
E′′ ⊂ E′ et un diagramme commutatif à homotopie près

E′′

'

//

��

X

f

��
E′ // Y,

par le Théorème 9.2.3.
Supposons que g, h ∈ [E,X] ont le même image sous [E, f ]. Alors g, h son re-

présentés par morphismes g : Eg → X et h : Eh → X , pour Eg, Eh ⊂ E cofinaux,
et il existe une homotopie h : E′′′ ∧ I+ → Y , pour E′′′ cofinal dans Ef ∩ Eg entre
f ◦g′ et f ◦h′, où g′, h′ sont les restrictions de g, h respectivement à E′′′. Considérer
le diagramme commutatif suivant :

E′′′ ∨ E′′′
g′∨h′ //

�� '

X

f

��
E′′′ ∧ I+

::

h
// Y,

où E′′′ ∨ E′′′ ⊂ E′′′ ∧ I+ est l’inclusion canonique. Il existe un relèvement dans
SpCW (par le Théorème 9.2.3), qui fournit une homotopie g′ ∼ h′ (dans SpCW). �

Remarque 9.3.2. Le corollaire 9.3.1 fournit une condition équivalente pour qu’un
morphisme soit une équivalence d’homotopie stable.

9.4. Le théorème de Whitehead. Rappelons (de la Définition 8.4.6) que la notion
d’équivalence d’homotopie stable se généralise à la catégorie SpCW.

Théorème 9.4.1. Soit f : E → F un morphisme de Sp, où E,F sont deux CW-spectres.
Alors f est une équivalence d’homotopie dans SpCW si et seulement si f est une équiva-
lence d’homotopie stable.

Démonstration. Si f est une équivalence d’homotopie, alors f est une équivalence
d’homotopie stable (par une généralisation évidente de la Proposition 5.3.9). Il
nous reste à démontrer la réciproque.

Soit
0 //

��

E

f

��
F =

// F.

un diagramme commutatif. Par Théorème 9.2.3, il existe un morphisme s : F → E
dans SpCW qui est une section à homotopie près de f . En particulier, s est une
équivalence d’homotopie stable, puisque f en est une.
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Par le même raisonnement, il existe une équivalence d’homotopie stable f ′ :
E → F dans SpCW tel que s ◦ f ′ ∼ 1E dans SpCW. On a

f ∼ f ◦ s ◦ f ′ ∼ f ′,
donc f ∼ f ′ dans SpCW, puisque ∼ est une relation d’équivalence. �

Corollaire 9.4.2. Soient E ∈ ObSp et E1
'→ E

'← E2 deux CW-résolutions. Alors

(1) il existe un morphisme α : E1 → E2 dans SpCW, représenté par un morphisme
α′ : E′1 → E2 de Sp, où E′1 ⊂ E1 est cofinal, qui figure dans un diagramme
commutatif à homotopie près :

'

E2

��
E′1

α′
>>}}}}}}}}
// E;

(2) α est une équivalence d’homotopie dans SpCW.

Remarque 9.4.3. Il y a une version relative de ce corollaire. Soient E,E1, E2 trois
CW-spectres et F un spectre tel qu’il existe deux factorisations

E ↪→ E1
'→ F

E ↪→ E2
'→ F

d’un morphisme de spectres E → F par une inclusion d’un sous-spectre suivi par
une équivalence stable. Alors, il existe un sous-spectre cofinal E ⊂ E′1 ⊂ E1 et un
relèvement r : E′1 → E2 qui figurent dans le diagramme

E
� � //
� _

�� '

E2

'
��

E′1

r

>>}}}}}}}}

'
// F

où le carré est commutatif, le triangle supérieur commute et le triangle inférieur
est commutatif à homotopie près.

En particulier, r est une équivalence stable, donc une équivalence d’homotopie
dans SpCW, par le théorème de Whitehead. Donc, à homotopie près dans SpCW, la
factorisation du morphisme f : E → F est unique.
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10. APPLICATIONS

10.1. Le foncteur Σ est une équivalence. On peut désormais démontrer que le
foncteur Σ := − ∧ S1 : Sp → Sp induit une équivalence de catégories Σ :
SH → SH . La Proposition 8.6.4 montre que le foncteur [1] : SH → SH est
une équivalence de catégories, donc il suffit de montrer que les deux foncteurs
Σ, [1] : SH → SH sont naturellement équivalents.

Soit E un spectre ; rappelons que (E ∧ S1)n = En ∧ S1 ∼= ΣEn et que (E[1])n =
En+1. On ne peut pas définir un morphisme de spectres E ∧ S1 → E[1] induit par
les morphismes de structure, pusique les diagrammes ne commutent pas. En effet,
le morphisme de structure de E ∧ S1 est la composée suviante

Σ(En ∧ S1)
∼= // S1 ∧ (S1 ∧ En)

τ∧En // S1 ∧ S1 ∧ En

S1∧σn
��

S1 ∧ En+1,

où τ : S1 ∧ S1 → S1 ∧ S1 est l’homéomorphisme qui échange les facteurs.
Ainsi on voit que le carré

Σ(E ∧ S1)n //

σn

��

(E ∧ S1)n+1

σn+1

��
τooooo
ooooo

s{ ooooo
ooooo

Σ(E[1])n // (E[1])n+1

commute à l’action de τ près. Le morphisme τ est de degré−1, donc est homotope
au morphisme S1 ∧ −1 : S1 ∧ S1 → S1 ∧ S1.

Donc, on peu définir un pseudo-morphisme (voir la section 5.6 pour cette no-
tion) de spectres

f : (E ∧ S1) 99K E[1]
par

fn =
{
σn n ≡ 0 mod 2
−σn n ≡ 1 mod 2.

Remarque 10.1.1. Soit f : E 99K F un pseudo-morphisme de spectres, alors f induit
un morphisme π∗(f) : π∗(E)→ π∗(F ). Il existe un spectre Tel(E) et un diagramme

Tel(E)

q
||xxxxxxxx

f̃

""F
FFFFFFF

E F

(3)

de morphismes de spectres tels que q est une équivalence stricte et le diagramme
commute

π∗(Tel(E))

π∗(q)yyrrrrrrrrrr
π∗(f̃)

&&LLLLLLLLLL

π∗(E)
π∗(f)

// π∗(F ).

Si E est un CW-spectre, Tel(E) est un CW-spectre et q est cellulaire.

En utilisant ces observations, on a la généralisation suivante du théorème de
Whitehead.

Proposition 10.1.2. Soient E,F deux CW-spectres, munis d’un pseudo-morphisme f :
E 99K F tel que π∗(f) est une bijection. Alors, E,F ont le même type d’homotopie dans
la catégorie SpCW.
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Démonstration. Le pseudo-morphisme f fournit un diagramme de la forme (3). Le
morphisme q est une équivalence d’homotopie stable, donc f̃ est une équivalence
d’homotopie stable, par la propriété 2 sur 3. Le résultat découle du Théorème de
Whitehead 9.4.1. �

Comme cas particulier, on a le résultat suivant.

Proposition 10.1.3. Soit E un spectre. Le pseudo-morphisme f : (E ∧ S1) 99K E[1]
induit une équivalence d’homotopie stable

Tel(E ∧ S1)→ E[1].

En particulier, si E est un CW-spectre, alors les spectres E ∧ S1 et E[1] ont le même type
d’homotopie dans la catégorie SpCW.

Démonstration. Le pseudo-morphisme f induit un morphisme de spectres Tel(E ∧
S1)→ E[1], par Proposition 5.6.4. Pour démontrer que ce morphisme est une équi-
valence d’homotopie stable, il suffit de montrer que π∗(f) est un isomorphisme,
par Proposition 5.6.5. Pour cela il suffit de comparer les deux systèmes directs qui
calculent les groupes d’homtopie stable via les morphismes π∗(fn).

Les groupe πt(E[1]) est la colimite du système direct :

. . . πt+k(Et+k+1) Σ→ πt+k+1(ΣEt+k+1)→ πt+k+1(Et+k+2)→ πt+k+1(ΣEt+k+2)→ . . . .

En considérant que les termes avec t+k pair, on voit facilement que les morphismes
fn induisent l’isomorphisme recherché.

Si E est un CW-spectre, alors les spectres E ∧S1, Tel(E ∧S1), E[1] sont des CW-
spectres. Par le théorème de Whitehead, Théorème 9.4.1, on a que les morphismes

E ∧ S1 ← Tel(E ∧ S1)→ E[1](4)

sont des équivalences d’homotopie dans la catégorie SpCW. �

Proposition 10.1.4. Les foncteurs [1],Σ : SH → SH sont naturellement équivalents.

Démonstration. Le diagramme (4) est naturel en E ∈ ObSp. Les foncteurs [1],Σ :
SH → SH sont induits par les foncteurs [1],Σ : SpCW → SpCW après passage à
SH , ces foncteurs sont équivalents au foncteur induit par Tel(− ∧ S1) : SpCW →
SpCW. �

Corollaire 10.1.5. Le foncteur Σ : SH → SH est une équivalence de catégories.

Corollaire 10.1.6. Soient E,F deux objets de SH . Alors [E,F ] possède une structure
naturelle de groupe abélien et la composition est biadditive. (Autrement dit, SH est une
catégorie préadditive.)

Démonstration. Exercice. (Le fait que [E,F ] est naturellement un groupe abélien est
une conséquence du fait que [Σ2X,Y ]H• est naturellement un groupe abélien.) �

10.2. Relation entre S W et SH rrS. Le foncteur Σ : SH → SH est naturelle-
ment équivalent au foncteur [1] : SH → SH , donc le résultat suivant correspond
à la factorisation canonique

Corollaire 10.2.1. La restriction du foncteur Σ∞ : H• → SH à H f
• se factorise à

équivalence naturelle près :

H f
•

� � //

��

H•

Σ∞

��
S W

� � // SH ,

où le foncteur S W ↪→ SH est le plongement pleinement fidèle qui envoie (X, a) à
Σ∞X[a], pour tout X CW-complexe pointé fini X et entier a.
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Démonstration. Soient X,Y deux CW-complexes pointés, finis et a, b deux entiers.
Par la Proposition 8.7.4 on a des isomorphismes naturels :

HomSH (Σ∞X[a],Σ∞Y [b]) ∼= HomSH (Σ∞X,Σ∞Y [b−a]) ∼= colimd→∞[ΣdX,Σd+b−aY ]H• .

Le terme à droit est naturellement isomorphe à HomS W ((X, a), (Y, b)). �

10.3. Suites cofibres.

Définition 10.3.1.

(1) Une suite cofibre distinguée dans la catégorie SH est une suite de mor-
phismes induite par un diagramme de SpCW de la forme :

X
f→ Y → Cf ,

(donc X,Y sont des CW-spectres, f est un morphisme cellulaire et Cf est
la cofibre homotopique, qui est un CW-spectre).

(2) Une suite cofibre est une suite de morphismes A → B → C de SH telle
qu’il existe une suite cofibre distinguée X → Y → Cf et un diagramme
commutatif dans SH :

X
f //

∼=
��

Y //

∼=
��

Cf

∼=
��

A // B // C,

(5)

où les morphismes verticaux sont des isomorphismes de SH .

Remarque 10.3.2. Le diagramme est commutatif dans SH ; on peut le représenter
par un diagramme de SpCW, quitte à passer à des sous-spectres cofinaux, mais, en
général, le diagramme n’est pas commutatif dans SpCW, mais il est commutatif à
homotopie près.

Exemple 10.3.3. Soit n ∈ N un nombre naturel.

(1) Le morphisme n ∈ [S, S] ∼= π0(S) ∼= Z induit une suite cofibre distinguée :

S
n→ S → S/n

où, par définition, S/n est la cofibre (un spectre de Moore).

(2) Soit HZ le spectre d’Eilenberg-MacLane. Multiplication par n induit un
morphisme de spectres n : HZ → HZ qui figure dans une suite cofibre

HZ n→ HZ → HZ/n.

qui correspond à la suite exacte courte de groupes abéliens :

0→ Z n→ Z→ Z/n→ 0.

(La démonstration de ce fait utilise une caractérisation des spectres d’Eilenberg-
MacLane.)

Lemme 10.3.4. Soit f : A → B un morphisme de SH . Il existe une suite cofibre de la
forme

A
f→ B → C.

Démonstration. Exercice. �
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Lemme 10.3.5. Soit
A1

//

∼=
��

B1
//

∼=
��

C1

∼=
��

A2
// B2

// C2

un diagramme commutatif de SH , tel que les flèches verticales soient des isomorphismes.
Alors A1 → B1 → C1 est une suite cofibre si et seulement si A2 → B2 → C2 est une
suite cofibre.

Démonstration. Évident. �

Lemme 10.3.6. Soit A → B → C une suite cofibre de SH , alors la composée des mor-
phismes est 0.

Démonstration. If suffit d’établir le résultat dans le cas d’une suite cofibre distin-
guée. Soit f : X → Y un morphisme cellulaire entre deux CW-spectres ; alors, par
construction même, la composée X → Y → Cf est homotopiquement trivial dans
la catégorie des spectres, donc représente 0 dans SH . �

Lemme 10.3.7. Soit X f→ Y → Cf une suite cofibre distinguée. Alors, il existe suite
cofibres distinguées :

Y → Cf → ΣX

Cf → ΣX
−Σf→ ΣY.

Soit A g→ B → C une suite cofibre de SH , alors il existe suites cofibres induites :

B → C → ΣA

C → ΣA
−Σg→ ΣB.

Démonstration. Exercice. (Cf. la suite exacte de Puppe en H• pour le premier point.)
�

Remarque 10.3.8. On peut représenter les suites cofibres du lemme par un triangle

A
f // B

~~~~
~~

~~
~

C,

◦@@@

__@@@@

où C ◦ // A représente un morphisme C → ΣA. Ainsi on parle de triangles de
la catégorie SH .

Proposition 10.3.9. Soit A un objet de SH . Alors, il existe une suite cofibre représentée
par le triangle :

A
f // 0

~~||
||

||
||

ΣA,

◦CCC
1ΣA

aaCCCC

Démonstration. Exercice. �

Proposition 10.3.10. Soit X f→ Y
g→ Z deux morphismes de SH . Alors la suite X →

Y → Z est une suite cofibre si et seulement si ΣX → ΣY → ΣZ est une suite cofibre.
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Démonstration. L’implication⇒ est une conséquence du Lemme 10.3.7. Pour la ré-
ciproque, on utilise le fait que le foncteur Σ : SH → SH est une équivalence de
catégories.

Supposons que la suite ΣX → ΣY → ΣZ est isomorphe à la suite cofibre dis-

tinguée U k→ V → Ck dans la catégorie SH . Alors, en appliquant le foncteur
décalage [−1], on obtient un diagramme commutatif

ΣX[−1] //

∼=
��

ΣY [−1]

∼=
��

// ΣZ[−1]

∼=
��

U [−1]
k[−1]

// V [−1] // Ck[−1],

dont la ligne inférieure est toujours une suite cofibre distinguée (exercice).
La ligne supérieure est isomorphe à la suite X → Y → Z, puisque le foncteur

[−1] est l’inverse de Σ, [1] et Σ étant canoniquement équivalents. �

Le lemme suivant est essentiellement une conséquence formelle de la définition
de la cofibre homotopique.

Lemme 10.3.11. Soient A → B → C une suite cofibre de SH et Z un objet de SH .
Alors, la suite de groupes abéliens :

[C,Z]→ [B,Z]→ [A,Z]

est exacte.

Démonstration. On peut supposer que la suite cofibre est distinguée, donc est in-
duite par un diagramme

X
f→ Y → Cf

de SpCW ; de même, on peut supposer que Z est représenté par un CW-spectre.
Soit g ∈ [Y,Z] un élément du noyau de [f, Z], alors g est représenté par un

morphisme de spectres g : Y ′ → Z, où Y ′ ⊂ Y est cofinal ; il existe X ′ ⊂ X cofinal
tel que f(X ′) ⊂ Y ′. L’hypothèse sur g entraîne qu’il existe X ′′ ⊂ X ′ cofinal et une
nul-homotopie H : C1′′X

→ Z de g ◦ fX′′ qui induit le diagramme

C1′′X
∪X′′ Y ′

H∪g //
� _

cofinal

��

Z

Cf .

Ce diagramme représente un élément de [Cf , Z] qui étend l’élément g. �

Théorème 10.3.12. Soient A α→ B → C, X χ→ Y → Z deux suites cofibres de SH . Un
carré commutatif de SH :

X
f //

��

Y

��
U g

// V

se complète en un diagramme commutatif de SH :

X
f //

��

Y

��

// Z //

��

ΣX

��
U g

// V // W // ΣU,

(6)

dont les lignes sont des suites cofibres (étendues).
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Démonstration. On peut réduire au cas où les suites cofibres sont distinguées. De
plus, on peut supposer que le carré commutatif est induit par un carré (strictement)
commutatif de morphismes cellulaires entre CW-spectres. (Exercice !)

La construction de la suite de Puppe (et donc des suites cofibres) peut être ren-
due fonctorielle de la manière suivante. Soit f : X → Y un morphisme cellu-
laire entre CW-spectres, alors il existe un diagramme commutatif naturel de mor-
phismes cellulaires entre CW-spectres :

X
f //

��

Y //

��

CY

��
CX // Cf // CY ∪Y Cf

où CX , CY sont les cônes sur X , Y respectivement et les deux carrés sont des
sommes amalgammées. En plus, il existe une équivalent d’homotopie : CY ∪Y
Cf ' ΣX et la suite de Puppe correspond à la suite des morphismes

X
f→ Y → Cf → CY ∪Y Cf .

Cette suite est naturelle en le morphisme f . En particulier, un carré commutatif :

X
f //

��

Y

��
U g

// V

de morphismes cellulaires entre CW-spectres induit un diagramme commutatif :

X
f //

��

Y //

��

Cf //

��

CY ∪Y Cf

��
U g

// V // Cg // CV ∪V Cg.

Ce diagramme induit le morphisme recherché entre les suites cofibres. (Vérifier
cette affirmation.) �

Définition 10.3.13. Un morphisme entre deux suites cofibres de SH est un dia-
gramme commutatif de la forme (6).

Comme Corollaire du Théorème 10.3.12, on obtient le résultat suivant.

Proposition 10.3.14. Soient X f→ Y → Z une suite cofibre et A un CW-spectre. Alors,
la suite de groupes abéliens :

[A,X]→ [A, Y ]→ [A,Z]

est exacte.

Démonstration. Il est évident que la composée des morphismes

[A,X]→ [A, Y ]→ [A,Z]

est triviale, dont il suffit de montrer qu’un élément α ∈ [A, Y ] qui est dans le noyau
de [A, Y ]→ [A,Z] est dans l’image de [A,X]→ [A, Y ] ; autrement dit, α se factorise
par le morphisme f : X → Y .
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Soit α un élément du noyau et considérer le diagramme commutatif :

A //

α

��

0 //

��

ΣA
= //

h

��

ΣA

Σα

��
Y // Z // ΣX −Σf

// ΣY,

dont les lignes sont des suites cofibres (Cf. Lemme 10.3.7) et le carré à gauche com-
mute par l’hypothèse sur α.

La flèche en pointillé existe qui rend commutatif tout le diagramme, par le Théo-
rème 10.3.12. En particulier, le carré commutatif à droite montre que l’élément
−h ∈ [ΣA,ΣX] ∼= [A,X] fournit la factorisation de α recherchée. �

Remarque 10.3.15. Ce résultat montre que les suites cofibres et les suites fibres coïn-
cident dans la catégorie SH . En particulier, on peut étendre la suite exacte de
Puppe d’un morphisme f : X → Y à gauche :

. . .Σ−1X
−Σ−1f→ Σ−1Y → Σ−1Cf → X → Y → Cf → . . . .

Donc la fibre homotopique de f : X → Y est Σ−1Cf .

Remarque 10.3.16. Le morphisme h du Corollaire ?? n’est pas unique ; il n’est pas
défini par une propriété universelle.

Proposition 10.3.17. (Utiliser la notation du Corollaire ??). Si f, g sont des isomor-
phismes de SH , alors le morphisme h est un isomorphisme de SH .

Démonstration. Ce résultat se déduit du lemme des cinq. Le morphisme h est un
isomorphisme de SH si et seulement si [E, h] est un isomorphisme, pour tout
CW-spectre E. Par la proposition 10.3.14, les deux suites cofibres induisent des
suites exactes longues de groupes abéliens sous le foncteur [E,−]. On conclut la
démonstration en appliquant le lemme des cinq. �

Corollaire 10.3.18. Soient A f→ B → C1 et A f→ B → C2 deux suites cofibres de SH .
Alors, les objets C1, C2 sont isomorphes dans SH .

Démonstration. Évident. �

10.4. Structure additive.

Proposition 10.4.1. Soient X,Y deux objets de SH . Alors X ∨ Y est le coproduit et le
produit de X et Y dans SH .

Démonstration. Les morphismes 0 → Y et X → 0 induisent une suite cofibre dans
SH :

X → X ∨ Y → Y

qui est scindée naturellement (dans le sens évident). Alors, pour Z ∈ ObSH , le
lemme 10.3.11 et la Proposition 10.3.14 fournissent des suites exactes scindées de
groupes abéliens :

0→ [Z,X]→ [Z,X ∨ Y ]→ [Z, Y ]→ 0
0→ [X,Z]→ [X ∨ Y,Z]→ [Y,Z]→ 0,

qui donnent des isomorphismes naturels :

[Z,X ∨ Y ] ∼= [Z,X]⊕ [Z, Y ]
[X ∨ Y, Z] ∼= [X,Z]⊕ [Y,Z].

�

Comme corollaire, on obtient lé théorème suivant, qui généralise la Proposition
10.1.6, qui établit que la catégorie SH est pré-additive.
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Théorème 10.4.2. La catégorie SH est additive.

Remarque 10.4.3. La catégorie SH , munie du foncteur Σ et des suites cofibres est
une catégorie triangulée. (Voir par exemple [HPS97] ou [Mar83] pour les axiomes
d’une catégorie triangulée.)

10.5. Coproduits dans SH . Le foncteur ∨ induit les coproduits arbitraires dans
SH .

Théorème 10.5.1. Soit {Xi|i ∈ I } une famille de CW-spectres. Alors le spectre∨
i∈I

Xi

est un CW-spectre qui représente le coproduit dans SH .

Démonstration. Exercice. �

Proposition 10.5.2. Soit {Ai → Bi → Ci|i ∈ I } une famille de suites cofibres de SH .
Alors le diagrammes ∨

i∈I

Ai →
∨
i∈I

Bi →
∨
i∈I

Ci

est une suite cofibre dans SH .

Démonstration. Exercice. �

Remarque 10.5.3. Pour les produits infinis, il faut en général utiliser une version
dérivée du produit de la catégorie Sp.
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11. LE PRODUIT SMASH

Dans ces notes, on utilise l’approche classique au produit smash de SH , celle
qui est exposée par exemple dans [Ada95, Part II]. Il existe de meilleures approches,
à l’aide de catégories de spectres structurés. Le plus élémentaire est probable-
ment la catégorie des spectres orthogonaux (voir [MMSS01]) mais il y a égale-
ment la catégorie des spectres symétriques [HSS00] et la catégorie des S-modules
[EKMM97]. Ces catégories fournissent la même catégorie SH (à équivalence près),
par [MMSS01].

11.1. Existence.

Théorème 11.1.1. Le produit smash naïf de spectres ∧ : SH ×SH → SH induit un
produit smash

∧ : SH ×SH → SH

tel que (Σ∞X) ∧ (Σ∞Y ) est naturellement isomorphe à Σ∞(X ∧ Y ), pour X,Y deux
CW-complexes pointés.

Le triplet (SH ,∧, S) est une structure symétrique monoïdale. En particulier, pour
spectres E,F,G de SH , il existe isomorphismes naturels dans SH :

λE : S ∧ E → E

ρE : E ∧ S → E

αE,F,G : (E ∧ F ) ∧G→ E ∧ (F ∧G)
τE,F : E ∧ F → F ∧ E

qui satisfont les relations de compatibilité habituelles.

Démonstration. Une démonstration de ce résultat est donnée dans [Ada95]. �

Remarque 11.1.2. Soient p, q deux entiers. L’isomorphisme τSp,Sq : Sp∧Sq → Sq∧Sp
est de degré −1pq . Il s’agit de l’origine des signes qui apparaissent en topologie
algébrique.

11.2. Propriétés du produit smash.

Proposition 11.2.1. Soient {Xi|i ∈ I } une famille d’objets de SH et Z un objet de
SH . Alors, le morphisme canonique∨

i∈I

(Z ∧Xi)→ Z ∧
∨
i∈I

Xi

est un isomorphisme.

Démonstration. Le bouquet
∨
i∈I est le coproduit dans SH , donc le morphisme

canonique est induit par Z ∧ (Xi →
∨
i∈I Xi). Ce morphisme est représenté par

un isomorphisme au niveau des spectres, puisque le produit smash commute aux∨
dans la catégorie T•. (Exercice.) �

Proposition 11.2.2. Soient Z ∈ ObSH un spectre et A α→ B
β→ C une suite cofibre de

SH . Alors
A ∧ Z α∧Z→ B ∧ Z β∧Z→ C ∧ Z

est une suite cofibre.

Démonstration. On peut supposer que la suite cofibre est distinguée, associée à un
morphisme cellulaire f : E → F de CW-spectres. On démontre sans difficulté qu’il
suffit de montrer que, ∀n ∈ N,

Xn ∧ Zn
fn→ Yn ∧ Zn → Cfn ∧ Zn

est une suite cofibre dans la catégorie T•. Ceci découle du homéomorphisme Cfn ∧
Zn ∼= Cfn∧Zn . �
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Exemple 11.2.3. Soient n ∈ N un nombre naturel et E ∈ ObSH un spectre. Alors,
la suite cofibre S n→ S → S/n induit une suite cofibre

E
n→ E → E ∧ S/n.

On écrit E/n pour la cofibre.
En particulier, pour E = HZ , on obtient un isomorphisme

(HZ)/n ∼= HZ/n
dans SH .

11.3. Le produit smash et morphismes. Le lemme suivant donne une manière
explicite de comprendre les morphismes entre produits smash de spectres.

Lemme 11.3.1. Soient E,F,G trois spectres et soit E ∧ F le produit smash naïf des
spectres. Un morphisme de spectres

f : E ∧ F → G

est la donnée d’une famille de morphismes d’espaces topologiques pointés :

{f2n : En ∧ Fn → G2n|n ∈ N}
tels que le diagramme suivant commute :

Σ2(En ∧ Fn)
∼= //

Σ2f2n

��

ΣEn ∧ ΣFn
σEn ∧σ

F
n// En+1 ∧ Fn+1

f2(n+1)

��
Σ2G2n

σG2n+1◦Σσ
G
2n

// G2(n+1),

pour tout n ∈ N.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 11.3.2. Plus généralement, on peut considérer une famille de morphismes

{fα,β : Eα ∧ Fβ → Gα+β}
(α, β) parcourant un sous-ensemble convenable de N × N, les morphisms étant
compatibles au morphismes de structure des spectres.
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12. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

12.1. Théories de cohomologie et d’homologie réduites. La notion de théorie
d’homologie réduite est calquée sur les propriétés de l’homologie singulière. Ce-
pendant, on n’émet aucune hypothèse sur la valeur de la théorie sur S0. (Cf les
axiomes d’Eilenberg-Steenrod.)

Définition 12.1.1. Une théorie d’homologie réduite est un foncteur h∗ : H• → Abgr

tel que

(1) (Suspension) quelque soit n ∈ Z, il existe un isomorphisme naturel hn
∼=→

hn+1 ◦ Σ ;

(2) (Exactitude) quelque soit f : X → Y , morphisme de H•, la suite cofibre
X → Y → Cf induit une suite exacte

hn(X)
hn(f)→ hn(Y )→ hn(Cf )

∀n ∈ Z.

La théorie h∗ est additive si, pour toute famille {Xj |j ∈ J } d’espaces topolo-
giques pointés, les morphismes Xj →

∨
j Xj induisent un isomorphisme⊕

j

h∗(Xj)
∼=→ h∗(

∨
j

Xj).

Une transformation naturelle de théories d’homologie réduite est une transforma-
tion naturelle η∗ : h∗ → k∗ de foncteurs H• → Abgr qui commute aux isomor-
phismes de suspension :

hn //

ηn

��

hn+1 ◦ Σ

ηn+1◦Σ
��

kn // kn+1 ◦ Σ

commute ∀n ∈ Z.

Remarque 12.1.2. L’axiome d’homotopie (soient f, g : X ⇒ Y deux morphismes
d’espaces pointés tels que f ∼ g, alors h∗(f) = h∗(g)) est implicite dans l’hypo-
thèse que h∗ est un foncteur défini sur la catégorie homotopique H• des espaces
pointés.

La notion de théorie de cohomologie réduite est essentiellement duale à la no-
tion d’homologie réduite.

Définition 12.1.3. Une théorie de cohomologie réduite est un foncteur h∗ : H op
• →

Abgr tel que

(1) (Suspension) quelque soit n ∈ Z, il existe un isomorphisme naturel hn
∼=→

hn+1 ◦ Σ ;

(2) (Exactitude) quelque soit f : X → Y , morphisme de H•, la suite cofibre
X → Y → Cf induit une suite exacte

hn(Cf )→hn(Y )
hn(f)→ hn(X)

∀n ∈ Z.

La théorie h∗ est additive si, pour toute famille {Xj |j ∈ J } d’espaces topolo-
giques pointés, les morphismes Xj →

∨
j Xj induisent un isomorphisme

h∗(
∨
j

Xj)
∼=→
∏
j

h∗(Xj).
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Une transformation naturelle de théories de cohomologie réduite est une trans-
formation naturelle η∗ : h∗ → k∗ de foncteurs H op

• → Abgr qui commute aux
isomorphismes de suspension :

hn //

ηn

��

hn+1 ◦ Σ

ηn+1◦Σ
��

kn // kn+1 ◦ Σ

commute ∀n ∈ Z.

La propriété Mayer-Vietoris ou la propriété d’excision pour une théorie d’homo-
logie réduite additive (resp. cohomologie réduite additive) est une conséquence
des axiomes (voir [May99, Section 14.5], par exemple).

Par exemple, on a le résultat suivant :

Proposition 12.1.4. Soient h∗ : H• → Abgr une théorie d’homologie réduite et X un
CW-complexe pointé muni de sous-complexes pointés A1, A2 tels que A1 ∪ A2 = X .
Alors, il existe une suite exacte longue naturelle en homologie :

. . . hn(A1 ∩A2)→ hn(A1)⊕ hn(A2)→ hn(X)→ hn−1(A1 ∩A2)→ . . . .

Démonstration. (Indications) Le triplet (X;A1, A2) de complexes pointés induit un
diagramme commutatif :

A1 ∩A2
// //

��

��

A1
// //

��

��

A1/A1 ∩A2

∼=
��

A2
// // X // // X/A2

dont les lignes sont équivalentes (à homotopie près) à des suites cofibres, et le
morphisme vertical à droite est un homéomorphisme.

Alors, en appliquant l’homologie, on obtient un morphisme de suites exactes
longues :

. . . // hn(A1 ∩A2) //

��

hn(A1) //

��

hn(A1/A1 ∩A2) //

∼=
��

hn−1(A1 ∩A2) //

��

. . .

. . . // hn(A2) // hn(X) // hn(X/A2) // hn−1(A2) // . . .

Ce diagramme induit la suite exacte de Mayer-Vietoris (voir [Sel97], la suite exacte
de Mayer-Vietoris algébrique). �

Il y a également une version en cohomologie :

Proposition 12.1.5. Soient h∗ : H op
• → Abgr une théorie de cohomologie réduite et X

un CW-complexe pointé muni de sous-complexes pointés A1, A2 tels que A1 ∪ A2 = X .
Alors, il existe une suite exacte longue naturelle en cohomologie :

. . .→ hn(X)→ hn(A1)⊕ hn(A2)→ hn(A1 ∩A2)→ hn+1(X)→ . . . .

Démonstration. L’idée de la démonstration est identique. �

12.2. Variantes stables. Il existe des variantes stables des notions d’homologie et
de cohomologie : on remplace la catégorie H• par SH et la condition d’exactitude
doit être satisfaite pour toute suite cofibre de SH . Puisque le foncteur Σ : SH →
SH est une équivalence de catégories, on peut se restreindre au degré zéro.
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Définition 12.2.1. Une théorie d’homologie réduite sur la catégorie SH est un
foncteur K0 : SH → Ab tel que, pour toute suite cofibre A → B → C de la
catégorie SH , la suite

K0(A)→ K0(B)→ K0(C)

est exacte. La théorie est additive si, pour toute famille {Xi|i ∈ I } de spectres, il
existe un isomorphisme canonique⊕

I

K0(Xi)
∼=→ K0(

∨
I

Xi).

Une transformation naturelle entre théories d’homologieK0 et L0 est une transfor-
mation naturelle de foncteurs SH → Ab, η0 : K0 → L0.

Remarque 12.2.2. Soit K0 une théorie d’homologie réduite sur SH . On étend K0

canoniquement en un foncteur K∗ : SH op → Abgr par Kn := K0 ◦ Σ−n.
Dans la définition d’une transformation naturelle entre foncteurs d’homologie,

on n’a pas besoin d’imposer la compatibilité avec la suspension, qui est automa-
tique.

Comme pour l’homologie réduite, il existe une définition de théorie de coho-
mologie réduite pour le cadre stable.

Définition 12.2.3. Une théorie de cohomologie réduite sur la catégorie SH est un
foncteur L0 : SH op → Ab tel que, pour toute suite cofibre A → B → C de la
catégorie SH , la suite

L0(C)→ L0(B)→ L0(A)

est exacte. La théorie est additive si, pour toute famille {Xi|i ∈ I } de spectres, il
existe un isomorphisme canonique

L0(
∨
I

Xi)
∼=→
∏
I

L0(Xi).

Une transformation naturelle entre théories de cohomologie réduiteK0, L0 est une
trasformation naturelle de foncteurs SH op → Ab, η0 : K0 → L0.

Remarque 12.2.4. On étend L0 canoniquement en un foncteur L : SH op → Abgr

par Ln := L0 ◦ Σ−n.

Proposition 12.2.5.

(1) Soit K∗ : SH → Abgr une théorie d’homologie réduite additive définie sur SH .
Alors, la composée K∗ ◦ Σ∞ : H• → Abgr est une théorie d’homologie réduite
additive.

(2) Soit L∗ : SH op → Abgr une théorie de cohomologie réduite additive définie sur
SH . Alors, la composée L∗ ◦ Σ∞ : H op

• → Abgr est une théorie de cohomologie
réduite additive.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 12.2.6. A priori, la réciproque ne paraît pas évidente ; néanmoins, on-
peut montrer que toute théorie de cohomologie réduité additive h∗ : H op

• → Abgr

étend à une théorie de cohomologie réduite additive SH op → Abgr. Ce fait est une
conséquence du théorème de représentabilité de Brown.
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12.3. Le téléscope (ou hocolim). Il y a une version de la construction du téléscope
pour les systèmes directs d’espaces topologiques pointés. Pour éviter de la confu-
sion, on utilise la notation hocolim.

Définition 12.3.1. Soit X0 → X1 → X2 → . . . un système direct d’espaces topolo-
giques pointés. Le téléscope du système direct est l’espace

hocolim(X•) := (
∨
n∈N

Xn ∧ [n, n+ 1]+)/ ∼

où on identifieXn∧{n+1}+ etXn+1∧{n+1}+, à l’aide du morphisme de structure
Xn → Xn+1, pour tout n ∈ N.

Lemme 12.3.2. Soit X0 ↪→ X1 ↪→ X2 ↪→ . . . un système direct d’inclusions fermés
d’espaces topologiques pointés. Il existe un morphisme canonique :

hocolim(X•)→ colim(X•).

Proposition 12.3.3. Soit X0 ↪→ X1 ↪→ X2 ↪→ . . . un système direct d’inclusions de sous
CW-complexes pointés et soit X le CW-complexe

⋃
nXn

∼= colimXn. Alors, le morphism

hocolim(X•)→ X

est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. (Indications.) On vérifie que π∗(X) ∼= colimπ∗(Xn). De même, une
application continue d’un espace compact vers hocolim(Xn) se factorise à travers
un sous-espace (

∨k
n=0Xn ∧ [n, n + 1]+)/ ∼, pour k � 0, qui est homotopique-

ment équivalent à Xk ; on en déduit que π∗(hocolim(X•)) ∼= colimπ∗(Xn) et que le
morphisme hocolim(X•)→ X induit en isomorphisme en homotopie.

Pour terminer, on applique le théorème de Whitehead, car hocolim(X•) et colim(X•)
sont des CW-complexes. �

12.4. Limites inverses dans Ab. Un système inverse d’une catégorie C est un objet
de la catégorie C Nop

; c’est à dire un diagramme de la forme

. . .→ Zn → Zn−1 → . . .→ Z1 → Z0.

La limite inverse de ce système (s’il existe) est un objet Z de C muni de mor-
phismes Z → Zn, n ∈ N, tels que

(1) le triangle
Z

""E
EE

EE
EE

EE

��
Zn+1

// Zn

commute, ∀n ∈ N ;

(2) {Z → Zn} est universel pour cette propriété.

Lemme 12.4.1. Soit {An+1
αn→ An|n ∈ N} un système inverse de groupes abéliens. Alors,

il existe un morphisme naturel

∆A• :
∏
n∈N

An →
∏
n∈N

An

où la composante
∏
n∈N An → At est la différence pt − αt ◦ pt+1, où pk est la projection

sur la k-ième facteur du produit.

Démonstration. Exercice. (Le point important est que le morphisme est fonctoriel.)
On n’utilise pas �

Définition 12.4.2. Soit {An+1
αn→ An|n ∈ N} un système inverse de groupes abé-

liens. On définit
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(1) lim(A•) := ker ∆A• ;

(2) lim1(A•) := coker∆A• .

Proposition 12.4.3. Les constructions lim et lim1 définissent des foncteurs

lim, lim1 : AbNop
→ Ab.

(1) Le foncteur lim est adjoint à droite du foncteur système inverse constant Ab →
AbNop

. En particulier, lim(A•) est la limite inverse du système inverse (A•).

(2) Le foncteur lim : AbNop
→ Ab est exact à gauche et admet des foncteurs dérivés à

droite :

Rn lim =


lim n = 0
lim1 n = 1
0 sinon.

Démonstration. Exercice. (Observer que le Lemme 12.4.1 entraîne que lim et lim1

sont des foncteurs.) �

12.5. Suites exactes de Milnor. Les suites exactes de Milnor fournissent un outil
indispensable.

Théorème 12.5.1. Soit X0 → X1 → X2 → . . . un système direct d’espaces topologiques
pointés et soit T le téléscope hocolim(X•).

(1) Si h∗ : H• → Abgr est une théorie d’homologie réduite additive, alors il existe un
isomorphisme naturel

h∗(T ) ∼= colimn→∞h∗(Xn).

(2) Si k∗ : H op
• → Abgr est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il existe

une suite exacte courte naturelle :

0→ lim1
←nk

t−1(Xn)→ kt(T )→ lim
←n

kt(Xn)→ 0.

Démonstration. On peut supposer que les Xn sont des CW-complexes pointés et
que les morphismes sont cellulaires, donc T est un CW-complexe. Il existe deux
sous-complexes pointés, T1 :=

∨
s∈N X2s+1 ∧ [2s + 1, 2s + 2]+, T2 :=

∨
s∈N X2s ∧

[2s, 2s+ 1]+, tels que T1 '
∨
s≥0X2s+1, T2 '

∨
s≥0X2s et T1 ∩ T2 '

∨
s≥1Xs.

Dans les deux cas, le résultat découle de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
En homologie, Proposition 12.1.4 fournit la suite exacte longue

. . . hn(T1 ∩ T2)→ hn(T1)⊕ hn(T2)→ hn(T )→ hn−1(T1 ∩ T2)→ . . . .

qui s’indentifie (par l’additivité de h∗) à la suite exacte longue :

. . .→
⊕
s∈N

hn(Xs)→
⊕
s∈N

(
hn(X2s+1)⊕ hn(X2s)

)
→ hn(T )→ . . . ,

qui s’écrit comme :

. . .→
⊕
s∈N

hn(Xs)→
⊕
s∈N

hn(Xs)→ hn(T )→ . . . .

Par la construction de la suite exacte de Mayer Vietoris, on identifie le morphisme⊕
s∈N hn(Xs)→

⊕
s∈N hn(Xs) comme le morphisme induit par

{hn(Xt)→
⊕
s∈N

hn(Xs)|t ∈ N},

la différence entre l’inclusion it et la composée, it+1 ◦δt, où δt : hn(Xt)→ hn(Xt+1)
est induit par le morphisme de structure du système direct.

Alors, ce morphisme est injectif (exercice !) et son conoyau est isomorphe à
colimhn(X•), par construction. Mais, par la suite exacte longue en homologie, son
conoyau est hn(T ). Enfin, toutes ces constructions sont naturelles.
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La démonstration en cohomologie est similaire, utilisant Proposition 12.1.5, et
en faisant appel à l’identification explicite de lim et de lim1 donné par la Proposi-
tion 12.4.3. (Exercice.) �

Corollaire 12.5.2. Soit X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . . un système direct de sous CW-complexes
et soit X :=

⋃
nXn. Alors

(1) Si h∗ : H• → Abgr est une théorie d’homologie réduite additive, alors il existe un
isomorphisme naturel

h∗(X) ∼= colimn→∞h∗(Xn).

(2) Si k∗ : H op
• → Abgr est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il existe

une suite exacte courte naturelle :

0→ lim1
←nk

t−1(Xn)→ kt(X)→ lim
←n

kt(Xn)→ 0.

Démonstration. Par la Proposition 12.3.3, le morphisme canonique hocolim(X•) →
X est une équivalence d’homotopie. �

Corollaire 12.5.3.

(1) Soit η∗ : h∗ → k∗ une transformation naturelle entre deux théories d’homolo-
gie réduite additives H• → Abgr. Alors, η∗ est une équivalence naturelle si et
seulement si η∗(S0) : h∗(S0)→ k∗(S0) est un isomorphisme de groupes abéliens
gradués.

(2) Soit η∗ : h∗ → k∗ une transformation naturelle entre deux théories d’homolo-
gie réduite additives H op

• → Abgr. Alors, η∗ est une équivalence naturelle si et
seulement si η∗(S0) : h∗(S0)→ k∗(S0) est un isomorphisme de groupes abéliens
gradués.

Démonstration. L’implication⇒ est évidente, donc il suffit d’établir la réciproque.
Dans les deux cas, il suffit de montrer que l’hypothèse entraîne que, pour tout
CW-complexe X pointé, η∗(X) (respectivement η∗(X)) est un isomorphisme.

Une récurrence sur le nombre de cellules, en utilisant l’isomorphisme de sus-
pension, l’exactitude et le lemme des cinq démontre le résultat pour X un com-
plexe fini. Plus généralement, cet argument permet de conclure lorsque X est un
complexe de dimension finie (on utilise l’hypothèse d’additivité et la filtration cel-
lulaire).

Pour démontrer le cas général, on utilise la filtration cellulaire de X . En homo-
logie, le résultat découle du passage à la colimite. En cohomologie, on utilise la
suite exacte de Milnor du Corollaire 12.5.2, qui est naturelle ; le résultat découle du
lemme des cinq. �

Il existe une version stable du Corollaire 12.5.2 pour les CW-spectres.

Théorème 12.5.4. Soit E[0] ⊂ E[1] ⊂ E[2] ⊂ . . . un système direct d’inclusions de sous
CW-spectres et soit E le CW-spectre

⋃
E[n].

(1) Si h∗ : SH → Abgr est une théorie d’homologie réduite additive, alors il existe
un isomorphisme naturel

h∗(E) ∼= colimn→∞h∗(E[n]).

(2) Si k∗ : SH op → Abgr est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il
existe une suite exacte courte naturelle :

0→ lim1
←nk

t−1(E[n])→ kt(E)→ lim
←n

kt(E[n])→ 0.

Démonstration. L’idée de la démonstration est la même que pour celle du théorème
12.5.1. Voir [Rud98, Theorem III.3.4], par exemple. �
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Il y a une variante stable du Corollaire 12.5.3.

Corollaire 12.5.5.

(1) Soit η0 : K0 → L0 une transformation naturelle entre deux théories d’homologie
réduite additives SH → Ab. Alors, η0 est une équivalence naturelle si et seule-
ment si η0(Sn) : K0(Sn) → L0(Sn) est un isomorphisme de groupes abéliens,
∀n ∈ Z.

(2) Soit η0 : K0 → L0 une transformation naturelle entre deux théories de coho-
mologie réduite additives SH op → Ab. Alors, η0 est une équivalence naturelle
si et seulement si η0(Sn) : K0(Sn) → L0(Sn) est un isomorphisme de groupes
abéliens, ∀n ∈ Z.

Démonstration. Rappeler (voir Section 7.5) que les spectres partiels induisent une
filtration d’un spectre E :

ΣE0 ⊂ E≤1 ⊂ E≤2 ⊂ . . . E

telle queE = colimE≤m, par la Proposition 7.5.2. En plus, pourm ∈ N, il existe une
transformation naturelle Σ∞E[−m] → E≤m qui est une équivalence d’homotopie
stable.

A l’aide du Théorème 12.5.4, on déduit que, pour démontrer le résultat, il suf-
fit de montrer que les transformations naturelles sont des isomorphismes sur les
spectres de suspension. Ce résultat est conséquence du Corollaire 12.5.3. �

Remarque 12.5.6. La démonstration du Corollaire 12.5.5 montre que les sphères
Sn ∈ ObSH (n ∈ Z) engendrent la catégorie d’homotopie stable.

12.6. La théorie d’homologie associée à un spectre. La définition suivante corres-
pond à une théorie d’homologie réduite.

Définition 12.6.1. Soit E ∈ ObSH un spectre. La théorie d’homologie associée à
E est le foncteur

E∗ : SH → Abgr

défini par
En(F ) := [Sn, E ∧ F ].

Par restriction le long du foncteur Σ∞ : H• → SH , on obtient une théorie d’ho-
mologie :

E∗ : H• → Abgr

En(X) := [Sn, E ∧ Σ∞X], pour X un CW-complexe pointé.

Lemme 12.6.2. Soit E ∈ ObSH un spectre et A → B → C une suite cofibre de SH .
Alors, il existe une suite exacte longue en homologie

. . .→ En(A)→ En(B)→ En(C)→ En−1(A)→ . . . .

Démonstration. Conséquence de la Proposition 10.3.14 et de la Proposition 11.2.2.
�

Proposition 12.6.3. Soit E un spectre. Alors le foncteur E∗ : SH → Abgr est une
théorie d’homologie réduite additive.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 12.6.4. La théorie d’homologie associée au spectre S est l’homotopie
stable π∗(−).

Le résultat suivant montre qu’on peut calculer l’homologie d’un spectre en termes
de l’homologie des espaces du spectre.
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Théorème 12.6.5. SoientE,F ∈ ObSH deux spectres et n ∈ Z un entier. Alors il existe
un isomorphisme

En(F ) ∼= colimt→∞En+t(Ft).

Démonstration. (Cf. [Rud98, Theorem III.4.21].) Le résultat est une conséquence du
Théorème 12.5.4, en utilisant la filtration de la Proposition 7.5.2, comme dans la
démonstration du Corollaire 12.5.5. �

12.7. La théorie de cohomologie associée à un spectre.

Définition 12.7.1. Soit E ∈ ObSH un spectre. La théorie de cohomologie associée

E∗ : SH op → Abgr

est définie par En(F ) := [F,E[n]].
Par restriction le long du foncteur Σ∞ on obtient

E∗ : H op
• → Abgr,

En(X) := [Σ∞X,E[n]].

Lemme 12.7.2. Soit E ∈ ObSH un spectre et A → B → C une suite cofibre de SH .
Alors, il existe une suite exacte longue en cohomologie induite :

. . .→ En(C)→ En(B)→ En(A)→ En+1(C)→ . . . .

Démonstration. Conséquence du Lemme 10.3.11. �

Proposition 12.7.3. Soit E ∈ ObSH un spectre. Alors le foncteur E∗ : SH op → Abgr

est une théorie de cohomologie réduite additive.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 12.7.4. La théorie de cohomologie associée au spectre S est la cohomotopie,
π∗ : SH op → Abgr.

Théorème 12.7.5. Soient E,F ∈ ObSH deux spectres et n ∈ Z un entier. Alors, il
existe une suite exacte courte de groupes abéliens

0→ lim1
←kE

k+n−1(Fk)→ En(F )→ lim
←k

Ek+n(Fk)→ 0

Démonstration. (Cf. [Rud98, Theorem III.4.21].) La démonstration est analogue à
celle du Théorème 12.6.5. �

12.8. Représentabilité (stable). Soit Z ∈ ObSH un spectre. Alors le foncteur re-
présentable [−, Z] : SH op → Ab est une théorie de cohomologie réduite additive.
On a le lemme de Yoneda dans le cadre additif :

Lemme 12.8.1. Soit Z ∈ ObSH un spectre et soit f : SH op → Ab un foncteur additif
(le morphisme canonique f(X1 ∨ X2) → f(X1) ⊕ f(X2) est un isomorphisme). Alors, il
existe un isomorphisme naturel

Nat([−, Z], f) ∼= f(Z)

entre les transformations naturelles de foncteurs à valeurs dans les groupes abéliens et le
groupe abélien f(Z).

Démonstration. Une transformation naturelle η : [−, Z]→ f fournit l’élément ηZ(1Z) ∈
f(Z). Réciproquement, un élément ι ∈ f(Z) définit une transformation naturelle de
foncteurs à valeurs dans les ensembles, par g ∈ [X,Z] 7→ f(g)(ι). Il reste à vérifier
que la transformation naturelle est additive.

L’hypothèse que f soit additive entraîne que la codiagonale Z ∨ Z → Z induit
l’inclusion diagonale f(Z)→ f(Z)⊕ f(Z) et que la diagonale X → X ∨X induit la
codiagonale f(X)⊕ f(X)→ f(X). (Exercice : vérifier ces affirmations.)
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Soit f, g : X ⇒ Z deux morphismes, alors la somme f + g est représentée par la
composée :

X → X ∨X f∨g→ Z ∨ Z → Z.

En appliquant le foncteur f, on obtient la composée suivante :

f(Z)→ f(Z)⊕ f(Z)
f(f)⊕f(g)→ f(X)⊕ f(X)→ f(X)

dans la catégorie Ab des groupes abéliens. Ceci est précisément la somme f(f) +
f(g), ce qui montre que la transformation naturelle est additive (exercice : vérifier
cette affirmation). �

Définition 12.8.2. Une théorie de cohomologie réduite L0 : SH op → Ab est repré-
sentable s’il existe un spectre ZL ∈ ObSH et un isomorphisme naturel [−, ZL]

∼=→
L0(−).

Remarque 12.8.3. Toute théorie de cohomologie représentable est additive.

Proposition 12.8.4. Soit K0, L0 : SH op → Ab deux théories de cohomologie représen-
tables, représentées respectivement par spectres ZK et ZL. Alors

(1) il existe un isomorphisme entre l’ensemble des transformation naturels K0 → L0

de théories de cohomologie réduites et [ZK , ZL] ;

(2) l’objet ZK qui représente K0 est unique à isomorphisme (non-canonique) près.

Démonstration. Exercice. �

Le résultat suivant est une version stable du Théorème de représentabilité de
Brown.

Théorème 12.8.5. Soit L0 : SH op → Ab une théorie de cohomologie réduite additive.
Alors L0 est représentable.

Démonstration. On construit par récurrence une suite de CW-spectres {E[n]|n ∈
N}, munie d’éléments ιn ∈ L0(E[n]) (donc ιn définit une transformation naturelle
[−, E[n]]→ L0(−)) et inclusions φn : E[n] ↪→ E[n+ 1] de CW-spectres, ∀n ∈ N, tels
que :

(1) ∀r ∈ Z, la transformation ι0(Sr) : [Sr, E[0]]� L0(Sr) est surjective ;

(2) φ∗n(ιn+1) = ιn ∈ L0(E[n]), et donc, ∀r ∈ Z, la transformation ιn(Sr) :
[Sr, E[0]]� L0(Sr) est surjective ;

(3) ker
(
ιn(Sr) : [Sr, E[n]] � L0(Sr)

)
⊂ ker

(
(φn)∗ : [Sr, E[n]] → [Sr, E[n +

1]]
)
.

La deuxième condition correspond à un diagramme commutatif de transforma-
tions naturelles :

[−, E[n]]
ιn

&&MMMMMMMMMM

(φn)∗

��

L0(−)

[−, E[n+ 1]].

ιn+1

88qqqqqqqqqq

On pose E[0] :=
∨
r∈Z

∨
α∈L0(Sr) S

r ; en utilisant l’hypothèse que L0 est addi-
tive, il existe un élément canonique ι0 ∈ L0(E[0]). Par construction, la transforma-
tion naturelle ι0 induit une surjection ι0(Sr), ∀r ∈ Z.
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Pour l’étape de récurrence, soit κr le noyau de ιn(Sr) : [Sr, E[n]] � L0(Sr). Il
existe un morphisme évident ∨

r∈Z

∨
β∈κr

Sr → E[n]

dans la catégorie SH . On peut supposer que ce morphisme est représenté par un
morphisme cellulaire de CW-spectres, et on prend pourE[n+1] la cofibre homoto-
pique du morphisme. Donc E[n+ 1] est un CW-spectre et il existe une suite cofibre∨

r∈Z

∨
β∈κr

Sr → E[n]
φn→ E[n+ 1]

dans SH , où φn est représenté par l’inclusion d’un sous CW-spectre. La suite co-
fibre induit une suite exacte

L0(E[n+ 1])→ L0(E[n])→ L0(
∨
r∈Z

∨
β∈κr

Sr).

Par construction, l’image de ιn ∈ L0(E[n]) dans L0(
∨
r∈Z

∨
β∈κr S

r) est zéro, donc
il existe ιn+1 ∈ L0(E[n+ 1]) qui relève ιn. Également par construction, on a que le
noyau de ιn(Sr) est contenu dans le noyau de (φn)∗ : [Sr, E[n]] → [Sr, E[n + 1]],
car on a rattaché des cellules pour tuer ce noyau.

On pose E :=
⋃
E[n], donc E est un CW-spectre. La suite exacte de Milnor,

Théorème 12.5.4, montre que le système des éléments ιn définit un élément ι ∈
L0(E), puisque L0(E)� lim← L0(E[n]) est surjectif.

Il existe un isomorphisme [Sr, E] ∼= colim[Sr, E[n]], donc les surjections ιn(Sr) :
[Sr, E[n]] � L0(Sr) induisent une surjection ι(Sr) : [Sr, E] � L0(Sr). Il reste à
montrer que le morphisme ι(Sr) est injectif. Un élément du noyau est représenté
par un élément κ ∈ [Sr, E[n]], pour n � 0. Par construction, cet élément devient
zéro dans [Sr, E[n+ 1]].

On a construit une transformation naturelle ι : [−, E] → L0(−) qui est un iso-
morphisme sur les spectres Sr, donc est une équivalence naturelle, par le Corollaire
12.5.5. �

Remarque 12.8.6. Il existe une version instable (plus générale) du théorème de re-
présentabilité de Brown ; voir [Swi02, Chapter 9], par exemple. Il existe une autre
approche à la démonstration du Théorème 12.8.5 qui construit un Ω-spectre qui
représente la théorie de cohomologie (Cf. [Sel97, Theorem 13.4.2].)

12.9. Théories d’homologie et de cohomologie non-réduites. Rappeler que le ra-
jout d’un point de base disjoint induit un foncteur

(−)+ : H →H•.

En particulier, une théorie d’homologie réduite E∗ : H• → Abgr induit une théorie
d’homologie non-réduite :

E∗ : H → Abgr

X 7→ E∗(X+).

De même, une théorie de cohomologie réduite E∗ : H op
• → Abgr induit une

théorie d’homologie non-réduite :

E∗ : H op → Abgr

X 7→ E∗(X+).

Exercice 12.9.1. Préciser les axiomes d’une théorie d’homologie (resp. cohomologie)
non-réduite.
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13. Ω-SPECTRES rrS

13.1. Définitions et premiers résultats.

Définition 13.1.1. Un spectre E ∈ ObSp est un Ω-spectre si tous les morphismes
de structure σ̃En : En → ΩEn+1 sont des équivalences faibles (induisent des iso-
morphismes en groupes d’homotopie).

Remarque 13.1.2. Soit X un CW-complexe pointé ; alors, par Milnor, l’espace de
lacets ΩX a le type d’homotopie d’un CW-complexe pointé. Donc, si E est un CW-
spectre, alors E est un Ω-spectre si et seulement si σ̃En : En → ΩEn+1 est une
équivalence d’homotopie, quelque soit n ∈ N.

Noter que, pour plusieurs auteurs, un Ω-spectre est un spectre tel que tous les
morphismes de structure σ̃En : En → ΩEn+1 sont des équivalences d’homotopie.
Pour les CW-spectres, il n’y a pas d’ambiguité.

Lemme 13.1.3. Soit E un Ω-spectre, alors le morphisme de structure σEn induit un iso-
morphisme naturel π∗(En)

∼=→ π∗+1(En+1), quelque soit n ∈ N.
Par conséquent, il existe des isomorphismes naturels :

πs(E) ∼=
{
πs(E0) s ≥ 0
π0(E−s) s < 0.

Démonstration. Exercice. �

Proposition 13.1.4. Soient E,F deux Ω-spectres et f : E → F un morphisme de
spectres. Alors le morphisme f est une équivalence d’homotopie stable si et seulement si f
est une équivalence d’homotopie stricte (π∗(En)→ π∗(Fn) est un isomorphisme, quelque
soit n ∈ N).

Démonstration. Les isomorphismes du Lemme 13.1.3 sont naturels. �

Proposition 13.1.5. Soient g : E → E′ une équivalence stricte entre deux spectres. Alors,
E est un Ω-spectre si et seulement si E′ est un Ω-spectre.

Démonstration. Soit n un nombre naturel ; g est un morphisme de spectres, donc on
dispose du diagramme commutatif :

En
σ̃En //

gn

��

ΩEn+1

Ωgn+1

��
E′n

σ̃E
′

n

// ΩE′n+1

Par l’hypothèse sur g, les morphismes gn et Ωgn+1 sont des équivalences faibles,
d’où le résultat. �

Remarque 13.1.6.

(1) On a utilisé le fait que le foncteur Ω préserve les équivalences faibles entre
espaces topologiques pointés. Dans des situations plus générales, il faut
utiliser la définition de l’espace de lacets qui passe à la catégorie homoto-
pique (essentiellement le foncteur dérivé à droite, à la Quillen).

(2) Si on utilise la définition plus forte de Ω-spectre (les équivalences sont des
équivalences d’homotopie), il faut exiger que chaque gn est une équiva-
lence d’homotopie.

Théorème 13.1.7. Soit E un spectre. Il existe un Ω-spectre E′ et une équivalence d’ho-
motopie stable E → E′.
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Démonstration. (Indications) Soit n un nombre naturel ; les morphismes de struc-
ture σ̃E fournissent un système direct d’espaces topologiques pointés :

En → ΩEn+1 → . . .→ ΩtEn+t → . . .

où ΩtEn+t → Ωt+1En+t+1 est le morphisme Ωtσ̃En .
On définit E′n := hocolimΩtEn+t ; par construction (et la fonctorialité du fonc-

teur téléscope), les morphismes de structure du spectreE induisent les morphismes
de structure σ̃E

′

n : E′n → ΩE′n+1, donc E′ est un spectre ; de même, les morphismes
de structure du spectre E induisent le morphisme de spectres E → E′.

Il reste à vérifier les deux points suivants :

(1) le spectre E′ est un Ω-spectre ;

(2) le morphisme E → E′ est une équivalence d’homotopie stable.

(Exercice.) �

Remarque 13.1.8. Si on souhaite travailler dans la catégorie des CW-spectres, il faut
modifier cette construction (voir par exemple [Rud98, Proposition II.1.21]). Soit
E un CW-spectre, alors quelque soit n ∈ N, on peut construire un diagramme
commutatif :

En
� � //

=

��

ΩEn+1

'
��

� � // Ω2En+1

'
��

� � // Ω3En+1

'
��

� � // . . .

En // ΩEn+1
// Ω2En+2

// Ω3En+3
// . . .

dont les morphismes de la ligne supérieure sont des inclusions de sous CW-complexes
et les morphismes verticaux sont des équivalences faibles, donc des équivalences
d’homotopie, puisque chaque ΩkEn+k a le type d’homotopie d’un CW-complexe.

On définit E′′n := hocolimΩkEn+k, de telle sorte que E′′n est un CW-complexe. Il
reste à définir des morphismes de structure. Soit k ∈ N un nombre naturel, alors
on a la composée :

ΩkEn+k → ΩkEn+k
Ωk ˜σn+k→ Ωk+1En+k+1

Ωβ→ ΩΩkEn+k+1,

où β est une inverse à homotopie près de ΩkEn+k+1 → ΩkEn+k+1. Ces mor-
phismes induisent un morphisme

E′′n = hocolimΩkEn+k → hocolim(ΩΩkEn+k+1).

(Noter qu’il faut utiliser le foncteur téléscope, car ces morphismes pour k ∈ N ne
sont compatibles qu’à homotopie près.)

Enfin, il y a un morphisme hocolim(ΩΩkEn+k+1) → Ωhocolim(ΩkEn+k+1) =
ΩE′′n+1 (en général, il existe une transformation naturelle Tel ◦ Ω → Ω ◦ Tel) qui
fournit le morphisme de structure E′′n → ΩE′′n+1.

Par construction, E′′ est un CW Ω-spectre et il y a un morphisme E → E′′ qui
est une équivalence d’homotopie stable.

Ces indications démontrent le résultat suivant.

Corollaire 13.1.9. Soit E un CW-spectre. Alors, il existe un CW Ω-spectre Ẽ et une
équivalence d’homotopie stable E → Ẽ.

13.2. Le foncteur Ω∞. Le foncteur Σ∞ : T• → Sp est l’adjoint à gauche du fonc-
teur d’évaluation EvΩ

0 : Sp → T•, E 7→ E0, et le foncteur Σ∞ induit un fonc-
teur Σ∞ : H• → SH . Le foncteur EvΩ

0 n’induit pas directement un foncteur
SH → H•, car il n’envoie pas les équivalences d’homotopie stable à des équi-
valences faibles en général. Par contre, le foncteur EvΩ

0 envoie une équivalence
d’homotopie stricte à une équivalence faible.
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Lemme 13.2.1. Soit E un CW-spectre. La transformation naturelle Σ∞E0 → E induit
une transformation naturelle

ηX : [X,E0]H• → [Σ∞X,E]SH

de foncteurs H op
• → E ns•, où E ns• est la catégorie des ensembles pointés.

Si E est un Ω-spectre, alors quelque soit n ∈ N, ηSn : πn(E0) → πn(E) induit
l’isomorphisme du Lemma 13.1.3

Démonstration. Le premier point est évident. Pour le deuxième point, il faut utiliser
l’identification πn(E) ∼= [Sn, E]SH du Corollaire 8.7.5 �

Théorème 13.2.2. Le foncteur Σ∞ : H• → SH admet un adjoint à droite

Ω∞ : SH →H•.

Démonstration. (Indications) Théorème 13.1.7 fournit une construction fonctorielle
d’un Ω-spectre Ẽ associé à un CW-spectre E. On définit Ω∞E := Ẽ0. ( :-( Le

spectre Ẽ n’est pas un CW-spectre ; cependant Ẽ0 a le type d’homotopie d’un CW-
complexe.) On peut montrer que cette définition fournit un foncteur

Ω∞ : SH →H•.

Il reste à montrer que le foncteur X 7→ [Σ∞X,E]SH est naturellement équivalent
au foncteur X 7→ [X,Ω∞E]H• . On vérifie que tous les deux correspondent à la
partie de degré zéro d’une théorie de cohomologie réduite additive, de telle sorte
que le morphisme fourni par le Lemme 13.2.1 est la partie de degré zéro d’une
transformation naturelle entre théories de cohomologie.

Donc, pour démontrer le résultat, par le Corollaire 12.5.3, il suffit d’établir que
la transformation naturelle soit un isomorphisme sur les sphères Sn, n ∈ N. Ceci
est une conséquence du Lemme 13.2.1. �
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14. TOURS DE POSTNIKOV

14.1. Spectres connexes.

Définition 14.1.1. Soient E un spectre et n ∈ Z un entier.

(1) E est n-connexe si πi(E) = 0, ∀i ≤ n.

(2) E est connexe s’il est (−1)-connexe.

Exemple 14.1.2. Les spectres suivants sont connexes :

(1) S ;

(2) Σ∞X , pour tout CW-complexe pointé X ;

(3) HA , A un groupe abélien ;

(4) MU .

Les spectres suivants ne sont pas connexes :

(1) Σ−1S ;

(2) KU ;

(3) Plus généralement, si E est un spectre périodique (il existe un entier d tel
que ΣdE ∼= E) alors E est connexe si et seulement si E = 0.

Définition 14.1.3. Soient

(1) SH ≥0 ⊂ SH la sous-catégorie pleine des spectres connexes ;

(2) SH ≤0 ⊂ SH la sous-catégorie pleine des spectres E tel que πi(E) = 0
∀i > 0. (On pourrait parler de spectres coconnexes.)

Proposition 14.1.4. Soit m, d ∈ Z deux entiers.

(1) Soit E un spectre m-connexe. Alors ΣdE est un spectre m + d-connexe. En par-
ticulier, la sous catégorie SH ≥0 est stable par la suspension, Σ, qui induit un
foncteur Σ : SH ≥0 → SH ≥0.

(2) Le foncteur désuspension induit un foncteur Σ−1 : SH ≤0 → SH ≤0.

(3) Soient X → Y → Z une suite cofibre alors :

(a) si X et Y sont m-connexes, alors Z est m-connexe ;

(b) si X et Z sont m-connexes, alors Y est m-connexe.

Démonstration. Exercice. �

Lemme 14.1.5. Soit E ∈ SH ≥0 un spectre connexe. Alors, il existe un système direct
d’inclusions de sous CW-spectres :

0 = E−1 ⊂ E0 ⊂ E1 ⊂ . . .

muni de morphismes φn : En → E tel que

(1) ∀n ∈ N, φn|En−1 = φn−1 ;

(2) ∀n ∈ N, il existe une suite cofibre de la forme :∨
Sn−1 → En−1 → En;

(3) le morphisme induit par les φn, φ :
⋃
nEn → E est un isomorphisme dans SH .

Démonstration. On construit les spectres En et les morphismes φn par récurrence
afin que πi(φn) est un isomorphisme pour i < n et est surjectif pour i = n. Pour
démarrer la récurrence, on prend E−1 = 0.
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Pour l’étape de récurrence, soit Kn le noyau de la surjection πn(φn) : πn(En)�
πn(E). Pour k ∈ Kn, on choisit un morphisme cellulaire de spectres fk : Sn → En
qui représente k dans SH . On définit E′n+1 la cofibre du morphisme∨

k∈Kn

Sn
∨
fk→ En

induit par les morphismes En. Par construction, le morphisme φn se factorise à
travers un morphisme φ′n+1 : E′n+1 → E et le morphisme π∗(φ′n+1) est un isomor-
phisme pour i ≤ n.

Pour terminer l’étape de récurrence, on rajoute des cellules afin d’obtenir une
surjection : on pose

En+1 := E′n+1 ∨
∨

λ∈πn+1(E)

Sn+1

muni du morphisme φn+1 : En+1 → E induit par φ′n+1 et des représentants
Sn+1 → E des classes d’homotopie λ ∈ πn+1(E). On peut vérifer que (En+1, φn+1)
satisfait l’hypothèse de récurrence. �

Remarque 14.1.6. Ce résultat devrait être démontré sans faire intevenir la catégorie
des spectres sous-jacents. En particulier, on peut éviter le choix d’un représentant
cellulaire fk, car k est un morphisme de SH . Les CW-spectres apparaissent sim-
plement afin de pouvoir définir

⋃
En. Cette construction peut être remplacée par

la colimite homotopique. (Voir la définition suivante.)

Définition 14.1.7. Soit X0 → X1 → X2 → . . . un système direct de la catégorie
SH , muni de morphismes de structure gn : Xn → Xn+1. La colimite homotopique
hocolim(X•) de ce système direct est la cofibre du morphisme∨

n∈N
Xn →

∨
n∈N

Xn

qui est induit par in − in+1 ◦ gn : Xn →
∨
Xn, où in est l’inclusion du n-ième

facteur.

Proposition 14.1.8. Soient E ∈ ObSH ≥0 un spectre connexe et F un spectre tel que
πi(F ) = 0, ∀i ≥ 0. Alors [E,F ] = 0.

Démonstration. Il faut montrer que [E,F ] = F 0(E) = 0.
Par le Lemme 14.1.5, on peut supposer que E est la colimite homotopique d’un

système direct
0 = E−1 ⊂ E0 ⊂ E1 ⊂ . . .

qui correspond à une filtration cellulaire.
La suite exacte de Milnor donne une suite exacte courte

0→ lim1{F−1(En)} → F 0(E)→ limF 0(En)→ 0,

donc il suffit de montrer que chaque groupe F 0(En) et F−1(En) est trivial. La
démonstration est par récurrence sur n. L’hypothèse sur F entraîne que, ∀j ≥ 0 :

F 0(
∨
Sj) = 0 = F−1(

∨
Sj).

La suite cofibre ∨
Sn → En → En+1

induit une suite exacte longue :

. . .→ F a−1(
∨
Sn)→ F a(En+1)→ F a(En)→ F a(

∨
Sn)→ .

Si F 0(En) = 0 = F−1(En), alors la suite exacte montre que F 0(En+1) = 0 =
F−1(En+1). �
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Lemme 14.1.9. Soient E un spectre m-connexe et F un spectre n-connexe. Alors, le
spectre E ∧ F est m + n + 1-connexe. En particulier, le produit smash de deux spectres
connexes est connexe, donc induit un foncteur :

∧ : SH ≥0 ×SH ≥0 → SH ≥0.

Démonstration. Exercice. (En utilisant le Lemme 14.1.5, on peut réduire au cas F =
Sj , j ≥ n+ 1.) �

14.2. Tours de Postnikov.

Théorème 14.2.1. Soit E ∈ ObSH un spectre. Alors il existe une suite cofibre :

E≥0
i≥0→ E

p<0→ E<0

telle que

(1) E≥0 est connexe ;

(2) πi(E<0) = 0, ∀i ≥ 0 ;

(3) πs(i≥0) est un isomorphisme ∀s ≥ 0 et πs(p<0) est un isomorphisme ∀s < 0.

Si F ∈ SH ≥0 est un spectre connexe, alors tout morphisme F → E se factorise canoni-
quement dans SH à travers E≥0 → E.

En particulier, si G ∈ ObSH est un spectre et g : E → G est un morphisme de SH ,
il existe un morphisme de suites cofibres :

E≥0
//

g≥0

��

E //

g

��

E<0

g<0

��
G≥0

// G // G<0

dont le morphisme g≥0 : E≥0 → G≥0 est la factorisation canonique de la composée :
E≥0 → E → G.

Démonstration. On construit d’abord le morphisme p<0 : E → E<0 ; la suite cofibre
est alors la suite cofibre associée. Comme indiquée dans la Remarque 14.1.6, la
démonstration peut se faire entièrement dans la catégorie SH . Pour rester plus
explicite, on utilise ici les CW-spectres.

On construit par récurrence sur n ∈ N des CW-spectresE<0,n muni d’inclusions
de CW-spectres E<0,n ⊂ E<0,n+1 tels que

(1) πi(E<0,n) = 0, 0 ≤ i < n ;

(2) l’inclusion E ↪→ E<0,n induit un isomorphisme en groupes πs, pour s < 0.

Pour démarrer la récurrence, on pose E<0,0 = E.
Pour l’étape de récurrence, on choisit pour chaque λ ∈ πn(E<0,n) un représen-

tant cellulaire fλ : Sn → E<0,n et on prend pour E<0,n+1 la cofibre du morphisme∨
λ∈πn(E<0,n) S

n

∨
λ∈πn(E<0,n) fλ

// E<0,n.

Alors, la suite exacte longue en homotopie et le fait que S est connexe montre que
E<0,n+1 a les propriétés requises.

On pose E<0 :=
⋃
E<0,n. Puisque homotopie stable commute aux colimites, le

spectre E<0 et le morphisme p<0 : E → E<0 ont les propriétés recherchées.
Considérer un spectre connexe, F ; la Proposition 14.1.8 montre que [F,E<0] = 0

et [F,Σ−1E<0] = 0. Alors, la suite exacte longue associée à la suite cofibre E≥0 →
E → E<0 :

0 = [F,Σ−1E<0]→ [F,E≥0]→ [F,E]→ [F,E<0] = 0

montre que [F,E≥0]→ [F,E] est un isomorphisme.
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Soit G un spectre, alors par ce résultat, un morphisme de spectres g : E → G
induit un carré commutatif :

E≥0
//

g≥0

��

E

g

��
G≥0

// G,

dont le morphisme g≥0 est unique, et donc un morphisme de suites cofibres. �

Remarque 14.2.2. A l’aide de l’algèbre homotopique, on peut rendre cette construc-
tion fonctorielle.

On a toujours la propriété d’unicité à isomorphisme près suivant :

Corollaire 14.2.3. Soit E ∈ ObSH un spectre et soient E≥0 → E → E<0 et E′≥0 →
E → E′<0 deux suites cofibres qui satisfont les conditions du Théorème 14.2.1. Alors il
existe un isomorphisme unique E≥0 → E′≥0 qui figure dans un isomorphisme de suites
cofibres :

E≥0
//

∼=
��

E // E<0

∼=
��

E′≥0
// E // E′<0.

En particulier, E≥0 → E est unique à isomorphisme canonique près et E<0 est unique à
isomorphisme près.

Démonstration. Exercice. (Pour l’unicité de E≥0, on utilise la propriété d’unicité
donnée dans le Théorème 14.2.1.) �

Notation 14.2.4. Soient E ∈ ObSH un spectre et n un entier. On écrit
(1) E≥n pour le spectre Σn

(
(E[−n])≥0

)
;

(2) E<n pour le spectre Σn
(
(E[−n])<0

)
;

(3) E≤n pour le spectre Σn−1
(
(E[1− n])<0

)
.

Corollaire 14.2.5. Soient E ∈ ObSH un spectre et n ∈ Z un entier. Alors il existe une
suite cofibre :

E≥n
i≥n→ E

p<n→ E<n

telle que
(1) E≥n = 0 est n− 1-connexe ;
(2) πi(E<n) = 0, ∀i ≥ n ;
(3) πs(i≥n) est un isomorphisme ∀s ≥ n et πs(p<n) est un isomorphisme ∀s < n.

Démonstration. Exercice. �

Corollaire 14.2.6. Soit E ∈ ObSH un spectre. Il existe une tour de spectres en dessous
de E :

E

p<n

��

p<n−1

$$I
IIIIIIII

. . . // E<n+1
// E<n // E<n−1

// E<n−2
// . . .

et une tour de spectres au dessus de E :

. . . // E≥n+1
// E≥n //

i≥n

��

E≥n−1
//

i≥n−1zzvvvvvvvvv
E≥n−2

// . . .

E.
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Le morphisme induit
hocolim(E≥n)→ E

est un isomorphisme dans SH .

Démonstration. Exercice. �

14.3. L’isomorphisme de Hurewicz.

Exemple 14.3.1. La construction de la tour de Postnikov induit une suite cofibre :

S≥1 → S → HZ

où le morphisme S → HZ est le morphisme unique de SH qui induit l’identité
Z = π0(S)→ π0(HZ) = Z.

Remarque 14.3.2. Le morphisme S → HZ est l’unité

ηHZ : S → HZ

de la structure de spectre en anneaux de HZ . (Voir la section 15.)

On a la version stable de l’isomorphisme de Hurewicz :

Proposition 14.3.3. Soit F ∈ ObSH un spectre. Alors, il existe une suite cofibre

S≥1 ∧ F → F
ηHZ∧F→ HZ ∧ F

où le morphisme ηHZ ∧ F induit le morphisme de Hurewicz

π∗(F )→ HZ∗F

en homologie.
En particulier, si F est n− 1-connexe (pour n ∈ Z), alors le morphisme

πn(F )→ HZnF

est un isomorphisme.

Démonstration. La suite cofibre est la suite F ∧ (S≥1 → S → HZ).
Si F est n − 1-connexe, alors F ∧ S≥1 est n-connexe, par le Lemme 14.1.9 ; de

même, le spectre F ∧HZ est n − 1-connexe. En particulier, la suite exacte longue
en homotopie donne :

0 = πn(F ∧ S≥1)→ πn(F )→ πn(F ∧HZ) = HZn(F )→ 0 = πn−1(F ∧ S≥1),

donc le morphisme de Hurewicz, πn(F )→ HZn(F ), est un isomorphisme. �

Corollaire 14.3.4. Soient f : X → Y un morphisme de SH entre deux spectres n-
connexes, pour n ∈ Z. Alors f est un isomorphisme si et seulement si HZ∗(f) est un
isomorphisme.

Démonstration. Soit X
f→ Y → Z la suite cofibre associée à f (unique à isomor-

phisme non-unique près). Alors Z est un spectre n-connexe, par la Proposition
14.1.4, et f est un isomorphisme si et seulement si Z = 0 dans SH , ce qui est
équivalent à π∗(Z) = 0.

Par la suite exacte longue en homologie HZ∗, il suffit de montrer que π∗(Z) =
0 si et seulement si HZ∗(Z) = 0. L’implication ⇒ est évidente (car la première
condition est équivalent à Z = 0) ; considérons la réciproque.

Supposons que π∗(Z) 6= 0, alors il existe un entier minimal s tel que πs(Z) = 0,
et par la n-connexité de Z, s > n. Quitte à remplacer n par s− 1, on peut supposer
que s = n + 1. Mais, par la Proposition 14.3.3, on a l’isomorphisme de Hurewicz
πs(Z) ∼= HZs(Z), donc HZs(Z) 6= 0. X �
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14.4. Spectres de Moore et spectres d’Eilenberg-MacLane.

Définition 14.4.1. Soit A ∈ Ab un groupe abélien. Un spectre de Moore de type A
est un spectre connexe M(A) tel que

HZ∗(M(A)) =
{
A ∗ = 0
0 sinon.

Proposition 14.4.2. Soit A un groupe abélien. Il existe un spectre de Moore M(A) de
type A et, si M(A)′ en est un deuxième, il existe un isomorphisme dans SH

M(A) ∼= M(A)′.

Démonstration. Soit A un groupe abélien ; il existe une présentation projective du
groupe A de la forme :

0→ R
α→ F → A→ 0,

où F est un groupe abélien libre, F ∼=
⊕

i∈I Z, F � A est surjectif et R est son
noyau, qui est un groupe abélien libre R ∼=

⊕
j∈J Z.

Le morphisme α peut être réalisé dans SH : il existe un morphisme

α :
∨
j∈J

S →
∨
i∈I

S

tel que π0(α) identifie àα via les isomorphismesR ∼= π0(
∨
j∈J S) etF ∼= π0(

∨
i∈I S).

On définit M(A) par la suite cofibre :∨
j∈J

S
α→
∨
i∈I

S →M(A).

Par construction, le spectre M(A) est connexe (par la Proposition 14.1.4) et la suite
exacte longue en homologie montre que M(A) est bien un spectre de Moore de
type A.

Soit M(A)′ un deuxième spectre de Moore de type A. Alors, l’isomorphisme
A ∼= HZ0(M(A)′) induit un isomorphisme A ∼= π0(M(A)′), par l’isomorphisme
de Hurewicz, Proposition 14.3.3. En particulier, on obtient une surjection F ∼=⊕

i∈I Z � π0(M(A)′). Cette surjection est réalisée dans la catégorie SH par un
morphisme g :

∨
i∈I S →M(A)′, qui induit un diagramme :∨

j∈J S α //
∨
i∈I S //

g

��

M(A)

g′zz
M(A)′,

où la suite horizontale est la suite cofibre qui définit M(A) et le morphisme g′ en
pointillés existe puisque la composée g ◦ α est trivial en homotopie.

On vérifie que HZ∗(g′) est un isomorphisme (essentiellement par construction),
donc g′ est un isomorphisme, par Corollaire 14.3.4. �

Remarque 14.4.3. Noter que la Proposition montre que la classe d’isomorphisme de
M(A) construit explicitement dans la démonstration ne dépend pas du choix de
présentation.

Exemple 14.4.4. Pour les groupes abéliens cycliques, on a les modèles suivants :

(1) M(Z) le spectre S ;

(2) pour n ∈ N, soit M(Z/n) la cofibre du morphisme S n→ S.
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Exemple 14.4.5. Soit A un groupe abélien finiment engendré. Il existe un isomor-
phisme A ∼= Zd ⊕

⊕
i∈I Z/ni, où d est un nombre naturel {ni ∈ N|i ∈ I } est un

ensemble fini.
Il y a un isomorphisme dans SH :

M(A) ∼= M(Z)∨d ∨
∨
i∈I

M(Z/ni).

Proposition 14.4.6. SoientA,B deux groupes abéliens. Alors l’homologie HZ0 : SH →
Ab induit une surjection de groupes abéliens.

HZ0 : HomSH (M(A),M(B))� HomAb(A,B).

Tout élément du noyau de HZ0 se factorise

M(A)→
∨
S1 →M(B).

Démonstration. La surjectivité se démontre par l’argument utilisé dans la démons-
tration de la Proposition 14.4.2.

On peut supposer que M(A) est défini par une suite cofibre de la forme :∨
j∈J

S
α→
∨
i∈I

S →M(A).

Alors, soit f : M(A) → M(B) un élément du noyau de HZ0. Par l’isomorphisme
de Hurewicz, π0(f) est trivial et on déduit facilement que f se factorise :

M(A)

f

��

//
∨
j∈J S1

f ′yy
M(B)

à travers la cofibre de
∨
i∈I S →M(A). �

Remarque 14.4.7. Au fait, si B est un groupe fini, sans 2-torsion, alors

HZ0 : HomSH (M(A),M(B))� HomAb(A,B)

est un isomorphisme. Pour démontrer ce fait, il suffit de montrer que l’hypothèse
entraîne que π1(M(B)) est trivial. Pour effectuer ce calcul, on a besoin du fait que
π1(S) ∼= Z/2 ∼= π2(S).

On prend la définition suivante des spectres d’Eilenberg-MacLane (qui est com-
patible avec la définition explicite qu’on a utilisée jusqu’à présent).

Définition 14.4.8. Soit A un groupe abélien. Un spectre d’Eilenberg-MacLane de
type A est un spectre HA tel que

π∗(HA) =
{
A ∗ = 0
0 sinon.

Lemme 14.4.9. Soit M(A) un spectre de Moore de type A ∈ Ab. Alors M(A)≤0 est un
spectre d’Eilenberg-MacLane HA .

Démonstration. Exercice. �

Théorème 14.4.10. Soient A,B deux groupes abéliens. Le foncteur π0 induit un isomor-
phisme

[HA,HB ]
∼=→ HomAb(A,B).
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Démonstration. (Indications). Surjectivité : par la Proposition 14.4.6 un morphisme
de groupes abéliens f : A→ B est induit par un morphisme de spectres de Moore
f̃ : M(A)→M(B). Alors, ce morphisme induit

f̃≤0 : M(A)≤0 = HA → HB = M(A)≤0

qui induit f en homotopie. A priori, ce morphisme n’est pas unique.
Pour l’injectivité, en utilisant le fait que SH est une catégorie additive, il suffit

de montrer que tout morphisme g : HA → HB qui induit le morphisme 0 en
homotopie est trivial. Soit Z la cofibre de g. Alors, par la suite exacte longue en
homotopie, la suite cofibre

HB → Z → ΣHA
induit isomorphismes π0(Z) = B et π1(Z) = A, tous les autres groupes d’homoto-
pie de Z étant triviaux. (On utilise le fait que π0(g) = 0.)

En particulier, Z≤0
∼= HB dans SH et la suite cofibre est scindée par le mor-

phisme Z → Z≤0, donc Z ∼= HB ∨ ΣHA . Ceci entraîne que g est le morphisme
trivial. (Exercice !) �

Remarque 14.4.11. Un morphisme g de SH qui est trivial en homotopie n’est pas
nécessairement le morphisme trivial. Par exemple, l’opérateur Bockstein en homo-
logie à coefficients Z/p est induit par un morphisme de spectres

β : HZ/p → ΣHZ/p.
Pour définir le Bockstein, on utilise la suite cofibre de spectres

HZ → HZ → HZ/p

induit par la suite exacte courte 0→ Z p→ Z→ Z/p→ 0. La suite de Puppe fournit
β̃ : HZ/p → HZ [1], le Bockstein intègre. Le morphisme β est obtenu en prenant la
composition avec HZ → HZ/p (après suspension).

Ce morphisme est évidemment trivial en homotopie. Par contre, β n’est pas
le morphisme 0 de SH . (Exercice : démontrer ce fait en considérant l’homologie
HZ/p∗ du spectre de Moore M(Z/p)).

14.5. La t-structure homotopique. Les tours de Postnikov munissent la catégorie
SH d’une t-structure : ceci est une notion générale en théorie de catégories tri-
angulées (voir, par exemple, [GM03, GM99]. En particulier, on peut considérer la
catégorie SH ≥0 ∩SH ≤0, qui est une sous-catégorie pleine de SH . Dans le lan-
gage des t-structures, SH ≥0 ∩SH ≤0 est le coeur de la t-structure.

Lemme 14.5.1. Un spectre E ∈ ObSH appartient à SH ≥0 ∩SH ≤0 si et seulement si
πs(E) = 0 ∀s 6= 0.

Démonstration. Évident. �

Ceci mène à une propriété d’unicité des spectres d’Eilenberg-MacLane.

Proposition 14.5.2. Soit E ∈ ObSH ≥0 ∩ SH ≤0 un spectre dans le coeur de SH .
Alors il existe un isomorphisme canonique dans SH :

γE : M(π0E)≤0 → E

tel que π0(γE) : π0(M(π0E)≤0) = π0E → π0E est le morphisme identité.

Démonstration. (Indications). Par la construction des espaces de Moore, il existe un
morphisme de spectres

M(π0E)→ E

qui induit l’identité en π0(−).
Mais le spectre E appartient à SH ≤0, donc ce morphisme se factorise canoni-

quement comme
M(π0E)→

(
M(π0E)

)
≤0
→ E.
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�

Théorème 14.5.3. Le foncteur π0 induit une équivalence de catégories :

π0 : SH ≥0 ∩SH ≤0

∼=→ Ab.

Le foncteur inverse est le foncteur d’Eilenberg-MacLane

H : Ab→ SH ≥0 ∩SH ≤0

qui associe à un groupe abélien, A, le spectre d’Eilenberg MacLane HA .

Démonstration. (Indications). L’ingrédient essentiel est Théorème 14.4.10 qui montre
que H induit un foncteur Ab → SH . Ce foncteur prend ses valeurs dans la sous-
catégorie pleine SH ≥0 ∩SH ≤0. �

Corollaire 14.5.4. Soit X1 → X2 → X3 une suite dans la catégorie SH ≥0 ∩ SH ≤0

(donc la composition est triviale). Alors la suite est une suite cofibre si et seulement si

π∗(X1)→ π∗(X2)→ π∗(X3)

est une suite exacte courte de groupes abéliens.
Réciproquement, une suite exacte courte 0 → A → B → C → 0 de groupes abéliens

induit une suite cofibre
HA → HB → HC

de la catégorie SH ≥0 ∩SH ≤0.

Démonstration. Exercice. �

Exemple 14.5.5. Soit n un entier positif. Alors, la suite exacte courte Z n→ Z→ Z/n
induit une suite cofibre

HZ → HZ → HZ/n.
En particulier, il exite un isomorphisme HZ/n ∼= (S/n) ∧HZ .

On peut préciser le résultat sur les tours de Postnikov.

Proposition 14.5.6. Soient E ∈ ObSH un spectre et n ∈ Z un entier. Alors il existe
suites cofibres

ΣnHπn(E) → E≤n → E≤n−1

et
E≥n+1 → E≥n → ΣnHπn(E) .

Démonstration. Exercice. �

Remarque 14.5.7. Ce résultat montre que chaque spectre peut être construit à partir
des spectres d’Eilenberg-MacLane.

Remarque 14.5.8. La catégorie SH ≤0 n’est pas stable par rapport au produit smash.
De même, la catégorie SH ≥0 ∩SH ≤0 n’est pas stable par le produit smash. Par
exemple, soit p un nombre premier, alors l’homotopie du spectre HZ/p ∧ HZ/p
est duale (en tant qu’espace vectoriel sur Z/p) à l’algèbre de Steenrod, A . L’espace
vectoriel π∗(HZ/p ∧HZ/p) est hautement non-trivial en degrés positifs !

Exercice 14.5.9. Soient A,B deux groupes abéliens. Montrer que (HA ∧HB )≤0
∼=

H(A⊗B) . (Remarque : il suffit de montrer que (M(A) ∧M(B))≤0
∼= H(A⊗B) .)
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Troisième partie 3. Structures multiplicatives et applications

15. STRUCTURES MULTIPLICATIVES

15.1. Spectres en anneaux. Rappeler que S est le spectre des suspensions Σ∞S0.

Définition 15.1.1. Un spectre en anneaux est un spectre E ∈ ObSH muni de
morphismes η : S → E (unité) et µ : E ∧E → E (produit) tels que les diagrammes
suivants commutent dans SH :

E ∼= S ∧ E
η∧E //

E
&&MMMMMMMMMMMM E ∧ E
µ

��

E ∧ S ∼= E
E∧ηoo

E
xxqqqqqqqqqqqq

(Unité)

E

et

E ∧ E ∧ E
µ∧E //

E∧µ
��

E ∧ E
µ

��

(Associativité)

E ∧ E µ
// E.

Le spectre en anneaux (E,µ, η) est commutatif si le morphisme τ : E∧E → E∧E
d’interchange de facteurs induit un diagramme commutatif :

E ∧ E τ //

µ
##G

GG
GG

GG
GG

E ∧ E

µ
{{wwwwwwww

E.

Exemple 15.1.2. Le spectre S est canoniquement un spectre en anneaux, puisqu’on
dispose de l’isomorphisme canonique S ∧ S ∼= S dans SH .

Exemple 15.1.3.
(1) SoitR un anneau. Alors, le spectre d’Eilenberg-MacLane HR est un spectre

en anneaux, commutatif si R l’est. Le morphisme µ : HR ∧ HR → HR
induit le produit de R en homotopie, π0(µ).

(2) Le spectre KU qui représente la K-théorie complexe est un spectre en an-
neaux commutatif. Le produit est induit par le produit tensoriel de fibrés
vectoriels.

(3) Le spectre MU de cobordisme complexe est un spectre en anneaux com-
mutatif. Le produit est d’origine géométrique, suivant les indications du
Lemme 11.3.1. Rappeler que l’espaceMU2n est l’espace de Thom Thom(γn),
où γn est le C-fibré universel sur BU(n). La somme directe de fibrés vecto-
riels est représenté par des morphismes BU(m) × BU(n) → BU(m + n).
En particulier, on obtient des morphismes induits :

Thom(γm) ∧ Thom(γn) ∼= Thom(γm � γn)→ Thom(γm+n),

où γm � γn est la somme directe extérieure. Donc, on dispose de mor-
phismes

MU2m ∧MU2n →MU2(m+n)

qui sont compatibles aux morphismes de suspension, donc fournissent un
produit MU ∧MU →MU . (Il vaut vérifier l’associativité et la commutati-
vité de ce produit.)

De même, l’unité S → MU est d’origine géométrique : l’inclusion d’un
point ∗ → BU(n) induit un morphisme de fibrés vectories θn/∗ → γn/BU(n).
Au niveau des espaces de Thom, on obtient S2n → Thom(γn). Ces mor-
phismes définissent un morphisme de spectres S →MU .
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Proposition 15.1.4. Soient (E,µE , ηE), (F, µF , ηF ) deux spectres en anneaux. Alors
E ∧ F est un spectre en anneaux, muni des morphismes de structure ηE∧F := ηS ∧ ηF et
µE∧F donné par la composée :

(E ∧ F ) ∧ (E ∧ F ) ∼= (E ∧ E) ∧ (F ∧ F )
µE∧µF−→ E ∧ F.

Si E,F sont commutatifs, alors (E ∧ F, µE∧F , ηE∧F ) est commutatif.

Démonstration. (Indications.) La démonstration est formellement équivalente à la
démonstration que le produit tensoriel de deux anneaux est un anneau, commuta-
tif si les deux anneaux de départ sont commutatifs. �

Définition 15.1.5. Soient (E,µE , ηE), (F, µF , ηF ) deux spectres en anneaux. Un
morphisme de spectres en anneaux de E à F est un morphisme f : E → F de
la catégorie SH qui est compatible avec les morphismes de structure : les dia-
grammes

S
ηE

����
��

��
�

ηF

��?
??

??
??

E
f

// F

et

E ∧ E
f∧f //

µE

��

F ∧ F
µF

��
E

f
// F

commutent.

Exemple 15.1.6.

(1) Soit E un spectre en anneaux ; le morphisme de structure ηS : S → E est
un morphisme de spectres en anneaux.

(2) La K-théorie complexe est une théorie complexe orientée. Ceci se traduit par
l’existence d’un morphisme de spectres en anneaux :

MU → KU.

(3) La cohomologie intégrale est une théorie complexe orientée ; l’orientation
complexe correspond au morphisme de Thom

MU → HZ

qui est un morphisme de spectres en anneaux.
Le morphisme de Thom correspond au morphismeMU →MU≤0, car le

calcul élémentaire de l’homologie HZ0MU du spectre connexeMU montre
que MU≤0

∼= HZ . Ces morphismes figurent dans un diagramme commu-
tatif :

MU

��

S
ηMUoo

ηHZ

��
MU≤0 ∼=

// HZ .

Remarque 15.1.7. Soit (E,µE , ηE) un spectre en anneaux. Alors le spectreE possède
une deuxième structure de spectre en anneaux, Eop = (E,µE ◦ τ, ηE), la structure
opposée. La structure de E est commutative si et seulement si E et Eop sont iso-
morphes en tant que spectres en anneaux via le morphisme identité.

Le spectre en anneaux (Eop)op s’identifie canoniquement à E.
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Proposition 15.1.8. Les spectres en anneaux forment une catégorie, RingSH , muni d’un
foncteur oubli :

RingSH → SH .

La catégorie RingSH possède les propriétés suivantes :

(1) La construction du spectre en anneaux opposé induit un foncteur op : RingSH →
RingSH qui rend commutatif le diagramme

RingSH

%%KKKKKKKKK

op
// RingSH

yysssssssss

SH .

(2) Le spectre S est l’objet initial de la catégorie RingSH .

(3) Le produit smash induit un foncteur ∧ : RingSH × RingSH → RingSH qui
rend commutatif le diagramme

RingSH ×RingSH
∧ //

��

RingSH

��
SH ×SH ∧

// SH .

La catégorie (RingSH ,∧, S) est une catégorie monoïdale symétrique.

Démonstration. Exercice. �

15.2. Spectres en modules.

Définition 15.2.1. Soit (E,µE , ηE) un spectre en anneaux. UnE-module (à gauche)
est un spectre M ∈ ObSH muni d’un morphisme de structure ψM : E ∧M → M
tel que les diagrammes suivants commutent :

M ∼= S ∧M
ηE∧M//

M
&&NNNNNNNNNNNN E ∧M

ψM

��

(Unité)

M

et

E ∧ E ∧M
µE∧M //

E∧ψM
��

E ∧M

ψM

��

(Associativité)

E ∧M
ψM

// E.

Remarque 15.2.2. Tout spectre X ∈ ObSH est canoniquement un S-module.

Exemple 15.2.3. Soient R un anneau et M un R-module à gauche. Alors, le spectre
HM est un HR -module. En particulier, pour tout groupe abélien A, HA est un
HZ -module.

Exemple 15.2.4. Soit E un spectre en anneaux. Alors, pour tout entier n ∈ Z, le
spectre ΣnE est un E-module, muni du morphisme ΣnµE .

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 15.2.5. Soient (E,µE , ηE) un spectre en anneaux et X ∈ ObSH un
spectre. Alors, le spectre E ∧ X est un E-module, muni du morphisme de structure
µE ∧X : E ∧ E ∧X → E ∧X .
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Démonstration. Conséquence immédiate de l’associativité du produit smash ∧ de
la catégorie SH . �

Remarque 15.2.6. Cette proposition se généralise : soient E,F deux spectres en an-
neaux et M un F -module. Alors, le spectre E ∧M est un E ∧ F -module.

Définition 15.2.7. Soient E un spectre en anneaux et (M,ψM ) (N,ψN ) deux E-
modules. Un morphisme de E-modules est un morphisme g : M → N de SH qui
rend commutatif le diagramme suivant :

E ∧M
E∧g //

ψM

��

E ∧N
ψN

��
M g

// N.

Proposition 15.2.8. Soit E un spectre en anneaux. Alors les E-modules forment une
catégorie SH E , munie d’un foncteur oubli vers la catégorie SH .

Démonstration. Exercice. �

Proposition 15.2.9. Soient E,F deux spectres en anneaux.

(1) Le foncteur E ∧ − : SH → SH induit un foncteur

E ∧ − : SH F → SH E∧F .

(2) Un morphisme de spectres en anneaux f : E → F induit un foncteur de restric-
tion :

SH F → SH E .

Démonstration. Exercice. �

Il existe une notion évidente de E-module à droite. Il n’est pas nécessaire de
développer cette théorie de manière indépendente, à cause du résultat suivant.

Proposition 15.2.10. Soit E un spectre en anneaux. Alors la catégoire des E-modules à
droite est canoniquement équivalente à la catégorie des Eop-modules à gauche. En parti-
culier, si E est commutatif, alors les catégories de E-modules à gauche (respectivement à
droit) sont canoniquement équivalentes.

Démonstration. Exercice. �

15.3. Produits induits en homologie et cohomologie. Une structure de spectre
en anneaux sur un spectre E induit un produit en E-cohomologie. Par exemple,
le produit sur HR induit le cup-produit en cohomologie. Comme d’habitude, ces
structures sont commutatifs au sens gradué, en raison du lemme suivant :

Lemme 15.3.1. Soient p, q deux entiers. Alors le morphisme d’échange de facteurs

Sp+q ∼= Sp ∧ Sq → Sq ∧ Sp ∼= Sp+q

est de degré (−1)pq .

Démonstration. Exercice. (Rappeler que [S0, S0] ∼= Z et l’isomorphisme correspond
au degré d’un morphisme.) �

Définition 15.3.2. Soit R• un anneau Z-gradué (rappel : le produit est défini par
les morphismes Rs ⊗Rt → Rs+t). L’anneau R est gradué commutatif si, pour tout
couple d’éléments homogènes x, y, xy = (−1)|x||y|yx.

Notation 15.3.3. Soit X un spectre. On écrit

X∗ := π∗(X)
X∗ := X−∗.
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Lemme 15.3.4. Soient A,B,X, Y des spectres. Alors, le produit smash induit un mor-
phisme de groupes abéliens :

[A,X]⊗ [B, Y ]→ [A ∧B,X ∧ Y ].

En particulier, le produit smash induit un morphisme de groupes abéliens :

πs(X)⊗ πt(Y )→ πs+t(X ∧ Y ),

∀s, t ∈ Z.

Démonstration. Exercice. Précisons la structure dans le cas particulier : soient f :
Ss → X et g : St → Y deux morphismes de SH . Alors le morphisme f ∧ g induit
un morphisme

Ss+t ∼= Ss ∧ St f∧g→ X ∧ Y.
�

Les structures multiplicatives qu’on introduit en (co)homologie proviennent
tous des produits extérieurs. Dans la suite, le produit tensoriel d’objets gradués
désigne le produit tensoriel gradué.

Définition 15.3.5. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Pour objets
X,Y ∈ ObSH , les produits extérieurs sont définis de la manière suivante :

(1) en M -homologie :

E∗(X)⊗M∗(Y )→M∗(X ∧ Y )

qui envoie (f : Ss → E ∧X, g : St →M ∧ Y ) à la composée :

Ss+t ∼= Ss ∧ St f∧g→ E ∧X ∧M ∧ Y ∼= E ∧M ∧X ∧ Y ψM∧X∧Y−→ M ∧X ∧ Y.

(2) en M -cohomologie :

E∗(X)⊗M∗(Y )→M∗(X ∧ Y )

qui envoie (f : X → ΣsE, g : Y → ΣtM) à la composée :

X ∧ Y f∧g→ ΣsE ∧ ΣtM ∼= Σs+tE ∧M Σs+tψM→ Σs+tM.

En particulier, on peut prendre E = M pour obtenir les produits extérieurs en
E-(co)homologie.

Exercice 15.3.6. Montrer que ces produits extérieurs sont naturels en X et Y et
également en E, M .

Proposition 15.3.7. Soit (E,µE , ηE) un spectre en anneaux. Alors :

(1) E∗ est canoniquement un anneau gradué, commutatif si E l’est, dont l’unité est

induit par Z ∼= π0(S)
π0(ηE)→ π0(E) et le produit par la composée

π∗(E)⊗ π∗(E)→ π∗(E ∧ E)
(µE)∗→ π∗(E).

(2) La théorie d’homologie E∗ : SH → Abgr prend ses valeurs naturellement dans
la catégorie des E∗-modules gradués, où, pour F ∈ ObSH , le morphisme de
structure de E∗(F ) est la composée :

E∗ ⊗ E∗(F )→ π∗(E ∧ E ∧ F )
(µE∧F )∗→ π∗(E ∧ F ) = E∗(F ).

(3) La E-cohomologie E∗ : SH op → Abgr prend ses valeurs dans la catégorie des
E∗-modules, où, pour F un spectre, le morphisme de structure est induit par

Em⊗En(F ) = [S,E[m]]⊗[F,E[n]]→ [S∧F,E[m]∧E[n]]
[F,µE [m+n]]→ [F,E[m+n]] = Em+n(F ).

Démonstration. Exercice. �
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Remarque 15.3.8. La naturalité dans l’énoncé de la Proposition 15.3.7 se comprend
comme suit : un morphisme f : E → F induit un morphisme d’anneaux

f∗ : E∗ → F∗

et, pour X un spectre, le morphisme f∗(X) : E∗(X) → F∗(X) est un morphisme
de E∗-modules, où F∗(X) est considéré comme un E∗ module par la restriction
de structure le long du morphisme E∗ → F∗. En particulier, il y a un morphisme
induit de F∗-modules :

F∗ ⊗E∗ E∗(X)→ F∗(X).

En cohomologie, le morphismeE∗(X)→ F ∗(X) est un morphisme deE∗-modules,
qui induit un morphisme de F ∗-modules :

F ∗ ⊗E∗ E∗(X)→ F ∗(X).

Rappeler (voir Section 12.9) qu’il existe une notion de théorie de cohomologie
non-réduite associée à un spectre. Explicitement, pour X ∈ ObH , on pose

En(X) := En(Σ∞(X+)).

Proposition 15.3.9. Soit E un spectre en anneaux. Alors, la théorie de cohomologie non-
réduite :

E∗ : H op → Abgr

prend ses valeurs naturellement dans la catégorie des E∗-algèbres graduées commutatives.

Démonstration. Par la Proposition 15.3.7, E∗ prend ses valeurs dans la catégorie
des E∗-modules graduées. Il faut montrer que, pour X ∈ ObH , E∗(X) possède
une structure naturelle de E∗-algèbre graduée commutative.

L’unité est induit par la projection canonique X → ∗, qui induit Σ∞(X+) → S
et donc E∗ = E∗(S) → E∗(Σ∞(X+)). Le produit est induit par le morphisme
diagonal X → X ×X , qui donne X+ → (X ×X) ∼= X+ ∧X+ et donc

∆ : Σ∞(X+)→ Σ∞(X+) ∧ Σ∞(X+).

En cohomologie (réduite), le produit des classes de cohomologie f ∈ [Σ∞(X+), E[p]]
et g ∈ [Σ∞(X+), E[q]] est donnée par la composée

Σ∞(X+) ∆→ Σ∞(X+) ∧ Σ∞(X+)
f∧g→ E[p] ∧ E[q]

µE→ E[p+ q].

La vérification des axiomes d’une E∗-algèbre commutative ne pose aucune diffi-
culté. �

Remarque 15.3.10. Le point clé pour pouvoir définir le produit est l’existence du
morphisme diagonal. En général, pour un spectre F , il n’existe ni un morphisme
unité S → F ni un morphisme diagonal F → F ∧ F naturels.

Par contre, on peut toujours définir un produit extérieur

E∗(F1)⊗ E∗(F2)→ E∗(F1 ∧ F2)

pour deux spectres F1 et F2.

Proposition 15.3.11. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Alors

(1) La M -homologie prend ses valeurs dans la catégorie des E∗-modules gradués.

(2) La M -cohomologie prend ses valeurs dans la catégorie des E∗-modules gradués.

Démonstration. Exercice. �
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15.4. Changement de coefficients. On supposera dans cette section que E est un
spectre en anneaux commutatif, afin que les catégories de E-modules à gauche
(respectivement à droit) soient équivalentes.

Corollaire 15.4.1. Soient E un spectre en anneaux commutatif et M un E-module, alors
il existe morphismes naturels de changement de coefficients :

M∗ ⊗E∗ E∗(X) → M∗(X)(7)
M∗ ⊗E∗ E∗(X) → M∗(X),(8)

qui sont des morphismes de E∗-modules (respectivement de E∗-modules).

Démonstration. Exercice. �

15.5. Le produit /. Il existe plusieurs variantes des structures multiplicatives (voir
[Ada95, Section II.9], par exemple - notamment pour les propriétés de et les com-
patibilités entre ces structures).

Exemple 15.5.1. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Il existe un
produit slant naturel

/ : Ep(X ∧ Y )⊗Mq(Y )→Mp−q(X)

qui envoie f ⊗ g, pour f ∈ [X ∧ Y,E[p]] et g ∈ [S[q],M ∧ Y ] à f/g, représenté par
la composée :

X ∧ S[q]
X∧g→ X ∧M ∧ Y ∼= X ∧ Y ∧M f∧M→ E[p] ∧M µM [p]→ M [p].

Exemple 15.5.2. Soit E un spectre en anneaux. En prenant X = S dans l’exemple
précédent, on obtient l’accouplement de Kronecker :

Ep(X)⊗ Eq(X)→ Ep−q.

Par une adjonction dans la catégoire des E-modules, l’accouplement de Krone-
cker correspond à la construction suivante :

Proposition 15.5.3. Soient E un spectre en anneaux commutatif et M un E-module. Il
existe un morphisme naturel de E∗-modules :

Md(Y )→ HomE∗(E∗(Y ),M∗−d)

induit par évaluation en E-homologie : l’image de f : X → ΣdM est le morphisme de
E∗-modules :

E∗(Y )
E∗(f)→ E∗(ΣdM) ∼= π∗−d(E ∧M)

(ψM )∗−d→ M∗−d.

Si E est un spectre en anneaux commutatif, le produit extérieur figure dans un diagramme
commutatif :

Es(X)⊗M t(Y )

��

// Ms+t(X ∧ Y )

��
HomE∗(E∗(X ∧ Y ),M∗−(s+t))

ζ

��
HomE∗(E∗(X), E∗−s)⊗HomE∗(E∗(Y ),M∗−t)

θ
// HomE∗(E∗(X)⊗E∗ E∗(Y ),M∗−(s+t)),

où θ(α : E∗(X)→ E∗−s, β : E∗(Y )→M∗−t) est le morphisme

E∗(X)⊗E∗ E∗(Y )
f⊗g→ E∗−s ⊗E∗ M∗−t ∼= E∗−(s+t)

et le morphisme ζ est induit par le produit extérieur E∗(X)⊗ E∗(Y )→ E∗(X ∧ Y ).
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Démonstration. (Indications.) On vérifie facilement que la recette donnée fournit
une transformation naturelle

Md(Y )→ HomAb(E∗(Y ),M∗−d).

Il faut vérifier que l’image d’une classe deMd(Y ) est un morphisme deE∗-modules ;
ceci est une vérification élémentaire, en utilisant le fait queE∗(f) est un morphisme
de E∗-modules. (Ici, on n’a pas besoin de la commutativité de E.)

Ensuite, en supposant que E est commutatif, on voit que la transformation na-
turelle est un morphisme de E∗-modules ; pour définir la structure de E∗-module
sur M∗(Y ), on utilise l’identifications E∗ = E−∗.

La démonstration de la propriété de compatibilité pour le produit extérieur est
un exercice en utilisant les définitions. �

15.6. Structures multiplicatives et tours de Postnikov. Si E est un spectre, le
spectre E≥0 est unique à isomorphisme près. Désormais, pour un spectre E, on
fixe un choix de E≥0.

Proposition 15.6.1. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Alors

(1) E≥0 a une structure canonique de spectre en anneaux ;

(2) ∀n ∈ Z, M≥n possède une structure canonique de E≥0-module.

Démonstration. Le spectre E≥0 ∧E≥0 est connexe, donc le morphisme de structure
µE : E ∧ E → E se factorise canoiquement à travers E≥0 → E, par le théorème
14.2.1. De même, l’unité ηE : S → E se factorise canoniquement : S → E≥0 → E.
On vérifie par des arguments similaires que ces morphismes induisent une struc-
ture (canonique) de spectre en anneaux sur E≥0.

La démonstration que M≥n est canoniquement un E≥0-module procède de la
même manière. �

Exemple 15.6.2. Soit KU le spectre qui représente la K-théorie complexe. Alors,
le spectre KU≥0 est le spectre de K-théorie complexe connexe, qui est dénoté fré-
quemment par ku (parfois par bu).
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16. SPECTRES C-ORIENTÉS

16.1. Orientations.

Définition 16.1.1. Soit E un spectre en anneaux commutatif. Une orientation com-
plexe du spectreE est une classe de cohomologie xE ∈ E2(CP∞) tel que restriction
de la classe le long S2 ∼= CP 1 ↪→ CP∞ induite

E2(CP∞) → E2(S2) ∼= E0

xE 7→ 1 ∈ E0.

Un spectre C-orienté est un spectre en anneaux commutatif, muni d’une orienta-
tion xE .

Remarque 16.1.2. Il existe un isomorphisme canonique de E∗-modules

E∗(CP∞+ ) ∼= E∗(CP∞)⊕ E∗.

Cet isomorphisme est induit par la suite cofibre S0 → CP∞+ → CP∞ d’espaces
pointés, associés à un choix de point de base de CP∞. (Puisque CP∞ est connexe
par arcs, le choix d’un point de base est anodin). En cohomologie, on obtient une
suite exacte courte de E∗-modules

0→ E∗(CP∞)→ E∗(CP∞+ )→ E∗(S0)→ 0.

Cette suite ne dépend pas du choix de point de base et elle est scindée canonique-
ment par le morphisme induit par la projection CP∞+ → S0.

Une orientation complexe xE d’un spectre en anneaux commutatif induit une
classe canonique dans E2(CP∞+ ) qu’on dénotera toujours xE , dont la composante
dans E∗ est triviale.

Exemple 16.1.3. Le spectre MU est muni d’une orientation canonique xMU . En
effet, par la construction explicite du spectre MU , on a MU2

∼= CP∞ (l’espace de
Thom du fibré canonique λ sur CP∞ est homéomorphe à CP∞). Il y a un mor-
phisme de spectres canonique induit

Σ∞CP∞ →MU [2]

qui correspond à la classe xMU .

Exemple 16.1.4. Les spectres HZ , HFp , KU sont tous C-orientés. Par contre, le
spectre KO qui représente la K-théorie définie par les R-fibrés vectoriels n’est pas
C-orienté.

Proposition 16.1.5. Soit E un spectre C-orienté et F un spectre en anneaux commutatif,
muni d’un morphisme de spectres en anneaux f : E → F . Alors, F est C-orienté par la
classe f∗(xE) ∈ F 2(CP∞).

Démonstration. On vérifie directement que la classe f∗(xE) est une orientation com-
plexe de F . �

Exemple 16.1.6. Soient E, F deux spectres en anneaux commutatifs. Si E est C-
orienté, alors l’orientation complexe induit une orientation complexe de E ∧F . En
particulier, si E, F sont tous les deux C-orientés, alors E ∧ F est muni de deux
orientations complexes distincts.

Corollaire 16.1.7. Soit E un spectre en anneaux commutatif. Alors, le spectre E ∧MU
est C-orienté.

Démonstration. Évident. �

Le résultat suivant montre qu’on peut toujours se ramener à l’étude des orien-
tations de spectres connexes.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-paris13.fr/∼powell/sh2010/



Théorie d’homotopie stable - Part 3, Section 16.2 91

Proposition 16.1.8. Soit E un spectre C-orienté. L’orientation xE : Σ∞CP∞ → E[2]
se factorise canoniquement

Σ∞CP∞
xE≥0→ E≥0[2]

i≥0[2]
→ E[2].

Démonstration. Le spectre Σ∞CP∞ est 1-connexe et le spectreE≥0[2] est 1-connexe.
En particulier [Σ∞CP∞, E<0[2]] = 0 = [Σ∞CP∞, E<0[1]]. Donc, la suite exacte
longue induite par [Σ∞CP∞,−] appliquée à la suite cofibre E≥0[2] → E[2] →
E<0[2] fournit l’orientation recherchée. (On vérifie la propriété de restriction par
essentiellement le même argument.) �

16.2. Calculs.

Proposition 16.2.1. Soit E un spectre C-orienté. Alors, l’orientation xE induit un iso-
morphisme de E∗-algèbres :

E∗[[xE ]]
∼=→ E∗(CP∞+ ).

La structure deH-space de CP∞, CP∞×CP∞ → CP∞ (qui classifie le produit tensoriel
de fibrés en droites complexes) induit une structure de loi de groupe formel sur E∗.

Démonstration. Le calcul de E∗(CP∞+ ) en tant que E∗-module est facile, à l’aide
de la filtration cellulaire et la suite exacte de Milnor. Il faut vérifier que la structure
multiplicative est celle annoncé dans la Proposition. Ceci découle de la suite exacte
de Gysin. (Ou voir [Ada95, Part I, Lemma 2.5]). �

L’accouplement de Kronecker

〈−,−〉 : E∗(CP∞+ )⊗ E∗(CP∞+ )→ E∗

permet la définition d’une base canonique pour l’homologie E∗(CP∞+ ) en tant que
E∗-module.

Proposition 16.2.2. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme cano-
nique de E∗-modules

E∗(CP∞+ ) ∼= E∗〈βEi |i ≥ 0〉
où βEi est l’élément unique tel que 〈xjE , βEi 〉 = δij .

Démonstration. Exercice. (Conséquence élémentaire de la Proposition 16.2.1.) (Voir
également [Ada95, Part I, Lemma 2.14].) �

L’orientation complexe xMU induit un morphisme de spectres

Σ∞CP∞ →MU [2]

(on n’a pas besoin du point de base disjoint) et, donc, pour tout spectre E, on
dispose d’un morphisme

E∗(CP∞)→ E∗−2MU.

Notation 16.2.3. PourE un spectre C-orienté, soit bEi ∈ E2iMU l’image de l’élément
βEi+1 ∈ E2(i+1)(CP∞). Par construction, l’élément bE0 ∈ E0MU est l’élément neutre
de l’anneau E∗MU .

Théorème 16.2.4. Soit E un spectre C-orienté. Alors, le morphisme canonique de E∗-
algèbres

E∗[bEj |j ≥ 1]→ E∗MU

est un isomorphisme.

Démonstration. (Indications) On peut calculer l’homologie de E∗MU en tant que
E∗-module en calculant E∗(MU2n), pour n ∈ N. Par l’isomorphisme de Thom (qui
est une conséquence de l’existence d’une orientation complexe), cette homologie
est isomorphe à E∗(BU(n)). Ce dernier, on peut calculer comme pour le cas E =
HZ . Il reste à vérifier que la structure multiplicative est correcte.

(Voir [Ada95, Part I, Lemme 4.5].) �
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Exemple 16.2.5. Le théorème fournit un isomorphisme

MU∗MU ∼= MU∗[bMU
j |j ≥ 1].

Corollaire 16.2.6. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme cano-
nique de E∗-algèbres

E∗MU ⊗E∗ E∗MU
∼=→ E∗(MU ∧MU).

Démonstration. Exercice. �

Par la Proposition 15.5.3, la E-homologie donne un morphisme de E∗-modules
de la E∗-cohomologie vers des morphismes de E∗-modules.

Corollaire 16.2.7. Soient E un spectre C-orienté et d ∈ Z un entier. Alors, les mor-
phismes de E∗-modules :

Ed(CP∞)
∼=→ HomE∗(E∗(CP

∞), E∗−d)

EdMU
∼=→ HomE∗(E∗MU,E∗−d)

Ed(MU ∧MU)
∼=→ HomE∗(E∗(MU ∧MU), E∗−d)

sont des isomorphismes.

Démonstration. Ce résultat est essentiellement une conséquence formelle du Théo-
rème 16.2.4. (Voir [Ada95, Part I, Lemma 4.2 et Lemma 4.6].) �

Corollaire 16.2.8. Soit E un spectre C-orienté. L’orientation xMU : CP∞ → MU [2]
induit un diagramme commutatif :

E0(MU)

∼=
��

// E2(CP∞)

∼=
��

HomE∗(E∗(MU), E∗) // HomE∗(E∗(CP
∞), E∗−2).

Démonstration. Naturalité. �

16.3. Orientations et morphismes de spectres en anneaux.

Notation 16.3.1. Pour E un spectre en anneaux commutatif, soit OrientC(E) l’en-
semble des orientations complexes de E. (Cet ensemble est non-vide si et seule-
ment si E admet une orientation complexe.)

Notation 16.3.2. PourA un anneau commutatif gradué, soit Ã[[x]] le sous-ensemble
de A[[x]] des séries formelles Σi≥0aix

i+1, où a0 = 1.

Lemme 16.3.3. Soit E un spectre en anneaux commutatif, muni de deux orientations

complexes x1, x2 ∈ E2(CP∞). Alors, il existe f1
2 , f

2
1 ∈ Ẽ∗[[x]] tels que, dansE∗(CP∞+ ) :

x2 = f1
2 (x1)

x1 = f2
1 (x2).

En particulier, f1
2 et f2

1 sont inverses l’un à l’autre pour la composition de séries formelles.

Démonstration. On peut identifier E∗(CP∞) avec le sous E∗-modules de E∗[[x1]],
des séries dont le terme consant est trivial. Ainsi, il existe une telle série formelle
f1

2 telle que f1
2 (x1) = x2. La condition sur la restriction de l’orientation complexe à

la cohomologie de S2 entraîne que le coefficient du terme linéaire est 1. �

En particulier, on a le résultat suivant.

Lemme 16.3.4. Soient (E, xE), (F, xF ) deux spectres C-orientés et f : E → F un
morphisme de spectres en anneaux. Alors, il existe une série formelle φf (y) = Σiφiyi+1 ∈
F ∗[[y]] telle que φ0 = 1 et f(xE) = φf (xF ).
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Démonstration. Évident. �

Le résultat suivant est une motivation pour le résultat principal de cette section.

Lemme 16.3.5. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme naturel
d’ensembles :

HomA lgE∗
(E∗MU,E∗) ∼= OrientC(E).

Démonstration. Il existe un isomorphisme naturel d’algèbres E∗MU ∼= E∗[bEj |j ≥
1], donc par la propriété universelle des algèbres de polynômes, un morphisme
d’algèbres est détérminé uniquement par l’image des générateurs. Donc, par res-
triction le long du morphisme E∗(xMU ) (voire le Corollaire 16.2.8) on déduit que
HomA lgE∗

(E∗MU,E∗) est isomorphe au sous-ensemble des morphismes dans

HomE∗(E∗(CP
∞), E∗−2)

tels que l’image de βE1 est 1 ∈ E0. Sous l’isomorphisme du Corollaire 16.2.7, cet
sous-ensemble est isomorphe à OrientC(E). �

SoitE un spectre en anneaux commutatif. Un morphisme de spectres ρ : MU →
E induit un morphisme de E∗-modules

E∗MU → E∗,

par le Corollaire 16.2.7. Si ρ est un morphisme de spectres en anneaux, alors ce
morphisme est un morphisme de E∗-algèbres.

Théorème 16.3.6. Soit E un spectre C-orienté. Alors le morphisme

HomRingSH (MU,E)→ HomA lgE∗
(E∗MU,E∗)

est un isomorphisme.
La composition avec la bijection du Lemme 16.3.5 fournit une bijection

HomRingSH (MU,E) ∼= OrientC(E).

qui associe à un morphisme de spectres en anneaux ρ : MU → E l’orientation ρ∗(xMU ).

Démonstration. Un morphisme de SH , g : MU → E est un élément de E0MU ,
donc, par Corollaire 16.2.7, est donné par un morphisme de E∗-modules, αg :
E∗MU → E∗. De manière similaire, un morphisme MU ∧MU → E correspond à
un morphisme de E∗-modules E∗(MU ∧MU)→ E∗.

En particulier, la composition

MU ∧MU
µMU→ MU

g→ E

correspond à la composition

E∗MU ⊗E∗ E∗MU → E∗MU
αg→ E∗,

où le premier morphisme est la multiplication de l’algèbre E∗MU .
Par la Proposition 15.5.3, la composition de morphismes

MU ∧MU
g∧g→ E ∧ E µE→ E

correspond au morphisme

E∗(MU ∧MU) ∼= E∗MU ⊗E∗ E∗MU
αg⊗αg→ E∗ ⊗E∗ E∗ ∼= E∗.

Un morphisme de spectres g : MU → E est un morphisme de spectres en anneaux
si et seulement si les deux diagrammes suivant commutent :

S
ηE

!!D
DD

DD
DD

D

ηMU

��

MU ∧MU
g∧g //

µMU

��

E ∧ E
µE

��
MU g

// E MU g
// E.
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Par les remarques précédentes, le carré commute si et seulement si le carré suivant
commute

E∗(MU ∧MU)
∼= //

E∗µMU ))SSSSSSSSSSSSSSS
E∗MU ⊗E∗ E∗MU

αg⊗αg //

��

E∗ ⊗ E∗

��
E∗MU αg

// E∗,

dont les morphismes verticaux correspondent aux produits des algèbres E∗MU et
E∗ respectivements.

De même, le triangle commute si et seulement si le diagramme

Z
ηE∗MU

��
ηE∗ ##H

HHHHHHHH

E∗MU αg
// E∗

commute, car le morphisme g∗ : MU∗ → E∗ se factorise MU∗ → E∗MU
αg→ E∗. En

particulier, g est un morphisme de spectres en anneaux si et seulement si αg est un
morphisme de E∗-algèbres.

L’indentification entre HomRingSH (MU,E) et OrientC(E) est une conséquence
immédiate de la commutativité du diagramme du Corollaire 16.2.8. �

Exemple 16.3.7. Le spectre HZ est C-orienté et est muni d’une orientation ca-
nonique, car HomA lgZ(HZ∗MU,Z) = {∗}. Cette orientation correspond au mor-
phisme de Thom

MU → HZ .
Le même argument établit que le spectre HFp , p un premier, admet une orientation
canonique

MU → HFp .

Définition 16.3.8. Soit RingC
SH la catégorie des spectres C-orientés :

objets couples (E, xE), E un spectre en anneaux commutatif, xE une orienta-
tion complexe ;

morphismes (E, xE) → (F, xF ), un morphisme de spectres en anneaux f :
E → F tel que f∗(xE) = xF .

Corollaire 16.3.9. Il y a une équivalence de catégories :

RingC
SH
∼= MU/RingSH ,

où MU/RingSH est la catégorie des spectres en anneaux en dessous de MU .
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17. COOPÉRATIONS HOMOLOGIQUES

17.1. Les morphismes de structure. Soit (E,µ, η) un spectre en anneaux commu-
tatif. On dispose des morphismes de structure suivants

E
E∧η //
η∧E
// E ∧ E

µ

XX
E∧η∧E//

τ

��
E ∧ E ∧ E.

Après passage aux groupes d’homotopie, utilisant les identifications E∗ = π∗(E)
etE∗E = π∗(E∧E), on obtient les morphismes d’algèbres commutatives graduées
suivants :

E∗
ηL //
ηR
// E∗E

ε

XX
∆ //

χ

��
π∗(E ∧ E ∧ E).

Remarque 17.1.1. On a deux morphismes d’algèbres ηL, ηR : E∗ ⇒ E∗E qui, en
général, ne coïncident pas. Les deux correspondent via le morphisme χ, qui induit
un diagramme commutatif de morphismes d’algèbres :

E∗E

χ

��

E∗

ηL
<<yyyyyyyy

ηR ""E
EE

EE
EE

E

E∗E.

En plus, χ est un isomorphisme d’algèbres - en fait une involution - car χ2 = 1E∗E .
Par restriction de structure, on peut considérer E∗E comme un E∗-bimodule :

la structure de module à gauche est induites par ηL et la structure à droite par ηR.
Le morphisme χ : E∗E → E∗E n’est pas un isomorphisme de bimodules car il
échange le structures. Par contre, χ : (E∗E)g → (E∗E)d est un isomorphisme de
E∗-modules où les indexes g et d indiquent quelle structure est utilisée.

17.2. Spectres en anneaux plats. On va considérer l’anneauE∗E comme l’anneau
des coopérations homologiques pour la théorie E. Cependant, afin de pouvoir utiliser
cette structure, on a besoin de pouvoir exprimer π∗(E ∧E ∧E) en termes de E∗ et
E∗E.

Définition 17.2.1. Soit E un spectre en anneaux commutatif. Alors E est plat si
E∗E est plat en tant que E∗-module à gauche (ou, condition équivalente par Re-
marque 17.1.1, E∗E est plat en tant que E∗-module à droite).

Soit X un spectre ; il existe isomorphismes naturels

E∗(E ∧X) ∼= π∗(E ∧ E ∧X) ∼= (E ∧ E)∗(X)

et, en particulier E∗(E ∧X) est un E∗E-module. Donc, on dispose (par induction)
d’un morphisme naturel de E∗E-modules

E∗E ⊗E∗ E∗(X)→ (E ∧ E)∗(X) ∼= E∗(E ∧X).

Proposition 17.2.2. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors, pour tout
objet X ∈ ObSH , le morphisme naturel

E∗E ⊗E∗ E∗(X)→ π∗(E ∧ E ∧X)

est un isomorphisme de E∗E-modules.
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Démonstration. Par un argument évident de passage à la colimite, il suffit de dé-
montrer le résultat lorsque X est un CW-spectre qui admet une filtration cellulaire
de longueur finie. Le cas d’une filtration cellulaire de longueur une correspond au
cas X =

∨
i S

ni , un bouquet de sphères. Le résultat est établi en ce cas par l’ad-
ditivé des théories de cohomologie considérées et le fait que le produit tensoriel
commute aux sommes directes.

Pour démontrer le cas général, on utilise un argument de récurrence standard,
basé sur la longueur de la filtration cellulaire. SoitX → Y → Z une suite cofibre, et
supposer que la transformation naturelle est un isomorphisme pour X et Y . Alors,
il existe un diagramme commutatif :

. . . (E∗E ⊗E∗ E∗(X))n //

∼=
��

(E∗E ⊗E∗ E∗(Y ))n //

∼=
��

(E∗E ⊗E∗ E∗(Z))n

��

// . . .

. . . (E ∧ E)n(X) // (E ∧ E)n(Y ) // (E ∧ E)n(Z) // . . . ,

dont les lignes sont exactes, par les suites exactes longues en homologie pour E et
pour E ∧ E et le fait que le foncteur E∗E ⊗E∗ − est exact, par hypothèse.

Par l’hypothèse sur X,Y , les morphismes verticaux qui correspondent à ces
spectres sont des isomorphismes. Ainsi, par le lemme des cinq, le morphisme
(E∗E ⊗E∗ E∗Z)n → (E ∧ E)n(Z) est un isomorphisme. �

Corollaire 17.2.3. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors, il existe des
isomorphismes naturels, pour 1 ≤ n ∈ Z :

π∗(E ∧ . . . ∧ E︸ ︷︷ ︸
n+1

) ∼= E∗E ⊗E∗ E∗E ⊗E∗ . . .⊗E∗ E∗E︸ ︷︷ ︸
n

,

où chaque produit tensoriel E∗E ⊗E∗ E∗E correspond au produit tensoriel (E∗E)d ⊗E∗
(E∗E)g .

Exemple 17.2.4. Les spectres en anneaux commutatifs suivants sont plats :
(1) HFp , p un nombre premier
(2) KU
(3) MU .

Par contre, le spectre HZ n’est pas plat.

17.3. La structure algébrique. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat.
Alors, les morphismes de structure s’écrivent de la manière suivante :

E∗
ηL //
ηR
// E∗E

ε

XX
∆ //

χ

��
E∗E ⊗E∗ E∗E.

Ces morphismes définissent une structure algébrique qu’on appelle un algébroïde
de Hopf. Pour expliquer la forme de cette structure, on considère d’abord les al-
gèbres de Hopf.

Définition 17.3.1. Soit R un anneau commutatif. Une algèbre de Hopf commuta-
tive graduée est une R-algèbre commutative graduée (unité η : R → A, munie de

morphismes d’algèbres A
∆ // A⊗R A (coproduit), A

χ // A (conjugaison),

A
ε // R (augmentation) tels que les diagrammes suivants commutent :

A

=

{{ww
ww

ww
ww

ww
=

%%LLLLLLLLLLLL

∆

��

counité

A A⊗R A
ε⊗A

//
A⊗ε

oo A,
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A
∆ //

∆

��

A⊗R A

A⊗∆

��

coassociativité

A⊗R A
∆⊗A
// A⊗R A⊗R A

et la conjugaison donne :

1A = µ ◦ (χ⊗ 1A) ◦∆
= µ ◦ (1A ⊗ χ) ◦∆.

Notation 17.3.2. PourR un anneau commutatif, soit A lgR la catégorie desR-algèbres
graduées commutatives.

Lemme 17.3.3. Soit R un anneau commutatif. Le produit tensoriel (gradué) est le copro-
duit dans la catégorie A lgR.

Démonstration. Soient B,C deux algèbres commutatives graduées. Alors B ⊗R C
a la structure d’une R-algèbre commutative graduée, et les morphismes R → B,
R→ C induisent des morphismes naturels B → B ⊗R C ← C d’algèbres commu-
tatives graduées.

Soient f : B → D, g : C → D deux morphismes de R-algèbres commmutatives
graduées, alors le morphisme f ⊗ g : B ⊗R C → D, défini par (f ⊗ g)(b ⊗ c) =
f(b)g(c) est un morphisme de R-algèbres graduées commutatives. On vérifie que
cette construction est universelle.

�

Proposition 17.3.4. Une R-algèbre de Hopf graduée commutative est équivalente à un
objet cogroupe de la catégorie A lgR. En particulier A ∈ ObA lgR est une algèbre de Hopf
commutative graduée si et seulement si le foncteur HomA lgR(A,−) prend ses valeurs dans
la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. �

Définition 17.3.5. Un groupoïde est une catégoire dont chaque morphisme est in-
versible ; un groupoïde est petit si les objets forment un ensemble.

Remarque 17.3.6. Un groupoïde petit est défini par un couple d’ensembles (O,M),
qui représentent l’ensemble des objets et l’ensemble de tous les morphismes. La
structure du groupoïde est donnée par les applications :

M t ×O sM m // M

c

�� s //
t
// O,

i

WW

où m est la composition, s, t : M ⇒ O la source et but d’un morphisme, c l’inverse
d’un morphisme et i le morphisme identité associé à un objet. Noter que le produit
fibré M t ×O sM correspond à l’ensemble de couples de morphismes qui sont
composables.

Ces morphismes satisfont les axiomes évidents (exercice : préciser les axiomes !).

Définition 17.3.7. Un R-algébroïde de Hopf est un couple d’objets (A,Γ) de la
catégorie A lgR muni de morphismes de structure ∆ : Γ→ Γ⊗A Γ, ηL, ηR : A⇒ Γ,
χ : Γ→ Γ, ε : Γ→ A qui définissent un objet cogroupoïde de la catégorie A lgR.

L’algébroïde de Hopf (A,Γ) est plat si Γ est un A-module plat par rapport à la
structure donnée par ηL.

Remarque 17.3.8. Une R-algèbre de Hopf graduée commutative est un exemple
d’un R-algébroïde de Hopf. (Observer qu’on peut considérer un groupe comme
un groupoïde à un seul objet.)
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Théorème 17.3.9. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors (E∗, E∗E)
admet une structure canonique d’algébroïde de Hopf plat.

Démonstration. Exercice. �

Exemple 17.3.10.
(1) Soit p un nombre premier. Alors A∗ := HFp ∗HFp est une Fp-algèbre de

Hopf graduée commutative. Cette algèbre de Hopf est la duale de l’algèbre
de Steenrod.

(2) L’algébroïde de Hopf (MU∗,MU∗MU) représente, par le théorème de Quillen,
le groupoïde des lois de groupe formel et leurs isomorphsimes stricts.

17.4. Comodules.

Définition 17.4.1. SoientR un anneau commutatif et (A,Γ) un algébroïde de Hopf
dans A lgR.

(1) Un Γ-comodule à gauche est un A-modules M muni d’un morphisme de
structure ψM : M → Γ⊗AM qui est un morphisme de A-modules tel que
les diagrammes suivants commutent

M
ψM //

=
##H

HHHHHHHH Γ⊗AM

ε⊗M
��

Counité

M,

M
ψM //

ψM

��

Γ⊗AM

Γ⊗ψM
��

Coassociativité

Γ⊗AM
∆⊗M
// Γ⊗A Γ⊗AM.

(2) Soient M,N deux Γ-comodules à gauche. Un morphisme de Γ-comodules
f : M → N est un morphisme f des A-modules sous-jacents tel que ψN ◦
f = (Γ⊗ f) ◦ ψM .

Remarque 17.4.2. Si l’algébroïde de Hopf (A,Γ) a la forme (A,H), où H est une R-
algèbre de Hopf gradué commutative, alors un H-comodule en tant qu’algébroïde
de Hopf est équivalent à un H-comodule (au sens habituel).

Proposition 17.4.3. Soient R un anneau commutatif et (A,Γ) un algébroïde de Hopf
dans A lgR.

(1) Les Γ-comodules à gauche forment une catégorie ΓComod.
(2) Si (A,Γ) est plat, il existe une structure unique de catégorie abélienne sur ΓComod

telle que le foncteur oubli

ΓComod→ AMod

est exact.

Démonstration. Exercice. �

Théorème 17.4.4. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors l’homologie
E∗ : SH → Abgr prend ses valeurs dans la catégorie E∗EComod. Pour X ∈ ObSH un
spectre, le morphisme de structure de E∗(X) est donné par

E∗(X)

∼=
��

ψ // E∗E ⊗E∗ E∗(X)

π∗(E ∧X)
π∗(E∧η∧X)

// π∗(E ∧ E ∧X).

∼=

OO
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Démonstration. Exercice. �

Remarque 17.4.5. Par le Théorème 17.4.4, la théorie d’homologie associée à un spectre
en anneaux commutatif et plat induit un foncteur

E∗ : SH → E∗EComod.

Ce foncteur conserve bien plus de renseignements sur la catégorie SH que le fonc-
teur naïf :

E∗ : SH → Abgr.

Par exemple, le morphisme de Hopf η : S3 → S2 induit une suite cofibre

S3 η→ S2 → CP 2.

Le morphisme η induit le morphisme trivial HF2 ∗(η) et, donc, on obtient une suite
exacte courte

0→ HF2 ∗(S2)→ HF2 ∗(CP 2)→ HF2 ∗(S4)→ 0.

En tant que suite exacte courte de groupes abéliens gradués, cette suite se scinde.
Par contre, elle n’est pas scindée dans la catégorie HF2 ∗HF2 Comod - donc les coopé-
rations permettent la détection du morphisme η !
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18. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE MU∗MU

18.1. Rappels. On n’a pas encore déterminé la structure de MU∗ ; par contre, on
sait que, en tant que MU∗-algèbre (par rapport à la structure de MU∗-module à
gauche), il existe un isomorphisme

MU∗MU ∼= MU∗[bi|i ≥ 1],

où on écrit bi pour la classe bMU
i qui est, par définition, l’image de la classe βMU

i+1 ∈
MU∗(CP∞) par l’application induite par l’orientation complexe, MU∗(CP∞) →
MU∗−2MU .

Remarque 18.1.1. Cette observation entraîne que MU est un spectre en anneaux
commutatif qui est plat, donc (MU∗,MU∗MU) a la structure d’un algébroïde de
Hopf. Le morphisme diagonal est le morphisme en homotopie induit par MU ∧
η ∧MU : MU ∧MU →MU ∧MU ∧MU , et il est de la forme :

MU∗MU ∼= MU∗[bi]→MU∗MU ⊗MU∗ MU∗MU ∼= MU∗[bi]⊗ Z[b′i] ∼= MU∗[bi, b′i],

qui est un morphisme de MU∗-algèbres.
Donc, le morphisme diagonal est déterminé par l’image des générateurs bi ∈

MU2iMU dans MU∗[bi, b′i].

18.2. Résultats généraux sur les spectres C-orientés. Soit (E, xE) un spectre C-
orienté ; l’orientation complexe induit un isomorphisme d’algèbres E∗(CP∞+ ) ∼=
E∗[[xE ]]. L’homologie E∗(CP∞+ ) est un E∗-module gradué libre, et il existe un is-
morphisme canonique de E∗-modules

E∗〈βEi |i ≥ 0〉
∼=→ E∗(CP∞+ ),

où la classe βEi est duale, par rapport à l’accouplement de Kronecker E∗(CP∞+ ) ⊗

E∗(CP∞+ )
〈,〉E→ E∗, à la classe xiE . En particulier, l’accouplement de Kronecker in-

duit un isomorphisme

Ed(CP∞+ )
∼=→ HomE∗(E∗(CP

∞
+ ), E∗−d)

qui envoie une classe de cohomologie f : CP∞+ → ΣdE à la composition :

E∗(CP∞+ )
E∗f→ E∗(ΣdE) ∼= E∗−dE

ε→ E∗.

En particulier, cet isomorphisme envoie la classe xiE ∈ E2i(CP∞+ ) au morphisme
de E∗-modules défini par :

βEn 7→
{

1 n = i
0 sinon,

par définition des classes βEi .

Lemme 18.2.1. Soient (E, xE) un spectre C-orienté et g : E → F un morphisme de
spectres en anneaux. Alors, g induit une structure de spectre C-orienté (F, xF := g∗xE)
et, par rapport à l’orientation xF de F , on a

βFi = g∗(βEi ) ∈ F2i(CP∞+ )

bFi = g∗(bEi ) ∈ F2iMU.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 18.2.2. Le morphisme g∗ : E∗MU → F∗MU est le morphisme unique de
E∗-algèbres tel que bEi 7→ bFi .
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Si (E, xE) est un spectre C-orienté, alors le spectre E ∧MU est muni de deux
orientations différentes, qui sont induits par les morphismes de spectres en an-
neaux

MU
xE∧ηMU//
ηE∧MU

// E ∧MU,

et qu’on dénotera (par abus de notation) (E ∧MU,xE) et (E ∧MU,xMU ).
Le résultat suivant est fondamental.

Proposition 18.2.3. Soit (E, xE) un spectre C-orienté. Alors le morphisme

(E ∧MU)d(CP∞+ )→ HomE∗(E∗(CP
∞
+ ), (E ∧MU)∗−d)

qui envoie une classe de cohomologie f : CP∞+ → ΣdE ∧MU à la composition

E∗(CP∞+ )
E∗f // E∗(ΣdE ∧MU)

∼=
��

(E ∧ E ∧MU)∗−d
µE∧MU

// (E ∧MU)∗−d

est un isomorphisme.
Cet isomorphisme envoie la classe xiE ∈ (E ∧ MU)2i(CP∞+ ) au morphisme de E∗-

modules induit par

βEn 7→
{

1 n = i
0 sinon.

Démonstration. (Indications.) L’isomorphisme correspond à l’isomorphisme

(E ∧MU)d(CP∞+ )
∼=→ Hom(E∧MU)∗((E ∧MU)∗(CP∞+ ), (E ∧MU)∗−d)

(le morphisme ne dépend pas du choix d’orientation complexe).
On utilise le fait qu’il existe un isomorphisme canonique de (E∧MU)∗-modules

(E ∧MU)∗ ⊗E∗ E∗(CP
∞
+ )

∼=→ (E ∧MU)∗(CP∞+ )

qui envoie βEi à la classe βEi de (E ∧MU)∗(CP∞+ ) qui correspond à l’orientation
(E ∧MU,xE). Le foncteur (E ∧MU)∗ ⊗E∗ − est l’adjoint à gauche du foncteur
oubli de la catégorie des (E∧MU)∗-modules vers lesE∗-modules, donc on obtient
l’isomorphisme recherché.

Le calcul de l’image de la classe xiE ∈ (E ∧MU)2i(CP∞+ ) est élémentaire. �

Corollaire 18.2.4. Soit (E, xE) un spectre C-orienté et soient (E ∧ MU,xE), (E ∧
MU,xMU ) les deux orientations de E ∧MU associées. Alors, dans (E ∧MU)2(CP∞+ ),
on a

xMU = bE(xE) :=
∑
i≥0

bEi x
i+1
E .

Démonstration. Par définition des classes bEi , on voit que xMU correspond au mor-
phisme de HomE∗(E∗(CP

∞
+ ), (E ∧ MU)∗−2) qui envoie βE0 à zéro et βEi+1 7→ bEi

pour i ≥ 0. Le résultat en découle. (Exercice !) �

Remarque 18.2.5. Les générateurs bEi deE∗MU définissent une série formelle bE(t) :=∑
i≥0 b

E
i t
i+1 sans terme constant et telle que (bE)′(0) = 1. Ceci explique la notation

utilisée dans l’énoncé du Corollaire.

Notation 18.2.6. Soit φ(t) ∈ R[[t]] une série formelle. On écrit φ[s] pour le coefficient
de ts dans la série formelle. Donc, pour tout nombre naturel j ∈ N, φj[s] est le
coefficient de ts dans la série formelle φ(t)j .

Le corollaire 18.2.4 fournit une relation entre les générateurs βEi et βMU
i de (E ∧

MU)∗(CP∞+ ), par dualité.
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Proposition 18.2.7. Soit (E, xE) un spectre C-orienté et soient (E ∧ MU,xE), (E ∧
MU,xMU ) les deux orientations de E ∧MU associées, qui fournissent les systèmes de
générateurs {βEi |i ≥ 0}, {βMU

i |i ≥ 0} de (E ∧MU)∗(CP∞+ ). Alors

βEs =
∑
j≥0

(bE)j[s]β
MU
j =

s∑
j=0

(bE)j[s]β
MU
j .

Démonstration. Par le corollaire 18.2.4, on a

xjMU = bE(xE)j

pour tout j ∈ N.
On sait qu’on peut écrire βEs =

∑
j≥0 c

j
sβ
MU
j , où les coefficients {cjs} de (E ∧

MU)∗ sont donnés par cjs = 〈βEs , x
j
MU 〉. Le résultat s’en découle immédiatement.

�

18.3. Coproduits pourMU . Le coproduit de l’algébroïde de Hopf (MU∗,MU∗MU)
peut être déterminé à l’aide des résultats de la section précédente. D’abord, on
considère le morphisme de structure ψ pour le comodule MU∗(CP∞+ ). Par défini-
tion, ce morphisme figure dans le diagramme commutatif :

MU∗(CP∞+ )
(MU∧η)∗ //

ψ **TTTTTTTTTTTTTTT
(MU ∧MU)∗(CP∞+ )

MU∗MU ⊗MU∗ MU∗(CP∞+ )

∼=

OO

où le morphisme vertical est l’isomorphisme de MU∗MU -modules qui est induit
par le morphisme deMU∗-modulesMU∗(CP∞+ )→ (MU∧MU)∗(CP∞+ ) induit par
MU ∧η (en particulier, on utilise la structure de module à droite sur (MU ∧MU)∗).

Pour calculer le morphisme ψ, qui est un morphisme de MU∗-modules, il suffit
de préciser l’image des générateurs βMU

i dans (MU ∧MU)∗(CP∞+ ). Par fonctoria-
lité, βMU

i 7→ βMU,L
i , le générateur défini par rapport à l’orientation à gauche de

MU ∧MU . Par contre, par rapport à l’isomorphisme vertical, il faut l’exprimer en
termes des générateurs βMU,R

∗ , qui correspondent à l’orientation à droite.

Notation 18.3.1. Pour simplifier la notation, écrivons βs ∈ MU∗(CP∞+ ) et bt ∈
MU∗MU pour les éléments βMU

s et bMU
t respectivement. La série formelle

∑
j≥0 bjt

j+1

sera toujours dénotée bMU (t), pour éviter de la confusion éventuelle.

Proposition 18.3.2. Le morphisme de structure ψ : MU∗(CP∞+ ) → MU∗MU ⊗MU∗

MU∗(CP∞+ ) est déterminé par

ψβs =
∑
j≥0

(bMU )j[s] ⊗ βj .

Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition 18.2.7. �

Remarque 18.3.3. On peut considérer bMU comme une somme formelle graduée∑
i≥0 bi, où |bi| = i et (bMU )j comme la somme formelle graduée (

∑
i≥0 bi)

j . (La
graduation remplace le variable de la série formelle). Alors, le coefficient (bMU )j[s]
est égal au terme de degré s − j de (

∑
i≥0 bi)

j . C’est cette notation qui est utilisée
par exemple dans [Ada95, Section II.11].

Corollaire 18.3.4. Le morphisme diagonal

∆ : MU∗MU →MU∗MU ⊗MU∗ MU∗MU

est détérminé par
∆bn =

∑
(bMU )j+1

[n+1] ⊗ bj .
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Démonstration. Exercice ! �

Remarque 18.3.5. Si on utilise la graduation introduite dans la remarque 18.3.3, cette
expression devient

∆bn =
∑

(bMU )j+1
n−j ⊗ bj .
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19. L’ALGÈBRE DE STEENROD

19.1. Opérations stables cohomologiques.

Définition 19.1.1. Soit p un nombre premier. L’algèbre de Steenrod (sur Fp) est la
Fp-algèbre graduée

A := [Σ∗HFp ,HFp ]

des opérations cohomologiques stables. La structure d’algèbre est donnée par la
composition des morphismes.

Remarque 19.1.2. Cette algèbre n’est pas graduée commutative.

Exercice 19.1.3. Démontrer que A est une Fp-algèbre associative.

Proposition 19.1.4. La cohomologie modulo p, HFp ∗ : SH → Abgr, prend ses va-
leurs dans la catégorie des A -modules (gradués). En particulier, si X est un spectre, alors
HFp ∗X est muni d’une structure naturelle de A -module :

A ⊗Fp HFp ∗X → HFp ∗X.

Démonstration. Exercice. �

Remarque 19.1.5. L’algèbre de Steenrod est de type fini : en chaque degré d, l’espace
vectoriel A d est de dimension finie. On en déduit que l’homologie (HFp )∗HFp est
isomorphe (en tant qu’espace vectoriel gradué) à HomFp(A ,Fp), l’espace vectoriel
dual de A . (Exercice : préciser les graduations.)

Rappeler que HFp est un spectre en anneaux commutatif et donc HFp ∧ HFp
l’est aussi. Par conséquent, (HFp )∗HFp est une Fp-algèbre graduée commutative.

Notation 19.1.6. On écrit A ∗ pour la Fp-algèbre graduée commutative (HFp )∗HFp ,
l’algèbre de Steenrod duale.

Lemme 19.1.7. Soit X un spectre. Il existe un isomorphisme naturel

HFp ∗(HFp ∧X) ∼= A ∗ ⊗Fp HFp ∗X.

Démonstration. Exercice. �

19.2. Algèbres de Hopf (graduées commutatives). On fixe un anneau commutatif
unitaire R (non-gradué). (Par exemple, on peut prendre R = Z ou R = Fp).

Notation 19.2.1. PourR un anneau commutatif, soit A lgR la catégorie desR-algèbres
graduées commutatives.

Lemme 19.2.2. Soit R un anneau commutatif. Le produit tensoriel (gradué) est le copro-
duit dans la catégorie A lgR.

Démonstration. Soient B,C deux algèbres commutatives graduées. Alors B ⊗R C
a la structure d’une R-algèbre commutative graduée, et les morphismes R → B,
R→ C induisent des morphismes naturels B → B ⊗R C ← C d’algèbres commu-
tatives graduées.

Soient f : B → D, g : C → D deux morphismes de R-algèbres commmutatives
graduées, alors le morphisme f ⊗ g : B ⊗R C → D, défini par (f ⊗ g)(b ⊗ c) =
f(b)g(c) est un morphisme de R-algèbres graduées commutatives. On vérifie que
cette construction est universelle.

�

Définition 19.2.3. Soit R un anneau commutatif. Une algèbre de Hopf commuta-
tive graduée est une R-algèbre commutative graduée (unité η : R → A, munie de
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morphismes d’algèbres A
∆ // A⊗R A (coproduit), A

χ // A (conjugaison),

A
ε // R (augmentation) tels que les diagrammes suivants commutent :

A

=

{{ww
ww

ww
ww

ww
=

%%LLLLLLLLLLLL

∆

��

counité

A A⊗R A
ε⊗A

//
A⊗ε

oo A,

A
∆ //

∆

��

A⊗R A

A⊗∆

��

coassociativité

A⊗R A
∆⊗A
// A⊗R A⊗R A

et la conjugaison donne :

1A = µ ◦ (χ⊗ 1A) ◦∆
= µ ◦ (1A ⊗ χ) ◦∆.

Notation 19.2.4. Pour A une R-algèbre de Hopf graduée commutative, on écrit A
pour le noyau de l’augmentation ε : A → R, de telle sorte que A ∼= A ⊕ R en tant
que R-modules (exercice !).

Exemple 19.2.5. L’algèbre de Steenrod duale, A ∗, est une Fp-algèbre de Hopf gra-
duée commutative. Par le lemme 19.1.7, il existe un isomorphisme π∗(HFp ∧HFp ∧
HFp ) ∼= A ∗ ⊗Fp A ∗ et les morphismes de structure sont les morphismes induits
en homotopie suivants

– augmentation : induit par le produit HFp ∧HFp → HFp ;
– conjugaison : induit par la transposition des facteurs τ : HFp ∧HFp → HFp ∧

HFp ;
– coproduit : induit par HFp ∧ η ∧HFp : HFp ∧HFp → HFp ∧HFp ∧HFp .

(Exercice : vérifier que ces morphismes induisent une structure d’algèbre de Hopf.)

Proposition 19.2.6. Une R-algèbre de Hopf graduée commutative est équivalente à un
objet cogroupe de la catégorie A lgR. En particulier A ∈ ObA lgR est une algèbre de Hopf
commutative graduée si et seulement si le foncteur HomA lgR(A,−) prend ses valeurs dans
la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. �

Proposition 19.2.7. Soient A1, A2 deux R-algèbres de Hopf graduées commutatives.
Alors l’algèbre A1 ⊗R A2 est muni d’une structure naturelle d’algèbre de Hopf graduée
commutative qui représente le foncteur S 7→ HomA lgR(A1, S)× HomA lgR(A2, S) à va-
leurs dans la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. �

Définition 19.2.8. UneR-algèbre de Hopf graduée commutativeA est graduée co-
commutative (et donc graduée bicommutative) si le diagramme suivant commute :

A
∆

{{wwwwwwwww
∆

##G
GGGGGGGG

A⊗R A τ
// A⊗R A

où τ transpose les facteurs (utilisant les signes de Koszul associées à la graduation).
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Exercice 19.2.9. Soient R = F un corps (quelconque) et A une F-algèbre de Hopf
graduée bicommutative de type fini. Montrer que A∗ := HomF(A,F) a une struc-
ture canonique d’algèbre de Hopf graduée bicommutative de type fini.

Montrer que A est isomorphe, en tant qu’algèbre de Hopf graduée bicommuta-
tive, à (A∗)∗.

Remarque 19.2.10. Le morphisme diagonal est un morphisme d’algèbres, donc est
déterminé par sa restriction à un sousR-module graduéQ ⊂ A tel que les éléments
de Q engendrent A en tant qu’algèbre.

Définition 19.2.11. Soit A une F-algèbre de Hopf graduée commutative.

(1) Un élément homogène de A est primitif si ∆x = x⊗ 1 + 1⊗ x.

(2) L’algèbre de HopfA est primitivement engendrée s’il existe un sous-espace
vectoriel gradué V ≤ A qui engendre A et tel que tout élément homogène
x ∈ V est primitif.

Exercice 19.2.12. Soit A une F-algèbre de Hopf graduée commutative. Montrer que

(1) les éléments primitifs de A forment un sous-espace vectoriel gradué PA ≤
A ;

(2) l’algèbre A est primitivement engendrée si et seulement si les éléments de
l’espace PA engendrent A ;

(3) si A est primitivement engendrée, alors A est graduée bicommutative.

Exemple 19.2.13. Soit F un corps.

(1) L’algèbre graduée polynomiale F[x], x un élément homogène de degré pair,
est munie d’une structure canonique d’algèbre de Hopf graduée commu-
tative pour laquelle x est primitif.

(2) L’algèbre extérieure Λ(y), y un élément de degré impair, est munie d’une
structure canonique d’algèbre de Hopf graduée commutative pour laquelle
y est un élément primitif. (L’espace vectoriel gradué sous-jacent à Λ(y) est
F⊕ F.y).

Les algèbres ci-dessus sont des algèbres graduées commutatives libres. En géné-
ral, pour tout espace vectoriel gradué V , l’algèbre graduée commutative libre sur
V , L(V ), est canoniquement une algèbre de Hopf primitivement engendrée. (L’al-
gèbre L(V ) est isomorphe au produit tensoriel de l’algèbre symétrique S∗(Vpair)
et de l’algèbre extérieure Λ(Vimpair), où V ∼= Vpair ⊕ Vimpair est la décomposition
évidente de l’espace vectoriel gradué V .)

Exercice 19.2.14. Soit F un corps.

(1) Soient A, B deux F-algèbres de Hopf graduées commutatives connexes et
de type fini (de dimension finie en chaque degré et trivial en degrés néga-
tifs). Montrer que l’algèbre de Hopf (A⊗FB)∗ est naturellement équivalent
à A∗ ⊗F B

∗.

(2) Montrer que la F-algèbre de Hopf duale Λ(y)∗ est une algèbre extérieure
Λ(y∗).

(3) Soit p un nombre premier. Montrer que l’espace vectoriel des primitifs de
l’algèbre de Hopf graduée commutative Λ(y)⊗FpFp[x] est l’espace vectoriel

〈y, x, xp, xp
2
, . . . , xp

n

, . . .〉.

(4) Montrer que l’algèbre de Hopf duale Fp[x]∗ est isomorphe en tant qu’al-
gèbre graduée commutative à

Fp[x]∗ ∼=
⊗
i≥0

Fp[xi]/xpi ,
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où xi est dual au primitif xp
i

dans la base duale. (Les primitifs de A sont
duaux aux indécomposables de A∗.)

19.3. Homologie de quelques espaces classifiants.

Remarque 19.3.1. L’espace CP∞ est un H-espace commutatif. On peut l’identifier
avec

– BU(1), l’espace classifiant du groupe unitaire U(1), qui est homéomorphe
à S1, considéré comme le sous groupe topologique de C∗ des éléments de
norme 1 ;

– K(Z, 2), l’espace d’Eilenberg-MacLane. (En effet, ΩBU(1) ' U(1) ∼= S1, et le
cercle est un espace d’Eilenberg-MacLane K(Z, 1).)

Remarque 19.3.2. Soit p un nombre premier. L’espace d’Eilenberg-MacLaneK(Z/p, 1)
est l’espace classifiant BZ/p du groupe abélien Z/p ; il possède la structure d’un
H-espace commutatif. Par la théorie des revêtements finis, il existe un modèle ex-
plicite pour BZ/p :

considérer S2n−1 comme les éléments de norme 1 dans Cn. Le groupe topo-
logique S1 ⊂ C∗ agit sur C et donc, par l’action diagonale, sur Cn. Le groupe
Z/p ⊂ S1 ⊂ C∗ des p-ième racines d’unité agit par restriction sur S2n−1 ⊂ Cn et
ces actions sont compatibles pour les différents n ∈ N, en particulier Cn → Cn+1

induit un morphisme Z/p-équivariant :

S2n−1 ↪→ S2n+1.

On définit BZ/p := colim(S2n−1/(Z/p)).

Remarque 19.3.3. Lorsque p vaut 2, il existe une équivalence d’homotopie BZ/2 '
RP∞.

Exercice 19.3.4.
(1) A l’aide du modèle de BZ/p donné ci-dessus, montrer qu’il existe un mor-

phisme BZ/p → CP∞. (On peut considérer que ce morphisme est induit
par le foncteur B− ‘espace classifiant’ appliqué à l’inclusion de groupes
Z/p ↪→ S1.)

(2) Montrer que HFp ∗(CP∞+ ) et HFp ∗(BZ/p+) sont des Fp-algèbres de Hopf
graduées bicommutatives.

Proposition 19.3.5. Soit p un nombre premier. Alors, il existe des isomorphismes d’al-
gèbres de Hopf graduées commutatives primitivement engendrées :

(1) HFp ∗(CP∞+ ) ∼= Fp[x], |x| = 2 ;
(2) si p > 2, HFp ∗(BZ/p+) ∼= Λ(y) ⊗ Fp[x], |x| = 2, |y| = 1, où BZ/p → CP∞

induit l’inclusion de l’algèbre polynomiale Fp[x] en cohomologie ;
(3) si p = 2, HF2

∗(BZ/2+) ∼= F2[u], |u| = 1, où BZ/p → CP∞ induit l’inclusion
de l’algèbre polynomiale F2[x] ∼= F2[u2] en cohomologie.

Démonstration. (Indications). Le premier énoncé est une conséquence immédiate
du fait que HFp est C-orienté. Le deuxième point découle du fait que le morphisme
BZ/p → CP∞ est un S1-fibré principal, donc on peut utiliser la suite exacte de
Gysin associée à

S1 → BZ/p→ CP∞.
�

Corollaire 19.3.6. Soit p un nombre premier. Alors, il existe des isomorphismes d’algèbres
graduées commutatives :

(1) HFp ∗(CP∞+ ) ∼=
⊗

i≥0 Fp[βpi ]/βppi , où βpi est dual à xp
i

, donc est de degré 2pi ;

(2) si p > 2, HFp ∗(BZ/p+) ∼= Λ(w)⊗
⊗

i≥0 Fp[βpi ]/βppi , où |w| = 1 ;
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(3) si p = 2, HF2 ∗(BZ/2+) ∼=
⊗

i≥0 F2[ζ2i ]/ζ2
2i , où ζ2i est dual à u2i , donc est de

degré 2i.

Démonstration. Exercice. �

19.4. L’algèbre de Steenrod duale. Par construction du spectre d’Eilenberg-MacLane,
l’espace classifiant BZ/p est l’espace (HFp )1, donc il y a un morphisme canonique
de spectres

Σ∞BZ/p→ HFp [1] = ΣHFp .
Le morphisme de groupes Z� Z/p induit un morphisme

CP∞ ' K(Z, 2)→ K(Z/p, 2) = (HFp )2

et donc on dispose d’un morphisme

Σ∞CP∞ → HFp [2]

qui correspond à l’orientation complexe canonique du spectre d’Eilenberg-MacLane
HFp . Ce morphisme se factorise à travers le morphisme canonique

Σ∞K(Z/p, 2)→ HFp [2].

Ces morphismes induisent en homologie

(HFp )∗(CP
∞) → (HFp )∗−2HFp

(HFp )∗(BZ/p) → (HFp )∗−1HFp .

Remarque 19.4.1. Les morphismes canoniques

(HFp )∗(K(Z/p, 1)) → (HFp )∗−1HFp
(HFp )∗(K(Z/p, 2)) → (HFp )∗−2HFp .

se factorise respectivement à travers les morphismes ’suspension homologique’ :

(HFp )∗(K(Z/p, 1)) → (HFp )∗+1(K(Z/p, 2))

(HFp )∗(K(Z/p, 2)) → (HFp )∗+1(K(Z/p, 3))

respectivement. (Exercice : vérifier cette affirmation en utilisant le calcul de l’ho-
mologie d’un spectre en termes de l’homologie des espaces du spectre.)

La suspension homologique, pourX un espace pointé, est le morphisme naturel
HFp ∗(ΩX)→ HFp ∗−1(X) qui est induit par la counité d’adjonction ΣΩX → X .

L’espace de lacets ΩX est un H-espace, donc HFp ∗((ΩX)+) est une algèbre,
munie du produit dit de Pontrjagin. Il est un fait fondamental que l’image des élé-
ments décomposables pour ce produit par le morphisme suspension homologique
est triviale.

Pour simplifier la présentation, on suppose désormais que p > 2. Le cas p = 2
peut être traité par des arguments similaires.

Notation 19.4.2. Soit p > 2 un nombre premier. Pour i ≥ 0,

(1) soit ξi ∈ (HFp )2(pi−1)HFp l’image de l’élément βpi ∈ (HFp )2pi(CP
∞).

(2) soit τi ∈ (HFp )2pi−1HFp l’image de l’élément βpi ∈ (HFp )2pi(BZ/p).

Lemme 19.4.3. L’élément ξ0 = 1 dans HFp ∗HFp .

Démonstration. Exercice. �

Remarque 19.4.4. Par la remarque 19.4.1, les images de (HFp )∗(BZ/p) et de (HFp )∗(CP
∞)

dans (HFp )∗HFp sont contenues dans

〈τi, ξi|i ≥ 0〉.
(L’image de l’élément w ∈ (HFp )1(BZ/p) est l’unité, donc coïncide avec l’image
de ξ0.)
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L’algèbre de Steenrod duale (HFp )∗HFp est une Fp-algèbre graduée commuta-
tive et donc, par la propriété universelle de l’algèbre graduée commutative libre, il
existe un morphisme canonique d’algèbres :

Fp[ξi|i ≥ 1]⊗ Λ(τj |j ≥ 0)→ (HFp )∗HFp .

Théorème 19.4.5. Soit p > 2 un nombre premier. Le morphisme

Fp[ξi|i ≥ 1]⊗ Λ(τj |j ≥ 0)→ (HFp )∗HFp .

est un isomorphisme d’algèbres.

Démonstration. (Indications.) Pour démontrer ce résultat, normalement on calcule
l’homologie HFp ∗(K(Z/p, n)) des espaces d’Eilenberg-MacLane ∀n. Une approche
élégante est due à Ravenel et Wilson, en utilisant la théorie des ‘anneaux de Hopf’
(voir [Wil82, Section II.8]). Le calcul par Serre est en cohomologie en utilisant la
suite spectrale de Serre et Cartan a fait des calculs au niveau des chaînes. �

Remarque 19.4.6. Pour p = 2, il existe une construction similaire. Le morphisme
canonique Σ∞RP∞ → HF2 [1] induit un morphisme en homologie et on définit ξi
comme l’image de la classe ζ2i , donc |ξi| = 2i − 1. Alors, il existe un morphisme
canonique d’algèbres

F2[ξi|i ≥ 1]
∼=→ HF2 ∗HF2 .

Rappeler que MU est un spectre connexe et que π0(MU) ∼= Z, par l’isomor-
phisme d’Hurewicz et donc il existe une augmentation canonique d’anneaux gra-
dués commutatifs : MU∗ → Z.

Corollaire 19.4.7. Soit p > 2 un nombre premier. Le morphisme de Thom Θ : MU →
HFp induit le mophisme d’anneaux commutatifs : MU∗ → HFp ∗ ∼= Fp qui est la compo-
sition de l’augmentation MU∗ → Z avec la réduction modulo p.

Le morphisme Θ ∧Θ : MU ∧MU → HFp ∧HFp induit en homotopie :

MU∗MU // HFp ∗HFp

MU∗[bMU
i ]

∼=

OO

// Fp[ξi]⊗ Λ(τj)

∼=

OO

le morphisme de MU∗-algèbres défini par :

bMU
i 7→

{
ξs i = ps − 1
0 sinon.

Démonstration. L’identification du morphisme MU∗ → (HFp )∗ est élémentaire. Le
morphisme Σ∞CP∞ → HFp [2] se factorise :

Σ∞CP∞
xMU //

%%LLLLLLLLLL MU [2]

Θ[2]

��
HFp [2],

par construction du morphisme de Thom, Θ.
Par définition, la classe bMU

i est l’image de la classe βMU
i+1 ∈ MU2(i+1)(CP∞) et,

par naturalité, βMU
i+1 7→ β

HFp
i+1 ∈ HFp 2(i+1)(CP∞) sous le morphisme de Thom. Le

résultat en découle de la définition des classes ξi. �

Remarque 19.4.8. En termes de séries formelles, ce morphisme induit :∑
bit

i+1 7→
∑
s

ξst
ps .
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19.5. Le coproduit. Soit p > 2 un nombre premier. Pour calculer le coproduit de
A ∗, on procède comme pour MU∗MU : d’abord on détermine le morphisme de
structure (HFp )∗(CP

∞
+ )→ A ∗ ⊗Fp (HFp )∗(CP

∞
+ ).

Rappeler que le morphisme de Thom, Θ : MU → HFp induit un morphisme
d’algébroïdes de Hopf (MU∗,MU∗MU) → (F,A ∗) et, en particulier, un mor-
phisme d’algèbres MU∗MU → A ∗ dont l’image est Fp[ξi].

Proposition 19.5.1. La coaction ψ : (HFp )∗(CP
∞
+ )→ A ⊗Fp (HFp )∗(CP

∞
+ ) est don-

née par :
ψβHFp

n =
∑

(
∑
i≥0

ξit
pi)j[n] ⊗ β

HFp
j .

Démonstration. Le morphisme de Thom Θ : MU → HFp induit un diagramme
commutatif :

MU∗(CP∞+ )

����

// MU∗MU ⊗MU∗ MU∗(CP∞+ )

��
(HFp )∗(CP

∞
+ ) // A ∗ ⊗Fp (HFp )∗(CP

∞
+ ).

Le morphisme vertical à gauche est surjectif, donc le résultat est une conséquence
immédiate de la Proposition 18.3.2. �

Théorème 19.5.2. Soit p > 2 un nombre premier. Le coproduit de l’algèbre de Steenrod
duale

HFp ∗HFp ∼= Fp[ξi|i ≥ 1]⊗ Λ(τj |j ≥ 0)
est donné par

∆ξn =
n∑
i=0

ξp
i

n−i ⊗ ξi

∆τn =
n∑
i=0

ξp
i

n−i ⊗ τi + τn ⊗ 1.

Démonstration. Le calcul de la diagonale des éléments {ξi} est une conséquence de
la Proposition 19.5.1, comme pour le calcul du coproduit de MU∗MU à partir de
la structure de comodule de MU∗(CP∞+ ).

Pour les éléments τj , on utilise les morphismes de spectres

HFp [1]← Σ∞BZ/p→ Σ∞CP∞,
qui induisent morphismes de A ∗-comodules

HFp ∗−1HFp [1]← HFp ∗BZ/p→ HFp ∗CP∞.
Le morphisme HFp ∗Σ∞BZ/p→ HFp ∗CP∞ est un isomorphisme en degrés pairs.
En utilisant la forme du coproduit sur HFp ∗CP∞, on déduit facilement le copro-
duit ∆τn (exercice ! !), en utilisant le fait que le terme τn ⊗ 1 est imposé, car A ∗ est
une algèbre de Hopf. �

Notation 19.5.3. (Soit p > 2 un nombre premier.) Soit P ∗ la sous-algèbre Fp[ξi] de
A ∗.

Remarque 19.5.4. L’algèbre P ∗ est l’image du morphisme d’algèbres MU∗MU →
(HFp )∗HFp et est une sous-algèbre de Hopf de A ∗.

Il existe une suite exacte courte d’algèbres de Hopf

P ∗ ↪→ A ∗ � Λ(τj |j ≥ 0)

où l’algèbre extérieure est primitivement engendrée en tant qu’algèbre de Hopf.
L’inclusion P ∗ ↪→ A ∗ admet un rétracte A ∗ → P ∗, qui est un morphisme d’al-

gèbres de Hopf.
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On a le résultat suivant :

Lemme 19.5.5. Soit p > 2 un nombre premier.

(1) L’inclusion P ∗ ↪→ A ∗ induit un foncteur exact (corestriction)

P∗Comod→ A ∗Comod

de la catégorie des P ∗-comodules à gauche vers la catégorie des A ∗-comodules à
gauche.

(2) Soit M un A ∗-comodule gradué tel que M est concentré en degrés pairs. Alors le
morphisme de structure de M se factorise canoniquement :

M → P ∗ ⊗M ↪→ A ∗ ⊗M.

Démonstration. (Indications.) SiW est un P ∗-comodule, on définit le A ∗-comodule
associé par le morphisme de structure :

W → P ∗ ⊗W ↪→ A ∗ ⊗W.

Soit M un A ∗-comodule concentré en degrés pairs et soit x un élément de degré
minimal tel que ψx 6∈ P ∗ ⊗M (s’il existe). L’élément ψx est de degré pair, donc ne
peut pas être linéaire dans les éléments τj (qui sont de degré impair). En utilisant la
coassociativité de la coaction, on déduit facilement une contradiction à l’hypothèse
que x soit de degré minimal. (Exercice !) �

Exemple 19.5.6. (Soit p > 2.) Les A ∗-comodules (HFp )∗CP
∞
+ ) et (HFp )∗MU sont

concentrés en degrés pairs, donc sont définis par des structures de P ∗-comodules

(HFp )∗(CP
∞
+ ) → P ∗ ⊗ (HFp )∗(CP

∞
+ )

(HFp )∗MU → P ∗ ⊗ (HFp )∗MU.

19.6. L’homologie de MU en tant que A ∗-comodule. Soient E,F deux spectres
en anneaux commutatifs tel que E est plat, donc (E∗, E∗E) est un algébroïde de
Hopf. Alors, le morphisme de structure E∗F → E∗E ⊗E∗ E∗F est un morphisme
d’algèbres. Par exemple, ceci entraîne que le morphisme de structure

(HFp )∗MU ∼= F[bi|i ≥ 1]→ A ∗ ⊗ (HFp )∗MU

est un morphisme d’algèbres, donc est déterminé par l’image des générateurs {bi|i ≥
0} (rappeler que b0 = 0).

L’orientation complexe Σ∞CP∞ →MU [2] induit un morphisme de A ∗-comodules :

(HFp )∗(Σ
∞CP∞)→ (HFp )∗−2MU

qui envoie le générateur (en tant qu’espace vectoriel) βi+1 à bi (i ≥ 0). On en déduit
le résultat suivant :

Proposition 19.6.1. Soit p > 2 un nombre premier impair. La structure de comodule

ψ : (HFp )∗MU → A ∗ ⊗ (HFp )∗MU

est déterminée par :
ψbs =

∑
(
∑
i≥0

ξit
pi)k+1

[s+1] ⊗ bk.

Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition 19.5.1, par la discussion
ci-dessus. (Observer que cet argument est l’analogue de celui utilisé dans la dé-
monstration du Corollaire 18.3.4.) �

Corollaire 19.6.2. Soit p > 2 un nombre premier impair. Modulo les éléments indécom-
posables (pour la structure d’algèbre), la coaction

ψ : (HFp )∗MU → A ∗ ⊗ (HFp )∗MU
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est de la forme suivante

ψbs ≡
{

1⊗ bpi−1 + ξi ⊗ 1 s = pi − 1
1⊗ bs sinon.

Démonstration. Évident. �

Définition 19.6.3. Soit N la Fp-algèbre graduée N := Fp[xs|s ∈ N, s 6= pi − 1], telle
que |xs| = 2s (on pose x0 = 1) et soit ν : (HFp )∗MU → N le morphisme d’algèbres
graduées détérminé par

bs 7→
{
xs s 6= pi − 1
0 s = pi − 1.

Définition 19.6.4. Soit Ψ : HFp ∗MU → A ∗ ⊗N la composition (A ∗ ⊗ ν) ◦ ψ :

HFp ∗MU
ψ // P ∗ ⊗HFp ∗MU

P∗⊗ν // P ∗ ⊗N,

où, par abus de notation, on écrit ψ : HFp ∗MU → P ∗⊗HFp ∗MU pour la structure
de P ∗-comodule.

Remarque 19.6.5. On peut considérer P ∗ ⊗N comme un P ∗-comodule, muni de la
structure étendue.

Proposition 19.6.6. Le morphisme Ψ : HFp ∗MU → P ∗ ⊗ N est un isomorphisme
de Fp-algèbres graduées commutatives et de P ∗-comodules (et donc, par corestriction, de
A ∗-comodules).

Démonstration. Le fait que Ψ est un morphisme d’algèbres et un morphisme de
comodules est évident.

Il est clair que (HFp )∗MU et P ∗ ⊗ N sont isomorphes en tant qu’algèbres gra-
duées commutatives et que ces algèbres sont de type fini (de dimension finie en
chaque degré). Donc, pour démontrer que Ψ est un isomorphisme, il suffit de mon-
trer que Ψ est surjectif. Les algèbres sont connexes, donc il est suffisant de montrer
que Ψ induit une surjection sur les éléments indécomposables.

On a calculé la coaction ψ modulo décomposables en Corollaire 19.6.2. On en
déduit que, modulo décomposables, Ψ est de la forme suivante :

Ψbs ≡
{

1⊗ xs s 6= pi − 1
ξi ⊗ 1 s = pi − 1.

Ceci établit la surjectivité et donc conclut la démonstration. �
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20. RÉSOLUTIONS D’ADAMS rrS

20.1. Spectres E-injectifs.

Définition 20.1.1. Soit E un spectre en anneaux. Un spectre X is E-injectif s’il est
un rétract d’un spectre de la forme E ∧ Y .

Lemme 20.1.2. Soit E un spectre en anneaux. Un spectreX est E-injectif si et seulement
si le morphisme

X ∼= S ∧X η∧X→ E ∧X
admet un rétract.

Démonstration. L’implication⇐ est évidente, donc on démontre⇒.
Supposon que X est rétract de E ∧ Y . Alors, on dispose d’un diagramme com-

mutatif

X
i //

1X

66E ∧ Y
p // X.

Le morphisme i induit un morphisme de E-modules : E ∧X → E ∧ Y et la com-
position

E ∧X → E ∧ Y p→ X

est le rétract recherché. �

Définition 20.1.3. Soit E un spectre en anneaux.

(1) Une suite . . . Xn+1 → Xn → Xn−1 → . . . de morphismes (les compositions
successives sont triviales) est E-exacte si, ∀n ∈ Z et ∀I E-injectif,

[Xn+1, I]← [Xn, I]← [Xn−1, I]

est exact.

(2) Un morphisme f : X → Y est un E-monomorphisme si 0→ X
f→ Y est E-

exacte. (Cette condition est équivalent à [f, I] étant surjectif, ∀I E-injectif.

Lemme 20.1.4. Un morphisme f : X → Y est un E-monomorphisme si et seulement si
E ∧ f : E ∧X → E ∧ Y admet un rétract.

Démonstration. Le spectreE∧X estE-injectif et [Y,E∧X]→ [X,E∧X] est surjectif.
Donc, il existe un morphisme g qui rend commutatif le triangle :

Y

g

��
X

f

;;wwwwwwwww

η∧X
// E ∧X.

Le morphisme g induit un morphisme de E-modules E ∧ Y → E ∧ X qui est le
rétract recherché. �

Remarque 20.1.5. Soit X un spectre. Alors, par le résultat précédent, le morphisme
η∧X : X → E ∧X est un E-monomorphisme. En particulier, pour tout spectre X ,
il existe un E-monomorphisme X → I , où I est un E-injectif. Donc, la catégorie
SH possède suffisamment de E-injectifs.

On en déduit directement le résultat suivant :

Lemme 20.1.6. Soit E un spectre en anneaux et soit Z un spectre.

(1) Si I est E-injectif, alors I ∧ Z est E-injectif.

(2) Si f : X → Y est un E-monomorphisme, alors f ∧ Z : X ∧ Z → Y ∧ Z est un
E-monomorphisme.
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(3) Un morphisme f : X → Y est un E-monomorphisme si et seulement si Σf :
ΣX → ΣY est un E-monomorphisme.

Démonstration. Exercice. �

Proposition 20.1.7. SoitX f→ Y → Z une suite cofibre. Alors f est unE-monomorphisme
si et seulement si la suite

0→ X → Y → Z → 0
est E-exacte.

Démonstration. On démontre l’implication⇒, la réciproque étant évidente.
Puisque X → Y → Z est une suite cofibre et f est un E-monomorphisme, par

hypothèse, il suffit de montrer que Y → Z induit un monomorphisme [Z, I] ↪→
[Y, I], quelque soit I un E-injectif. Ceci découle de la suite exacte longue induite
par [−, I]. �

Remarque 20.1.8. La classe IE dans SH des objets E-injectifs est une classe injec-
tive stable par suspension, dans la terminologie de l’algèbre homotopique.

On note le résultat suivant enE-homologie, qui est une conséquence immédiate
du Lemme 20.2.3.

Proposition 20.1.9. Soit X → Y → Z une suite cofibre, où X → Y est un E-
monomorphisme. Alors la suite exacte longue en E∗-homologie induit une suite exacte
courte de E∗-modules :

0→ E∗(X)→ E∗(Y )→ E∗(Z)→ 0.

Démonstration. Par Lemme 20.2.3, le morphisme E ∧ X → E ∧ Y admet un ré-
tract, donc il est injectif en homotopie. Par la définition même de E∗-homologie,
E∗(X)→ E∗(Y ) est injectif. �

20.2. E-résolutions.

Définition 20.2.1. Soit E un spectre en anneaux. Une E-résolution de X ∈ ObSH
est une suite de la forme :

0→ X → I0 i0→ I1 i1→ I2 i2→ . . .

telle que

(1) la suite est E-exacte ;

(2) chaque objet Is, s ∈ N, est E-injectif.

Soient X → I•, Y → J• deux E-résolutions. Un morphisme de E-résolutions est
un morphisme f• : I• → J• tel que, ∀n ∈ N, le diagramme suivant commute

In
in //

fn

��

In+1

fn+1

��
Jn

jn
// Jn+1.

Lemme 20.2.2. Soit X un spectre. Alors, X admet une E-résolution.

Démonstration. La construction est par récurrence ; pour démarrer la construction,
soit X → I0 un E-monomorphisme où I0 est un E-injectif ; ceci fournit une suite
cofibre X → I0 → C0. Pour l’étape de récurrence, on suppose qu’on ait construit
une suite cofibre

Cn−1 → In → Cn

où In est E-injectif et Cn−1 → In est un E-monomorphisme. (On pose C−1 := X .)
Alors, on choisit un E-monomorphisme Cn → In+1, où In+1 est E-injectif, et on
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prend pour Cn+1 la cofibre de ce morphisme, et pour In → In+1 la composition
In → Cn → In+1.

On vérifie à l’aide de la Proposition 20.1.7 que la suite ainsi construite est une
E-résolution. �

Ce résultat admet une réciproque.

Lemme 20.2.3. Soit X → I• une E-résolution. Alors, il existe un raffinement

I0 //

  A
AA

AA
AA

A

4

I1

  A
AA

AA
AA

A
//

4

I2 //

��
4

X

??~~~~~~~~
C0

>>}}}}}}}}
◦oo C1◦oo

>>}}}}}}}}
◦oo

dont les triangles décorés par 4 correspondent à des suites cofibres, les autres triangles
commutent et les morphismes Cn → In+1 sont des E-monomorphismes.

Le raffinement est unique à isomorphisme non-unique près.

Démonstration. La construction du diagramme est récursive : le morphisme In →
Cn est la cofibre du morphisme Cn−1 → In et, Cn → In+1 est une factorisation de
In → In+1. On utilise le fait que la suite X → I• est E-exacte pour déduire que, à
chaque étape, Cn → In+1 est un E-monomorphisme.

L’unicité à isomorphisme près est une conséquence du fait que la cofibre d’un
morphisme est unique à isomorphisme non-canonique près. �

Remarque 20.2.4. Attention ! Ceci n’est pas encore une résolution d’Adams, pour
lesquelles il y a un décalage, car la construction se fait en prenant les fibres et pas
les cofibres.

Définition 20.2.5. Soient f•, g• : I• ⇒ J• deux morphismes entre E-résolutions.
Une homotopie de chaînes entre f•, g• est un ensemble de morphismes {hn : In →
Jn−1|n ∈ N} (on convient que h0 = 0) tel que : fn−gn = hn+1◦in+jn◦hn, ∀n ∈ N.

Proposition 20.2.6. Soit E un spectre en anneaux et soient X → I•, Y → J• deux
E-résolutions. Un morphisme f : X → Y se relève en un morphisme f• : I• → J• tel
que

X //

f

��

I0

f0

��
Y // J0

commute. Si f•, g• : I• ⇒ J• sont deux relèvements de f , alors ils sont homotopes par
une homotopie de chaînes.

Démonstration. Exercice. (Essentiellement le même argument que celui utilisé en
algèbre homologique classique.) �

20.3. Résolutions d’Adams.

Définition 20.3.1. Une E-résolution d’Adams d’un spectre X est un diagramme
de triangles exacts :

X = X0

j0 $$I
IIIIIIII X1i1oo

j1 !!C
CC

CC
CC

C X2i2oo

j2 !!C
CC

CC
CC

C
i2oo

K0

4 ◦{{{{ k0

=={{{{

K1

4 ◦{{{{ k1

=={{{{

K2

4 ◦
k2

@@

où les objetsKs sontE-injectifs et les morphismesXs → Ks sont desE-monomorphismes.

Proposition 20.3.2. Il existe une bijection entre l’ensemble de E-résolutions d’Adams et
l’ensemble de E-résolutions muni d’un raffinement (voir Lemme 20.2.3).
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Démonstration. Soit (X•,K•, i•, j•, k•) une résolution d’Adams. On lui associe la
E-résolution

X → K0 → Σ−1K1 → . . .→ Σ−sKs → . . . ,

muni du raffinement évident. Cette construction est évidemment une bijection. �

Exemple 20.3.3. Il y a une manière canonique de construire une résolution d’Adams.
L’unité η : S → E est un E-monomorphisme et induit une suite cofibre

S → E → E

qu’on peut écrire comme une suite cofibre

Σ−1E → S → E.

Ainsi, on obtient une résolution d’Adams de X dont Js = E ∧ Xs et, par récur-
rence :

Xs = (Σ−1E)∧s ∧X.
Cette construction est fonctorielle.
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21. LA SUITE SPECTRALE D’ADAMS

21.1. Énoncé. On fixe un nombre premier p. Rappeler que Zp est l’anneau des
entiers p-adiques :

Zp ∼= lim
←n

Z/pn.

Théorème 21.1.1. Soit X un spectre tel que πr(X) = 0 ∀r << 0 et HFp ∗X est un
Fp-espace vectoriel de type fini. Alors, il existe une suite spectrale (Es,tr , dr), telle que
dr : Es,tr → Es+r,t+r−1

r et

(1) Es,t2 = Exts,tA ∗(Fp,HFp ∗X)

(2) La suite spectrale converge vers πt−s(X)⊗Zp (il existe une filtration de πn(X)⊗
Zp telle que Es,s+n∞ , s ∈ N, est le groupe gradué associé à la filtration).

Corollaire 21.1.2. Soit X un spectre tel que πr(X) = 0 ∀r << 0 et HFp ∗X est un Fp-
espace vectoriel de type fini. Si Exts,tA ∗(Fp,HFp ∗X) = 0 pour t − s impair, alors la suite
spectrale d’Adams dégénère. En particulier, ∀n ∈ Z, il existe une filtration de πn(X)⊗Zp
tel que Exts,s+nA ∗ (Fp,HFp ∗X) est le groupe gradué associé à cette filtration.
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22. LE THÉORÈME DE QUILLEN

22.1. Énoncé du théorème de Quillen.

Théorème 22.1.1. Le morphisme L→MU∗ d’algèbres, induit par l’orientation complexe
canonique de MU∗ est un ismorphisme.

Une approche à la démonstration de ce résultat utilise la suite spectrale d’Adams.
On a besoin d’une compréhension du morphisme d’Hurewicz intégral hZ, qui in-
duit un diagramme commutatif de morphismes d’anneaux :

L //

##G
GG

GG
GG

GG
G MU∗

hZ

��
HZ∗MU Z[bHZ

i ].∼=
oo

(9)

Le spectre HZ∧MU possède les deux orientations complexes xMU et xHZ , qui sont
reliées par l’équation

xMU = bHZ (xHZ ).
Les deux structures de loi de groupe formel sur (HZ ∧MU)∗(CP∞+ ) sont induites
par CP∞ × CP∞ → CP∞ (la structure de H-espace habituelle) qui induit un
morphisme d’algèbres en cohomologie. On a donc

FMU (xMU , yMU ) = bHZ (xHZ + yHZ ),

où FMU est la loi de groupe formel associé à xMU , puisque la loi associée à xHZ est
la loi additive.

Donc bHZ est un isomorphisme strict entre la loi de groupe formel additive et
FMU . Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 22.1.2. Les morphismes du diagramme (9) induisent des isomorphismes d’al-
gèbres

L⊗Q ∼= MU∗ ⊗Q ∼= HZ∗MU ⊗Q,
et bHZ est l’exponentiel de la loi de groupe formel universel sur MU∗.

En particulier

(1) HZ∗MU ⊂ MU∗ ⊗ Q est la sous-algèbre de MU∗ ⊗ Q engendrée par les coeffi-
cients {mi} du logarithme de la loi de groupe formel universel ;

(2) il existe un choix de générateurs L ∼= Z[ai] tels que, modulo les éléments décom-
posables

ai 7→
{
−bi i 6= pi − 1
−pbi i = pi − 1,

p un nombre premier quelconque.

Démonstration. L’équation FMU (xMU , yMU ) = bHZ (xHZ + yHZ ) montre que bHZ

est l’exponentiel de la loi de groupe formel FMU sur HZ∗MU ⊗ Q ∼= Q[bi]. Soit∑
i≥0mix

i+1 l’inverse de bHZ pour la composition de séries formelles,mi ∈ HZ2iMU ,
alors mi ≡ −bHZ

i modulo éléments décomposables et il est évident que L →
HZ∗MU devient un isomorphisme après ⊗Q et la série formelle

∑
i≥0mix

i+1 est
le logarithme de la loi de groupe formel universelle. Puisque, le morphisme d’Hu-
rewicz est un isomorphisme après ⊗Q, on a les isomorphismes de Q-algèbres.

Enfin, par l’identification de l’anneau L de Lazard on sait qu’il existe un choix
de générateurs L ∼= Z[ai] tel que

ai 7→
{
mi i 6= pi − 1
pmi i = pi − 1,

p un nombre premier quelconque. Ceci conclut la démonstration. �
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22.2. Le morphisme de Hurewicz (modulo p). Rappeler le résultat suivant :

Proposition 22.2.1. Soit p un nombre premier. L’homologie HF∗ induit un foncteur

SH → A ∗Comod

X 7→ HFp ∗X,
à valeurs dans la catégorie des A ∗-comodules à gauche

Définition 22.2.2. Soit M ∈ Ob A ∗Comod un A ∗-comodule à gauche, muni du
morphisme de structure

ψ : M → A ∗ ⊗M.

Un élément homogène x deM est primitif (pour la structure de comodule) si ψx =
1⊗x. L’espace vectoriel gradué des éléments primitifs deM est dénoté par PA ∗M .

Corollaire 22.2.3. Le morphisme d’Hurewicz π∗(X)→ HFp ∗X se factorise en tant que
morphisme de groupes abéliens :

π∗(X)→ PA ∗HFp ∗X ↪→ HFp ∗X.
Démonstration. Le morphisme de Hurewicz s’identifie à la composition

[Sn, X]→ HomA ∗(ΣnFp,HFp ∗X) ↪→ HomFp(ΣnFp,HFp ∗X) ∼= HFp nX.
On vérifie que HomA ∗(ΣnFp,HFp ∗X) ∼= (PA ∗HFp ∗X)n. �

Exemple 22.2.4. Soit p > 2 un nombre premier impair. La structure de A ∗-comodule
de HFp ∗MU est la corestriction de la structure de P ∗-comodule et il existe un iso-
morphisme de P ∗-comodules :

HFp ∗MU ∼= P ∗ ⊗N.
L’espace des A ∗-primitifs de HFp ∗MU est donc

PA ∗HFp ∗MU ∼= N = F[xs|s 6= pi].

Le morphisme de Hurewicz donc induit un morphisme

MU∗ → PA ∗HFp ∗MU ∼= N = F[xs|s 6= pi].

Le produit de HFp ∗MU induit une structure de Fp-algèbre graduée commutative
sur PA ∗HFp ∗MU .

Rappeler que l’orientation complexe canonique de MU induit un morphisme
d’algèbres L ↪→ MU∗ ; (le fait que c’est un monomorphisme est une conséquence
de l’identification de la composée avec le morphisme d’Hurewicz intégral MU∗ →
HZ∗MU ).

Proposition 22.2.5. Soit p un nombre premier. Alors la composition

L→MU∗ → PA ∗HF∗MU ∼= N

est un morphisme surjectif d’algèbres.

Démonstration. (Indications.) Le morphisme de Hurewicz MU∗ → HFp ∗MU se
factorise

MU∗ → HZ∗MU � HZ∗MU ⊗ Fp
∼=→ HFp ∗MU,

puisque HZ∗MU est sans torsion additive.
On considère le diagramme commutatif induit :

L //

��

MU∗

��
HZ∗MU

����
PA ∗HFp ∗MU � � // HFp ∗MU.
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Par la proposition 22.1.2, on sait décrire L → HZ∗MU modulo les éléments dé-
composables : il existe un choix de générateurs L ∼= Z[ai] tel que

ai 7→
{
−bi i 6= pj − 1
−pbi i = pj − 1.

Il est donc évident que le morphisme L → N est surjectif sur les éléments indé-
composables, donc surjectif, les algèbres étant graduées connexes. �

Remarque 22.2.6. Le morphisme MU∗ → HZ∗MU est un morphisme d’algèbres
graduées ; puisque HZ∗MU est sans torsion additive, ce morphisme se factorise
canoniquement :

MU∗ →MU∗/tors→ HZ∗MU,

où tors est l’idéal des éléments de torsion dansMU∗ (en particulier les morphismes
sont des isomorphismes d’algèbres). Dans la catégorie des groupes abéliens gra-
dués, on a un isomorphisme MU∗ ∼= MU∗/tors⊕ tors.

Le morphisme MU∗/tors ↪→ HZ∗MU est un monomorphisme (puisqu’il de-
vient un isomorphsime après ⊗Q).

Le résultat précédent montre que le morphisme d’Hurewicz modulo p permet
de détecter une sous-algèbre polynomiale de MU∗/tors.

22.3. Spectres modulo p. Soit p un nombre premier. Rappeler que le spectre S/p
est un spectre de Moore de type Z/p.

Notation 22.3.1. Soit X un spectre ; on écrit X/p pour le spectre cofibre du mor-
phisme p : X → X .

Lemme 22.3.2. Soit X un spectre, alors X/p ∼= X ∧ S/p dans SH .

Démonstration. Le produit smash X ∧ − avec la suite cofibre S
p→ S → S/p induit

une suite cofibre
X

p→ X → X/p

et, puisque la cofibre est unique à isomorphisme (non canonique) près, on en dé-
duit le résultat. �

Proposition 22.3.3. (Cf. [Ada95, Proposition III.6.6].) Soit X un spectre. Il existe une
suite exacte courte de groupes abéliens

0→ πn(X)⊗ Fp → πn(X/p)→ TorZ
1 (πn−1(X),Fp)→ 0.

Si p est impair, la suite exacte courte est scindée et πn(X/p) est un groupe d’exposant p
(autrement dit, équivalent à un Fp-espace vectoriel).

Démonstration. La suite cofibre X → X → X/p induit une suite exacte longue en
homotopie

. . . π∗(X)
p→ π∗(X)→ π∗(X/p)→ π∗−1(X)→ . . .

qui fournit la suite exacte courte.
Si p est impair, alors le morphisme p : S/p → S/p est trivial dans SH (exer-

cice ! !), donc le morphisme p : X/p → X/p est trivial. On déduit que les groupes
d’homotopie π∗(X/p) sont d’exposant p. �

Remarque 22.3.4. Pour A un groupe abélien, TorZ
1 (A,Fp) est le groupe p − tor(A)

des éléments de A de p-torsion (a ∈ A tel que pa = 0).

Corollaire 22.3.5. Soit X un spectre.

(1) Le groupe πn(X/p) est un p-groupe d’exposant p2, ∀n ∈ Z.

(2) Si le groupe d’homotopie πn(X) est finiment engendré en tant que groupe abélien,
∀n ∈ Z, alors les groupes d’homotopie πn(X/p) sont des p-groupes finis.

Démonstration. Évident. �
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22.4. Le spectreMU/p et calculs homologiques. On connaît la structure du groupe
abélien gradué libre MU∗/tors, puisque MU∗/tors⊗Q ∼= L⊗Q ∼= Q[ai], |ai| = 2i.
L’inclusion MU∗ ⊗ Fp ↪→ π∗(MU/p) induit un monomorphisme

(MU∗/tors)⊗ Fp ↪→ π∗(MU/p)

(puisque MU∗/tors est facteur direct, en tant que groupe abélien, de MU∗). Donc
on connaît l’image, qui est isomorphe à l’espace vectoriel sous-jacent de l’algèbre
de polynômes Fp[ai|i ≥ 1], |ai| = 2i.

On va démontrer, à l’aide de la suite spectrale d’Adams, que (MU∗/tors)⊗Fp ∼=
π∗(MU/p), qui montre que MU∗ n’a pas de p-torsion.

Notation 22.4.1. Pour p > 2 un nombre premier, soit P ∗1 la sous-algèbre Fp[ξi|i ≥
1]⊗ Λ(τ0) de A ∗.

Lemme 22.4.2. Soit p > 2 un nombre premier. L’algèbre P ∗1 est une sous-algèbre de Hopf
de A ∗ qui est isomorphe, en tant qu’algèbre de Hopf, à

P ∗ ⊗ Λ(τ0),

où τ0 est primitif.
Il existe une suite exacte d’algèbres de Hopf :

P ∗1 → A ∗ → Λ(τj |j ≥ 1),

où Λ(τj) est primitivement engendrée en tant qu’algèbre de Hopf.

Démonstration. Évident. (Comparer le cas P ∗ ↪→ A ∗.) �

Le morphisme d’algèbres de Hopf P ∗1 ↪→ A ∗ induit un foncteur de corestriction

P∗1 Comod→ A ∗Comod.

Proposition 22.4.3. Soit p > 2 un nombre premier. Le A ∗-comodule HFp ∗(MU/p) est
la corestriction du P ∗1 -comodule :

HFp ∗(MU/p) ∼= P ∗1 ⊗N.

Démonstration. (Indications.) Le spectre MU/p est isomorphe dans SH à MU ∧
S/p. Il y a un isomorphisme de Künneth :

HFp ∗(MU ∧ S/p) ∼= HFp ∗MU ⊗HFp ∗(S/p),
qui est un isomorphisme de A ∗-comodules. Pour terminer la démonstration, il
suffit de calculer HFp ∗(S/p) en tant que A ∗-comodule. (Exercice !) �

Pour calculer avec la suite spectrale d’Adams, on utilise les deux résultats sui-
vants :

Proposition 22.4.4. Soit Z un Fp-espace vectoriel et considérer P ∗1 ⊗ Z comme le A ∗-
comodule, induit par corestriction par la structure de P 1

∗ -comodule étendue. Alors, il existe
un isomorphisme

Exts,tA ∗(Fp, P
∗
1 ⊗ Z) ∼= Exts,tΛ(τj |j≥1)(Fp,Fp)⊗ Z

de Fp-espaces vectoriels.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier d’un théorème de changement d’an-
neaux. �

Remarque 22.4.5. Plus généralement, il y a un foncteur exact :

Λ(τj |j≥1)Comod→ A ∗Comod

qui envoie un comodule W sur Λ(τj |j ≥ 1) à A ∗2Λ(τj)W , le produit cotensoriel
défini comme le noyau de la diffénence entre les deux morphismes

A ∗ ⊗W // // A ∗ ⊗ Λ(τj)⊗W,
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donnés par le morphisme de structure de comodule à gauche de W et le mor-
phisme A ∗ → A ∗ ⊗ A ∗ → A ∗ ⊗ Λ(τj) induit par la diagonale et la projection,
qui muni A ∗ d’une structure de comodule à droite. L’exactitude du foncteur est
une conséquence du fait que A ∗ ∼= P ∗1 ⊗ Λ(τj) en tant que comodules à droite. En
particulier, en tant qu’espaces vectoriels, A ∗2Λ(τj)W

∼= P ∗1 ⊗W .
Ce foncteur est l’adjoint à droite du foncteur

A ∗Comod→ Λ(τj |j≥1)Comod

induit par la projection A ∗ → Λ(τj), qui envoie un A ∗-comodule M à M muni du
morphisme de structure

M → A ∗ ⊗M → Λ(τj)⊗M.

Un argument formel d’adjonction montre qu’il existe un isomorphisme de chan-
gement d’anneaux :

Ext∗,∗A ∗(M,A ∗2Λ(τj)W ) ∼= Ext∗,∗Λ(τj |j≥1)(M,W ).

Dans le cas qui nous intéresse, (HFp )∗(MU/p) ∼= A ∗2Λ(τj)N , où N est muni de la
structure triviale de Λ(τj)-comodule.

Proposition 22.4.6. Soit A une Fp-algèbre de Hopf graduée commutative. Alors

Ext∗,∗A (Fp,Fp)

a la structure d’une Fp-algèbre bigraduée.

Proposition 22.4.7. Soit p > 2 un nombre premier. Il existe un isomorphisme

Fp[wj |j ≥ 1]
∼=→ Ext∗,∗Λ(τj |j≥1)(Fp,Fp)

d’algèbres bigraduées, où |wj | = (1, 2pj − 1).

Démonstration. Exercice. �

Corollaire 22.4.8. Soit p > 2 un nombre premier. Alors, MU∗ n’a pas de p-torsion.

Démonstration. Il suffit de montrer que le morphisme

(MU∗/tors)⊗ Fp ↪→ (MU/p)∗

est un isomorphisme.
Donc, pour chaque n ∈ Z, il suffit de montrer que (MU/p)n admet une filtration

tel que le groupe gradué associé a la même dimension que (MU∗/tors) ⊗ Fp en
degré n. On utilise la filtration d’Adams.

Les Propositions 22.4.3, 22.4.4 et 22.4.7 montrer que Exts,tA ∗(Fp,HFp ∗(MU/p)) est
trivial si t− s est impair, isomorphe à

Fp[wj |j ≥ 1]⊗N,

où un élément y de N de degré |y| a bidegré (0, |y|). Donc, on peut appliquer le
Corollaire 21.1.2, qui montrer que la suite spectrale d’Adams pourMU/p dégénère.

L’espace vectoriel⊕
s

Exts,n+s
A ∗ (Fp,HFp ∗(MU/p)) ∼= (Fp[wj |j ≥ 1]⊗N)s,n+s

est isomorphe au sous-espace de degré n de Fp[wj |j ≥ 1] ⊗ N , où maintenant
on considère le degré total ||wj || = 2(pj − 1). En tant qu’espace vectoriel gradué,
Fp[wj |j ≥ 1]⊗N est isomorphe à Fp[ai|i ≥ 1] ∼= (MU∗/tors)⊗Fp, donc ceci conclut
la démonstration. �
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Remarque 22.4.9. On n’a pas besoin d’utiliser les structures multiplicatives dans la
démonstration de ce Corollaire. Le corollaire montre que (MU/p)∗ ∼= MU∗ ⊗ Fp,
donc est muni d’une structure naturelle d’algèbre graduée commutative. (On n’a
pas besoin de démontrer que MU/p est un spectre en anneaux commutatif ; pour
p impair MU/p est un spectre en anneaux commutatif, pour p = 2 il faut faire
attention !)

Remarque 22.4.10. Pour p = 2, on peut utiliser un argument similaire pour démon-
trer que MU∗ n’a pas de 2-torsion.

Corollaire 22.4.11. L’anneau MU∗ n’a pas de torsion additive. Donc MU∗ est une al-
gèbre graduée commutative, concentrée en degrés pairs.

Démonstration. A l’aide de la suite spectrale d’Adams pour tout premier p, on mon-
trer que MU∗ n’a pas de p-torsion, donc est sans torsion. �

22.5. Démonstration du théorème de Quillen. Pour démontrer le théorème de
Quillen, on doit raffiner le résultat du Corollaire 22.4.11.

Proposition 22.5.1. L’anneau MU∗ est isomorphe à une algèbre de polynômes Z[a′i|i ≥
1], |a′i| = 2.

Démonstration. (Indications.) On utilise la structure multiplicative de la suite spec-
trale d’Adams et le fait que les éléments en Ext0A ∗ et Ext1A ∗ engendrent Ext∗,∗A ∗(Fp, (HFp )∗MU),
en tant qu’algèbre, quelque soit p. �

Le morphisme L ↪→ MU∗ est un monomorphisme entre deux algèbres de po-
lynômes. Pour démontrer le théorème de Quillen, il suffit de montrer que le mor-
phisme induit sur les indécomposables :

QL→ Q(MU∗)

est un isomorphisme. Pour le faire, on utilise le diagramme commutatif de mor-
phismes d’anneaux :

L
� � //� r

$$H
HH

HH
HH

HH
H MU∗� _

��
HZ∗MU,

qui induit un diagramme commutatif de morphismes de groupes abéliens

QL //

%%LLLLLLLLLL Q(MU∗)

��
Q(HZ∗MU).

Le morphisme QL → Q(HZ∗MU) est un monomorphisme, donc tous ces mor-
phismes sont injectifs.

En degrés 6= pi − 1, pour i ∈ N et p un nombre premier, tous les morphismes
sont des isomorphismes. Donc il suffit de considérer le cas de degré pi − 1.

Le morphisme d’algèbres HZ∗MU → A ∗ (induit par HZ ∧MU → HFp ∧HFp )
envoie le générateur bpi−1 à ξi (par définition des classes ξi). L’image du générateur
api−1 de L dans Q(HZ∗MU) est −pbpi−1, par la Proposition 22.1.2.

La composée MU∗ → HZ∗MU → A ∗ est trivial en degrés positifs (exercice !),
donc on déduit que, en ce degré aussi, le morphisme QL → Q(MU∗) doit être un
isomorphisme (exercice ! !). l’im
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