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1. PREREQUIS

Pour les notions de base sur la théorie des catégories, consulter [ML98]. Le lec-
teur pourra consulter [May99], par exemple, pour les notions de théorie d’homo-
topie.

1.1. Foncteurs adjoints. Rappelons la définition suivante :

Définition 1.1.1. Soient L : ¥ — Z et R : 2 — € deux foncteurs. Le foncteur L est
adjoint a gauche a R (et le foncteur R est adjoint & droite a L) si, pour tout couple
d’objets C' de € et D de 2, il existe un isomorphisme naturel (en C et D) :

Homg(L(C), D) = Home (C, R(D)).
On écrit L 4 R pour indiquer que le foncteur L est adjoint a gauche a R.

Notation 1.1.2. Lorsqu’on dénote une adjonction par F' : ¢ = 2 : G, la fleche
supérieure est I'adjoint a gauche au foncteur dénoté par la fleche en dessous. Donc,
cette adjoncton pourrait également étre dénotéepar G : 7 = ¢ : F.

Cette convention est particulierement utile lorsqu'un foncteur G : 9 — € ad-
met également un adjoint a droite, H : ¢ — 2. Le diagramme

F
—
%ef[*.@

correspond aux adjonctions ¥ 4G - H.

Proposition 1.1.3. L'adjoint a gauche d’un foncteur, s’il existe, est unique a équivalence
naturelle pres.

Démonstration. Exercice. O

Exercice 1.1.4. Soient L1 4 Ry, L2 + Ry deux couples de foncteurs adjoints tels que
la composition Ry o R; est définie. Montrer que L; o Ly 4 R o R;.

Proposition 1.1.5. Soient L : € — 9, R : 9 — € deux foncteurs. Le foncteur L est
adjoint a gauche de R (L 4 R) si et seulement s’il existe deux transformations naturelles
n: le — RL (I'unité) et € : LR — 14 (la counité) telles que les diagrammes suivants de
transformations naturelles commutent :

L —% LRL R—"RLR
ANE N
L, R.
Démonstration. Exercice. ]

1.2. Espaces topologiques. Voir [May99, Chapter 5] (par exemple) pour les no-
tions suivantes.

Définition 1.2.1. Un espace topologique X est faiblement Hausdorff si, pour tout
espace compact K et pour toute application continue g : K — X, I'image g(K) est
fermé dans X.

Définition 1.2.2. Soit X un espace topologique;

(1) X est un k-espace s’il satisfait la propriété suivante : un sous-ensemble
A C X est fermé dans X si et seulement si g~ 1(A) est fermé dans K pour
toute application continue ¢ : K — X, oit K est compact;

(2) X est compactement engendré s'il est un k-espace faiblement Hausdorff.

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-parisl3.fr/~powell/sh2010/
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Lemme 1.2.3. Soit X un espace faiblement Hausdorff. Alors X est compactement engen-
dré si et seulement s'il satisfait la propriété suivante : un sous-ensemble A C X est fermé
dans X si et seulement si, pour tout sous-espace compact K C X, K N A est fermé dans
K.

Démonstration. Exercice. |

Il faut faire attention a la topologie lorsqu’on considere les colimites dans la ca-
tégorie .7 des espaces topologiques compactement engendrés, pour éviter d’éven-
tuelles pathologies lors du passage au quotient. On utilise les deux résultats sui-
vants :

Proposition 1.2.4. [May99| Chapter 5, Section 2] Soient E,Y deux espaces compacte-
ment engendrés et F' — E un sous-espace fermé de E. Pour toute application continue
g : F —Y, la somme amalgammée donnée par le carré

F———EF
'
Y Y Uy B

Y U, E est un espace compactement engendré.

De méme, lorsqu’on considere les colimites de systémes directs, il convient d’im-
poser une hypothese supplémentaire sur le systéme.

Proposition 1.2.5. [May99| Chapter 5, Section 2] Soient {E;, E; — E;11|i € N} un
systeme direct d’espaces compactement engendrés et d’inclusions telles que I'image de E;
est fermée dans E; 41, Vi.

Alors I'espace colim; . E; := |J; E;, muni de la topologie colimite (A C |J E; est
fermé si et seulement si E; N A est fermé dans E;, pour tout i) est un espace compactement
engendré, qui est la colimite (au sens catégorique) dans la catégorie 7.

1.3. Cofibrations. (Voir [May99, Chapter 6].)
Soient I l'intervalle [0,1] et ig,4; : * — I les deux applications induites par les
points {0, 1}.

Définition 1.3.1. Une application continue j : A — X est une cofibration si elle
vérifie la propriété d’extension des homotopies (HEP) qui est représentée par le
diagramme suivant :

AXio

A——AxIT

ji jxll
XX’LQ

X*>X><I

Remarque 1.3.2. La notion de cofibration est définie d'une maniere similaire dans
la catégorie des espaces topologiques pointés.

Exemple 1.3.3. L'inclusion {0, 1} < I est une cofibration et I — x* est une équiva-
lence d’homotopie.

1.4. Espaces pointés et rajout d'un point de base. Soit .7 la catégorie d’espaces
topologiques (sous-entendu compactement engendrés) et des applications conti-
nues et soit .7, la catégorie des espaces pointés et des applications pointées conti-
nues. Le foncteur de rajout d’un point de base disjoint, (—); :  — 7, associe &
un espace X l'espace pointé X := (X U {*}, ).

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-parisl3.fr/~powell/sh2010/
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Proposition 1.4.1.

(1) Soit X un espace topologique; alors X est bien pointé (I'inclusion + — X est
une cofibration).

(2) Le foncteur (—)+ : T — T, est l'adjoint a gauche du foncteur oubli 7y — 7 :
soient X un espace topologique et Y un espace topologique pointé; il y a une
bijection naturelle

Hom g, (X,,Y) = Homz(X,Y).
Démonstration. Evidente. O
1.5. Produits et coproduits dans .7,.
Définition 1.5.1. Soient X, Y deux espaces topologiques pointés ;
(1) lebouquet X VY estl’espace pointé (X LI Y/+x = *y,*x);
(2) le produit X [ Y est 'espace pointé (X [ Y, (xx, *y)).

Proposition 1.5.2. Le bouquet V : Ty x Ty — T, est le coproduit (au sens catégorique)
et le produit [[ : T4 X To — T est le produit (au sens catégorique) de la catégorie T,

Démonstration. Exercice. O
1.6. Le produit smash et I’espace fonctionnel pointé.

Définition 1.6.1. Soient X,Y deux espaces topologiques pointés.

(1) Le produit smash X AY est 'espace topologique X x Y/X VY, pointé par
I'image de (xx, *y).

(2) L'espace fonctionnel pointé, Map,(X,Y), est le sous-espace des applica-
tions f € Homg (X,Y) telles que f(xx) = *y.

Exercice 1.6.2. Montrer que (7, A, S°) est une structure symétrique monoidale sur
la catégorie J,. (Voir [MLIS], par exemple, pour la définition d’une catégorie sy-
métrique monoidale.)

Rappeler la propriété fondamentale suivante :

Proposition 1.6.3. Soient X, Y, Z des espaces topologiques pointés dans 7, alors il existe
un homémorphisme naturel :

Map, (X AY, Z) = Map, (X, Map, (Y, Z)).

Exercice 1.6.4. Déduire que la structure de catégorie symétrique monoidale de I'Exer-
cice[l.6.2]est une structure fermée.

Définition 1.6.5.

(1) Le foncteur suspension réduite ¥ : 7, — 7, est le foncteur S A —.

(2) Le foncteur espace des lacets (pointés) ) : 7, — 7, estle foncteur Map, (S!, —).
1.7. Catégories homotopiques.

Remarque 1.7.1. La notion d’homotopie dans la catégorie .7, est définié par 1’object
cylindre

X XN —X,
pour X € ObJ, un espace pointé.

On écrit 77 (respectivement 77,) pour la catégorie homotopique des espaces
topologiques (respectivement pointés).
Corollaire 1.7.2. Le foncteur (—) induit une adjonction au niveau des catégories homo-
topiques :
(_)+ . % = %
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Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.7.3. La suspension réduite est I'adjoint a gauche du foncteur espace des
lacets :

Y: T =2 0.
L’adjonction passe a la catégorie homotopique :
Y, = Q.

1.8. Le théoreme de Whitehead. On suppose connue la théorie des CW-complexes ;
en particulier, nous avons besoin du théoreme de Whitehead. (Voir [May99, Chap-
ter 10].)

Théoréme 1.8.1. Soient A — B l'inclusion d'un sous CW-complexe pointé et f : X —
Y un morphisme de J, qui est une équivalence faible (m,,(f) est un isomorphisme, pour
tout n). Pour tout carré commutatif

il existe un morphisme g : B — X qui rend le triangle supérieur commutatif et le triangle
inférieur commutatif a homotopie relative a A pres.
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Premiere partie 1. Construction de la catégorie .27
2. MOTIVATION POUR L'INTRODUCTION DE LA CATEGORIE STABLE
Il y a plusieurs motivations pour introduire une théorie d’homotopie stable.
2.1. Le domaine stable. Un CW-complexe pointé, X, est k-connexe si m,(X) =

{*} pour tout n < k.
Rappelons le théoreme de suspension de Freudenthal :

Théoreme 2.1.1. Soient X,Y deux CW-complexes pointés, et supposer que Y est (n—1)-
connexe. Alors le morphisme

S [X,Y] — [EX, 5]

induit par la suspension réduite ¥ : Hq — e est une surjection si dim X < 2n — 1et
une bijection si dim X < 2n — 1.

Souvent, le résultat est éconcé de la forme suivante :

Corollaire 2.1.2. Soit Y un CW-complexe pointé (n — 1)-connexe, alors le morphisme de
suspension

Y:my(Y) = m(2Y)

est une surjection si ¢ = 2n — 1 et une bijection si ¢ < 2n — 1.

Remarque 2.1.3. Le théoréme de Freudenthal revient a I'étude de la counité de I’ad-
jonction ¥ 4 Q, Y — QXY ; ce morphisme est une (2n — 1)-équivalence.

On en déduit la stabilisation suivante :

Corollaire 2.1.4. Soient X,Y deux CW-complexes pointés tels que Y est (n—1)-connexe.
Alors le morphisme

¥ [RAX, 2] — [2dHX, ndtly]
est une bijection pour tout nombre naturel d > dim X + 1 — 2n.

Démonstration. Exercice. O

2.2. La catégorie de Spanier-Whitehead.

Définition 2.2.1. Soit .’ la sous-catégorie pleine de .7 dont les objets sont les
CW-complexes pointés finis.

Il y a une maniere canonique de stabiliser la catégorie .’ , en inversant formel-
lement le foncteur X.

Définition 2.2.2. Soit .”# la catégorie :
objets couples (X, a), ott X est un CW-complexe pointé fini et a € Z est un
entier;
morphismes Hom o ((X,a), (Y,b)) := colim,, [X" T2 X, ¥ +by].

Exercice 2.2.3.

(1) Soient X un CW-complexe et a € Z un entier. Montrer qu'il existe un iso-
morphisme naturel (£X,a) = (X,a + 1) dans S %'

(2) Démontrer que . # est une catégorie additive.
Remarque 2.2.4. La catégorie .”# possede une structure plus riche, celle d'une ca-

tégorie triangulée. (Cf. [Mar83].) (La catégorie dérivée D (/) d’'une catégorie abé-
lienne & est une catégorie triangulée.)

Version préliminaire : 17iii2010 http ://math.univ-parisl3.fr/~powell/sh2010/



Théorie d’homotopie stable - Part 1, Section 2.4 9

Proposition 2.2.5. Il existe un foncteur . — W qui envoie un CW-complexe fini
X 4 (X,0). Le foncteur ¥ induit une équivalence de catégories 3 : /W — LW telle que
le diagramme

%p.fL%ﬂ.f

L

LW T) LW
commuite.

Exercice 2.2.6.
(1) Formuler la propriété universelle de . %#".

(2) Montrer qu'une théorie de cohomologie généralisée induit un foncteur .7 # Y —
2b*, ot Ab™ est la catégorie des groupes abéliens Z-gradués.

Remarque 2.2.7. La catégorie .# a un grand défaut : on ne peut pas généraliser
sa définition en incluant les CW-complexes infinis. En particulier, les théories de
cohomologie (généralisées) usuelles ne sont pas représentables dans .7%#.

2.3. Représentabilité. Les théories de cohomologie (resp. homologie) générali-
sées sont extrémement importantes. Une maniére de représenter ces théories est
par les pré-spectres, mais ces structures ne sont pas facile a manipuler (Cf. la défi-
nition de la théorie d’homologie associée a un préspectre).

On a besoin d"une catégorie .77 d’homotopie stable suffisamment grande pour
que:

— les théories de cohomologie soient représentables dans .77 ;

— les opérations cohomologiques stables (celles qui commutent avec la suspen-

sion XJ) correspondent aux morphismes de .77

2.4. Constructions géométriques. Quelques propriétés d’origine géométrique de-
vraient avoir une interprétation naturelle dans la catégorie .757. Par exemple :

Exemple 2.4.1.

(1) la dualité de Spanier-Whitehead : la dualité d’Alexandre est induit par une
dualité au niveau de la catégorie d’homotopie stable ;

(2) letransfert: Le transfert associé a S — RP est induit par un morphisme
RP --» S° dans la catégorie d’homotopie stable;

(8) «l’espace de Thom» associé a un fibré vectoriel virtuel : par exemple il
existe un objet CP>q dans la catégorie d’homotopie stable, qui est une ver-
sion stable de I'espace de Thom du fibré virtuel —A.
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3. SPECTRES

3.1. Introduction. Il y a de nombreuses références possibles pour la constuction
de la catégorie d’homotopie stable, dont :

(1) L'approche classique a la Boardman : les notes d’Adams [Ada95, Part 1] (la
référence classique), la présentation donnée par Switzer [Swi02, Chapter 8]
et la version rédigée par Rudyak [Rud9§].

(2) La construction par Bousfield et Friedlander, voir [GJ99]. Cette approche
utilise la théorie des catégories de modeles a la Quillen - en particulier, ils
utilisent les ensembles simpliciaux comme modéle pour les espaces topo-
logiques.

(38) Kochman [Koc96| Chapter 3] donne I'approche ot1 les spectres sont indexés
par les espaces de dimension finie d"un espace (R*, (—, —)).

Les approches modernes sont mieux adaptées a I’étude des structures multipli-
catives :

(1) les spectres symétriques : introduits par Jeff Smith [HSS00] - voir aussi I’ar-
ticle de Hovey [HovO01]];

(2) les S-modules - [EKMMO97].

J’ai suivi 'approche de Boardman, en essayant de donner une présentation qui
rendra plus facile I'étude ultérieure de la construction de .77# a I’aide de la théorie
des catégories de modeles. En particulier :

— j’ai commencé par une étude systématique de la catégorie des spectres .7,

sans imposer d’autre structure;

— l'introduction des CW-spectra est motivée par la condition HEP d’extension

des homotopies - les spectres CW sont des objets cofibrants.

3.2. Objectifs. On va construire
— une catégorie additive .57, la catégorie d’homotopie stable, munie
— d’un foncteur ¥ : 57 — J5€ et
— d’un foncteur X*° : 6, — S5

tels que

(1) X : 9 — S est une équivalence de catégories et le diagramme

%#%

Ewl izw

IH —> IH
commute;

(2) la restriction du foncteur X : J#4, — 997 a A se factorise canonique-
ment :

|
SW > S,

otl le foncteur /% — /5% est un plongement pleinement fidele.

Remarque 3.2.1. La premiere condition correspond au fait que la suspension soit
inversible dans .57 ; la deuxiéme est nécessaire pour assurer que la catégorie
S soit suffisamment fine pour détecter les propriétés ‘stables” de /7. (On pour-
rait également rajouter la condition que les théories de cohomologie généralisées
soient représentables dans .%57.)
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La catégorie .77¢ est une catégorie homotopique associée a une catégorie .7 de
‘spectres’, construite a partir de .7,. On peut comprendre «<homotopique» de deux
manieres différentes (mais qui sont essentiellement équivalentes) :

— on définit la classe d’équivalences d’homotopie stable dans la catégorie % et
on obtient .%5¢ par un processus de localisation (grossierement-dit, on inverse
formellement les équivalences d’homotopie stable) ;

— on utilise la théorie d’homotopie abstraite (a la Quillen [Qui67] - la théorie des
catégories de modeles [Hov99]) afin de construire la catégorie homotopique
associée a cette théorie.

Le processus de localisation est en général fort délicat; Quillen a développé la
théorie d’algebre homotopique afin de pallier & ce probleme.

Remarque 3.2.2. La catégorie .#p des spectres est analogue a la catégorie des com-
plexes de chaines Ch(47) associée a une catégorie abélienne /. La catégorie dé-
rivée D (/) est construite a partir de Ch(%/) en inversant les équivalences d’ho-
mologie ; donc la construction de (/) est analogue a celle de la catégorie .77 a
partir de .7p.

La construction de la catégorie dérivée D (/) n’est pas facile. Surtout lorsqu’on
travaille avec les complexes non-bornés (indexés par Z), il vaut mieux utiliser la
théorie d’algebre homotopique pour construire la catégorie dérivée.

3.3. La catégorie des spectres.

Définition 3.3.1. Soit .7p, la catégorie des spectres :
objets les spectres F, ou E est la donnée {E,, € ObZ,,0f : SE,, — E,i1|n €
N} - les morphismes o sont les morphismes de structure du spectre E ;
morphismes un morphisme f : £ — F entre deux spectres est la donnée d"un
ensemble de morphismes de 7, {f, : E, — F,|n € N} tel que, pour tout n,
le diagramme suivant commute :

B
(T'V'L
YE, — Enq

anl \LfnJrl

SF, —= Fap1.

Un

Remarque 3.3.2. Le morphisme de structure ¢ : XE, — E, ;1 est adjoint a un
morphisme :

~F
o, By, — QFE,41.

Par adjonction, pour définir un objet de .%p, il est équivalent a se donner {E,, €
ObJ,,6F : E, — QFE, 11|n € N}.

Exercice 3.3.3. Vérifier que .%p est une catégorie.
Notation 3.3.4. Soit 0 € Ob.#p le spectre (unique) tel que 0,, = * pour tout n.
Proposition 3.3.5. La catégorie ./ est pointée : I'objet O est initial et final dans 7.

Démonstration. Exercice. O

3.4. Quelques exemples de spectres. Une motivation pour I'introduction de la ca-
tégorie des spectres est d’avoir une catégorie dans laquelle les théories de cohomo-
logie soient représentables. Les théories de cohomologie ‘classiques’ fournissent
les premiers exemples de spectres.

Définition 3.4.1. Soit A € Ob2(b un groupe abélien. Le spectre d'Eilenberg-MacLane
HA est le spectre HA,, := K (A, n) ('espace d’Eilenberg-MacLane - c’est a dire un
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CW-complexe tel que 7, (K (4, n)) = 0 et tous les autres groupes d’homotopie sont
triviaux) et dont les morphismes de structure sont

HA

HA, — > QHA, .,

_l l_

K(A,n) —= QK(A,n+1)
ot le morphisme inférieur est une équivalence d’homotopie.

Exemple 3.4.2. La K-théorie complexe, KU, est un spectre 2-périodique défini par

BUXZ n=0 mod?2
KU"{U n=1 mod 2,

ou U est le groupe unitaire (infini) et BU est son espace classifiant, donc U ~ QBU.
Le revétement universel de U est SU et le théoreme de périodicité de Bott montre
que BU ~ QSU, donc BU x Z ~ QU. La définition des morphismes de structure
du spectre KU est évidente (exercice!).

Les deux exemples précédents sont des 2-spectres, c’est a dire que les mor-
phismes de structure 52 sont des équivalences d’homotopie. Les spectres de Thom
fournissent des exemples qui ne sont pas des 2-spectres.

Exemple 3.4.3. Le cobordisme complexe, MU est un spectre de Thom. Soient n un
nombre naturel et 7,, le C-fibré vectoriel universel sur BU (n). On définit M Us,, :=
Thom(y, ), 'espace de Thom, et MUs, 41 := ¥ MUsz,. Alors, pour définir les mor-
phismes de structure du spectre MU, il suffit de définir X2MUs,, — MUs,, 12, pour
tout nombre naturel n (exercice).

Le morphisme i,, : BU(n) — BU(n+1), induit par l'inclusion U (n) — U(n+1),
permet de considérer le fibré iy v,1, qui est isomorphe au fibré vectoriel C @ ~,,.
Il existe un homéomorphisme Thom(C @ v,,) = X2Thom(,) et le morphisme i,
induit un morphisme d’espaces de Thom

Thom(i¥ v, 1) = X*Thom(7,) — Thom(v,41)-

3.5. Les Z-spectres > Il existe un variant de la catégorie des spectres, la caté-
gorie .7p” des Z-spectres ; pour la définir, remplacer partout N dans la Définition
par Z. L'inclusion N < Z induit un foncteur oubli © : A" — .

Définition 3.5.1. Soient A, p : % — " les foncteurs définis comme suite sur un
spectre E :

(1) le Z-spectre AE est le spectre défini par (AE),, = %, pourn < 0 et (AE),, =
E, pour n > 0, les morphismes de structure étant les morphismes évi-
dents ;

(2) le Z-spectre pE est le spectre défini par (pE), = Q7 "E pour n < 0 et
(AE),, = E, pour n > 0; le morphisme de structure &ffl s (pE)p—1 —
Q(pE),, (pour n # 0) est l'identité.

Les foncteurs A, p sont définis sur les morphismes de la maniére évidente.

Proposition 3.5.2. Le foncteur A est I'adjoint a gauche du foncteur O et le foncteur p est
U'adjoint a droite de © :

A
-
A’ o= .
P

Démonstration. Exercice. O
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Remarque 3.5.3. On pourrait utiliser les Z-spectres pour développer la théorie d'ho-
motopie stable. Ce serait avantageux de certains points de vue; cependant la ca-
tégorie .#p des spectres est la plus naturelle lorsqu’on cherche a construire des
modeles plus sophistiqués (par exemple les spectres symétriques [HSS00] ou les S-
modules [EKMMO97]).

3.6. Le foncteur d’évaluation et le foncteur spectre des suspensions.

Définition 3.6.1. Soit ! € Z un entier.

(1) Le foncteur d’évaluation, Ev§2 1 b — J, est le foncteur défini par

on [ B 120
EVIE'{Q—ZEO 1<o0.

(2) Le foncteur §; : 7, — #p est le foncteur défini par
oty —1>0
(FX)n = { s

* n—1<0.
(3) Le foncteur spectre des suspensions, X : 7, — .7, est le foncteur §o.

Le foncteur spectre des suspensions fournit pleins d’exemples non-triviaux de
spectres :
Définition 3.6.2. Soit n € Z un entier.
(1) Soit S € Ob.% le spectre X>°S°.
(2) Soit S™ € Ob.% le spectre §_,,S°.

Exercice 3.6.3. Soit n € N un nombre naturel. Montrer que S = ¥*°S" dans la
catégorie des spectres .7p. (En particulier, la notation n’est pas abusive.)

Remarque 3.6.4. On vient de définir des spheres 5™ dans .%p pour tout entier n, en
particulier on a des spheres de dimension négative dans .#p! Plus généralement,
pour tout X € Ob.7,, le spectre §_,, X, pour n < 0, est un modele pour la n-ieme
suspension (ou (—n)-iéme désuspension) de X.

Proposition 3.6.5. Soit | € Z un entier. Le foncteur §, : Ty — 7p est l'adjoint a gauche
du foncteur Evf2 I — T,
Démonstration. Exercice. O

Corollaire 3.6.6. Soit | € N un nombre naturel. Alors, il existe une équivalence naturelle
de foncteurs Ty — P :

Y»Xoxl g .

Démonstration. Le foncteur Ev*, est la composée Q! o Ev{! (car —I < 0), dont I’ad-

/////

pres) de I'adjoint a gauche d'un foncteur. (Bien entendu, on peu démontrer le ré-
sultat directement.) O

Lemme 3.6.7. Soit | € Z un entier. Le foncteur composé Evi’ o &, : To — Ty satisfait :

X 1>0
Bvi' o %i(X) = { Q7IN-IX 1<0

quelque soit X € ObJ,.
Démonstration. Exercice. O

Proposition 3.6.8. Soit | € Z un entier. L'unité de I'adjonction §; Ev?, lg, — Ev%l,
est

(1) le morphisme identité, sil > 0;
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(2) la transformation naturelle X — Q~'S71X, il < 0.

Démonstration. On identifie le foncteur Ev{'g,; a I'aide du Lemme L’identi-
fication de l'unité de I’adjonction découle de la démonstration de la Proposition
3.6.5] O

Remarque 3.6.9. Ces considérations seraient plus élémentaires si on travaillait avec
la catégorie des Z-spectres, car les foncteurs sont alors définis sans distinguer les
casl > 0etl <O0.

3.7. Les foncteurs de décalage. Le foncteur décalage d'un spectre est analogue
au foncteur décalage d'un complexe de chaines. Comme d’habitude, pusique nos
spectres sont indexés par N, il y a deux définitions possibles lorsqu’on décale a
droite (Cf. Section[3.6).

Définition 3.7.1. Soit a € Z un entier.
(1) Le foncteur [a] : b — P est le foncteur défini par :

| E4ypn a+n=>0
E[a]”'_{* a+n <0,

les morphismes de structures étant les morphismes évidents.
(2) Le foncteur [a]? : p — b est le foncteur défini par :

E a+n>0
Q. a+n =
E[a]n = { Qf(aJrn)EO a+n<o0,

les morphismes de structures étant les morphismes évidents.

Exercice 3.7.2. Soient E un spectre et ¢ € Z un entier; préciser les morphismes de
structure de E|a] et de E[a]*! et vérifier que [a] et [a]*? sont des foncteurs %p — Fp.

Lemme 3.7.3. Soient a,b € N deux nombres naturels. Alors
(1) Le foncteur [0] : S — P est l'identité;

(2) [a] = [a];
(3) [a] o [b] = [a+b] et [~a] o [-] = [~(a +D)];
@) [=a]? o [-0]? = [~(a+D)];
() [a] o [~a] = 15 = [a]? o [-a]”
en tant que foncteurs p — .
Démonstration. Evident. O

Proposition 3.7.4. Soit a € Z. Alors le foncteur [a] : S — b est I'adjoint a gauche du
foncteur [—alt 1 Sp — Sp:
[a] : Sp = b : [—a]

(1) Sia >0, la counité de l'adjonction [a] o [—a]? — 1., est l'identité;

(2) sia <0, 'unité de l'adjonction 1 — [—a]® o [a] est I'identité.
Démonstration. Exercice. O
Remarque 3.7.5. Les foncteurs [a], [a]* sont presque des équivalences de catégories.
L’existence du foncteur [1] et sa relation avec le foncteur de suspension de .7, ex-
plique en partie la définition de la catégorie .7p. (Dans la catégorie des Z-spectres,
iln’y a qu'un foncteur de décalage, qui est une équivalence de catégories.)
Proposition 3.7.6. Soit | € Z un entier.

(1) Il existe une équivalence naturelle de foncteurs Ty — b :

[l] ofo =3J_.
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(2) Sil > 0,1l exist une équivalence naturelle de foncteurs Ty — b :
$® o X! )] o X%,
Démonstration. Pour le premier point, on vérifie que ([I] o Fo(X))n = (Fo(X))n+s

et que ceci coincide avec (§_;X),. Le deuxiéme point est un cas particulier du
premier, a 1'aide du Corollaire 3.6.6} O

Rappelons de la Proposition qu'il existe une adjonction §; + Evi’.

Proposition 3.7.7. Soit | € Z un entier. La counité SlEle — 1. de l'adjonction §; -
Ev{? induit une transformation naturelle :

2% o Evit — [I]%

de foncteurs Sp — .
Sil > 0et E € Ob.%p est un spectre, la transformation naturelle est de la forme :
S E — E[.
Démonstration. Exercice. U

3.8. Les foncteurs de troncature.

Définition 3.8.1. Soit d € Z un entier. Le foncteur de troncature 7>4 : “p — p est
le foncteur défini par :

* n<d
(TZdE)n N { E, n>d,

les morphismes de structure étant définis de la maniere évidente.
Remarque 3.8.2. Le foncteur 754 est naturellement équivalent a 1'identité si d < 0.

Proposition 3.8.3. Soient ¢ < d < e des entiers. 1l existe un diagramme de transforma-
tions naturelles de foncteurs p — p:

T>e —>T>d

N

T>c-
En particulier, il existe une transformation naturelle 7>q — 1.4,
Démonstration. Evident. O

Proposition 3.8.4. Soit d € N un nombre naturel. Le foncteur t>q est naturellement
équivalent a la composée [—d] o [d] : Sp — Sp et la transformation naturelle 754 — 1.4,
est naturellement équivalente a la counité de I'adjonction [—d] - [d] de la Proposition
3.74

Démonstration. Exercice. O

3.9. Changement d’indexation ---->¢. Soit I C N un sous-ensemble infini. Alors,

il existe une bijection monotone N = I, donc on peut écrire I = {is|s € N}, out
ts <1 s+1s Vs.

Etant donné un spectre E, on peut se restreindre aux espaces indexés par I. Pour
formaliser cette procédure, on introduit la catégorie des I-spectres, indexés par I.

Définition 3.9.1. Soit I C N un sous-ensemble infini. La catégorie .#p’ des spectres
indexés par I est la catégorie :
objets {X; € Ob.Z,|i € I} muni des morphismes de structure

Eis+17i5Xis - X;

s+19
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morphismes un morphisme f : X — Y entre deux I-spectres est la donnée
d’un ensemble de morphismes de 7, {f; : X; — Y;|i € I} tel que, pour tout
s, le diagramme suivant commute :

S

Efisl lfis+1

Birt1 7Y, —— Vi,

Remarque 3.9.2. A = .

Définition 3.9.3. Soit I C N un sous-ensemble infini.
(1) Lefoncteur de restriction, Z; : p — %I , est le foncteur défini par (% E); :=
E;, avec les morphismes de structure évidents.
(2) Le foncteur d’induction, .} : 5@1 — b, est le foncteur défini par
L * _ n < io
(JIX)n = { Enfleij ij S n< ij-t,-l,

ol les morphismes de structure (.27 X), — (ZX)n41 sont triviaux si
n < ig, l'identité si n # 4,41 — 1 et le morphisme de structure de X si
n = ij+1 —1:

S(LX)iy 1 — (LX)

_l /

ijp1—i;
Mttt JXZ-j

ij41t

Proposition 3.9.4. Soit I C N un sous-ensemble infini. Le foncteur £; est l'adjoint a
gauche du foncteur %y :

Z] : c%l = ;% : «%[.
L'unité de l'adjoint, 1 5,1 — %12 est l'identité.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 3.9.5. La counité de 1’adjonction nous fournit une transformation natu-
relle f]%[ — 15@.

Exemple 3.9.6. Soit [ = 2N C N. Alors, on dispose du foncteur d’induction
Low + AN — .

On a déja utilisé cette construction implicitement dans la construction du spectre
MU du cobordisme complexe, Example

Exercice 3.9.7. Soient I C J C N deux sous-ensembles finis. Montrer qu'il existe
foncteurs

w
"%IJ . ,%I _ t%.]

qui rendent commutatif les diagrammes suivants :
B
DNIEEEIIN
7 ! —> b

Remarque 3.9.8. Soient I, K C N deux sous-ensembles infinis. On dispose des fonc-
teurs de comparaison Zx s : %I — %K et ;1 L - %K — 5@71.
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3.10. Spectres partiels.

Définition 3.10.1. Soit N € Z. La catégorie .#p.  est la catégorie discrete {x} si
N < 0et, pour N > 0, la catégorie : B
objets les spectres partiels : {E,, € Ob.Z,|0 < n < N} muni des morphismes de
structure {0? : ¥E,, — E,.1|/0 <n < N};
morphismes un morphisme f : E — F entre deux spectres partiels est la don-
née d'un ensemble de morphismes de 7, {f : E, — F,|0 < n < N} tel que,
pour tout 0 < n < N, le diagramme suivant commute :

E
U’!L
ZEn —_— En+1

anl lfwrl

SF, ——> Fyi1.
a-'l‘l/

Soit < : p — Fp.n le foncteur oubli.

Remarque 3.10.2. La catégorie Sp, est équivalente a la catégorie 7. Le foncteur
oubli ® y est une généralisation du foncteur d’évaluation Evy}.

Proposition 3.10.3. Soit N € Z un entier. Le foncteur ® <y admet un adjoint a gauche,
Ven : Sy — D
Démonstration. (Cf.la Proposition[3.6.5]) Si N < 0, le foncteur W< : {*} — .%p est
définie par U< (*) = 0.
Pour N > 0 et £ € Ob.%p.  un spectre partiel, on définit :
| Eg k<N
(\IJSNE)k = { ZkaEN k> N,

avec les morphismes de structure évidents.
La vérification que W<y est un foncteur et qu’il est I'adjoint a gauche de &<y
ne présente aucune difficulté. O

Définition 3.10.4. Soit N € Z un entier. Le foncteur (—)<ny : %p — P estle

foncteur composé : U< yP<n : Ip — .7, muni de la transformation naturelle
ESN — E

(pour E € Ob.#p), fournie par la counité de ’adjonction.

Lemme 3.10.5. Soient M < N deux entiers. Alors il existe un diagramme commutatif de

transformations naturelles

(=)< —=(—)<n

N

1
et le foncteur (—)< s est le foncteur constant 0 si M < 0.

Démonstration. Exercice. O
La construction suivante est utile dans les arguments de récurrence.

Exercice 3.10.6. Soient £ € Ob.#p un spectre tel que chaque morphisme de structure
YE, — E,41 est l'inclusion d’un sous-espace fermé et Y € Ob.#H y un spectre
partiel et f : @<y E — Y un morphisme de spectres partiels. Montrer qu’il existe
— unspectre Y € Ob. tel que d<yY =Y;
— un morphisme de spectres f : E — Y tel que @<y (f) = f.
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4. STRUCTURE DE LA CATEGORIE DES SPECTRES

4.1. Coproduits et colimites. Rappelons que le coproduit d'une famille {X;|i €
4} d’espaces topologiques pointés est \/;. , X;.

Définition 4.1.1. Soit {E(i) € Ob.p|i € £} une famille de spectres. Le spectre
Vic.» E(i) est le spectre défini par (\/,. , E(i))n := V,c.» E(i), et ayant pour mor-
phismes de structure

S\ E@)n = \/ SE@, 7"\ B
€S ic s 1€ES

Proposition 4.1.2. Le spectre \/,_ , E(i) est le coproduit (au sens catégorique) dans la
catégoire Sp.

Démonstration. Exercice. O

Comme cas particulier, on obtient le foncteur
VispxIp —
(E,F) — EVF.
Lemme 4.1.3. Soit E € Ob.%b un spectre. Il y a des isomorphismes canoniques
EVO=zE=0VE.
Démonstration. Evident. O
On peut considérer d’autres colimites petites dans la catégorie des spectres par

la méme procédure ; toutefois, il faut faire attention a la topologie des espaces (voir
la Section[1.2).

Proposition 4.1.4. Soient Y «— F — E morphismes de spectres tels que, F,, — E,, est
Uinclusion d'un sous-espace fermé, quelque soit n € N. Alors, la somme amalgammée :

F——F

L

Y - >YUpE

existe dans la catégorie Sp, ot (YU E),, = Y, Up, E,, muni des morphismes de structure
évidents. (C’est a dire que Y Up E est la colimite dans la catégorie .p du diagramme.)

Démonstration. Proposition montre que Y, Ug, E, existe dans .7, et est la
somme amalgammée au sens catégorique. On vérifie que Y Up E est un spectre
qui est la somme amaglammeée dans la catégorie .7p. O

Proposition 4.1.5. Soit {E(n),i(n) : E(n) — E(n+ 1)|n € N} un systéme direct dans
la catégorie Ip, tel que E(n), — E(n + 1) est l'inclusion d’un sous-espace fermé, ¥n,t.
Alors la colimite colim,,_,, F(n) existe dans /p et

— (colim, E(n))¢ = colim, E(n); = J,, E(n):;

— le morphisme de structure ¥(colim, E(n)); — (colim, E(n));+1 est la composée :

S(JEm)n) = JZEMm) — | Em)i.

Démonstration. Utiliser la Proposition pour identifies la colimite dan la caté-
gorie J,. O
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4.2. Produits. Rappelons que le produit d'une famille { X;|i € .#} d’espaces topo-
logiques pointés est [ [, , X;, pointé par [[,. , *. Le produit ne commute pas au
foncteur suspension (par exemple, considérer S A (S x S°)), mais il existe une
transformation naturelle

S'A(T X0 = I ' A x..
ics ics
Définition 4.2.1. Soit {E(i) € Ob.p|i € £} une famille de spectres. Le spectre

[I;c.» E(i) est le spectre défini par ([[;c , E(i))n := [l;cs £(i)n et ayant pour
morphismes de structure

S([] E@)n — [] £EG 12 TT B

= = i€y
Proposition 4.2.2. Le spectre [[;. , E(i) est le produit (au sens catégorique) dans la
catégorie Sp.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 4.2.3. La catégorie .7p ne peut pas étre additive, car les coproduits finis
ne coincident pas avec les produits finis.

Remarque 4.2.4. Lorsqu’on passe a la catégoire d’homotopie stable, pour définir les
produits il faut utiliser la version dérivée de ce produit.

4.3. Le produit smash avec un espace pointé.

Définition 4.3.1. Le foncteur A : %p x Jy — 9, (E, X) — E A X est défini par
~ (EAX)ni=E,ANX;
- PN S(EAX)y — (E A X)pq1 estle morphisme o A X.

Exercice 4.3.2. Vérifier que A : .p x Jo — 7P est un foncteur.
Proposition 4.3.3. Soient E € Ob.%p un spectre et X,Y € Ob.7, deux espaces topolo-

giques pointés. Alors, il existe des équivalences naturelles :
ENSY E
(EAX)ANY = EA(XAY).

1%

Démonstration. Exercice. O

Exemple 4.3.4. Le foncteur — A S! : %p — .#p définit un foncteur de suspension
sur la catégorie .7p.

Exemple 4.3.5. Soient X,Y € Ob.7, deux espaces topologiques pointés. Alors il
existe des isomorphismes naturels dans .%p :

NeX = SAX
(S°X)AY = S®(XAY).

¢

On a le résultat suivant concernant la catégorie 7.

Lemme 4.3.6. Soient X,Y,Z € Ob.7, des espaces topologiques pointés. 1l existe une
application continue naturelle :

X ANMap,(Y,Z) — Map, (Y, X A Z).
Démonstration. Le morphisme est 1’adjoint de ’application naturelle
X AMap,(Y,Z)ANY = X AN Z
induit par 'application d’évaluation Map, (Y, Z) A Y — Z. O
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Définition 4.3.7. Le foncteur Map,(—, —) : Jo x %p — #p est défini par
Mapo (}/7 E)n = Mapo (Yv En)
avec morphisme de structure :

SY A Map, (Y, E,) — Map, (Y, S* A E,) P57 Map, (Y, Eni1).

Exercice 4.3.8. Vérifier que Map,(—, —) : Z& X .%p — P est un foncteur.

Proposition 4.3.9. Soient E € Ob.%p un spectre et X,Y € Ob.J, deux espaces topolo-
giques pointés. Alors, il existe des équivalences naturelles :

Map,(S°, E) = E
Map, (X, Map, (Y, E)) = Map,(X AY, E).

2

Démonstration. Exercice. O

Proposition 4.3.10. Soit X € Ob.7, un espace pointé. Alors le foncteur —NX : p — X
est 'adjoint a gauche du foncteur Map, (X, —) : .%p — .7p.

Démonstration. (Indications.) Soient E, F' € Ob.#p deux spectres et {f,, : E, A X —
F,|n € N} un ensemble de morphismes de .7, et {f, : E,, — Map,(X, F,,)|n € N}
I’ensemble des morphismes adjoints. Alors, par adjonction :

on NX
SlAEnAX*>A E, .1 nX

Sl/\fni ifn-u

Sl/\Fn Fn+1

On

est commutatif si et seulement si

On

SYAE, E, 1

| [

Map.(XaSI/\Fn> Mapo(XaFn-i-l)

Map, (X,0n)

est commutatif. Le morphisme S A E,, — Map, (X, S A F,,) est la composée

.
SYAE, A 81 A Map, (X, F,) — Map, (X, S A F,).

Donc le deuxieme diagramme est commutatif si et seulement si le diagramme sui-
vant commute :

On

Sl /\En En+1

Sl/\fnl \Lfn+1

st /\Ma’p.(X7Fn) HMapo(X7Fn+1)7

ott le morphisme inférieur est le morphisme de structure de Map,(X,F). v O

Exemple 4.3.11. Le foncteur suspension — A S' : .%p — .9 est 'adjoint a gauche
du foncteur

Mapo(sla _) : t% - t%
Attention : Hovey [Hov01] utilise un foncteur induit différent dans son cadre gé-
néral. (Cf. [Hov01, Remark 1.6] pour une discussion de ce point.)
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4.4. Le produit smash naif de spectres.

Définition 4.4.1.

(1) Soit A2V : . x .Ip — A le foncteur (E, F) — EANNF, ot (EAN F)g, =
E,, A F, etle morphisme de structure X2(E AZN F)y, & (AE,) A (SF,) —
Eni1 N Fria.

(2) Soit A : D x Sp — S la composition :
T s AN L

Remarque 4.4.2. Le produit smash naif ne définit pas une structure symétrique mo-
noidale sur .#p. An particulier :

(1) S° € Ob.%p n’est pas un objet neutre pour A dans la catégorie A ;

(2) le produit smash naif n’est pas associatif;

(3) il n’est pas commutatif.
Ces problémes disparaissent lorsqu’on passe au niveau de la catégorie homoto-
pique 7.
Exercice 4.4.3. Démontrer les trois affirmations de la Remarque[4.4.2]

L'exercice suivant montre qu’il y a une famille de produits smash naifs itérés,
indexée par certaines applications N — N*.

Exercice 4.4.4. Soit o : N — N* une application telle que les projections c; : N — N
satisfont les propriétés suivantes :

(1) oy est une application croissante (a; (k) < o;(k + 1), VEk);
(2) limy oo ai(k) = o0;
B) Zia(k) < Ziau(k + 1), VEk.
Montrer que « induit un produit smash naif :
Ao @ S — .

Remarque 4.4.5. La condition limy_. a;(k) = oo est imposée afin que le produit
smash ne soit pas dégenéré. (Si une application «; se stabilise, le produit smash ne
dépendrait que d’un spectre partiel associé a un des facteurs.)
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5. HOMOTOPIE

5.1. La notion d’homotopie pour les spectres. Rappelons que la notion d’homo-
topie pour la catégorie .7, est basée sur les morphismes

10,21 : S0 =1, — S0,
La définition se généralise a la catégorie .#p a ’aide du foncteur A : % x F, — 9p.
Définition 5.1.1. Deux morphismes f, g : I/ = F de spectres sont homotopes (par

une homotopie a gauche) s’il existe un morphisme H : E A I, — F tel que le
diagramme suivant commute :

)

EASt S BaT, £ A g
F.

Le morphisme H est une homotopie entre f et g, qu’'on dénote par f ~z g. On
écrit f ~ g pour indiquer qu’il existe une homotopie entre les deux morphismes.

Remarque 5.1.2. Une homotopie H : E A Iy — F est définie par 1’ensemble des
morphismes {H,, : E, A I, — F,}, qui sont compatibles aux morphismes de
structure. En particulier, Vn € N, les morphismes f, : E, — G, sont homotopes
par I'homotopie H,,.

Remarque 5.1.3. 1l existe une notion équivalente d’homotopie a droite. Une homo-
topie a droite entre f et g est un morphisme
E— Mapo(IJrv F)

qui satisfait les conditions évidentes. L'équivalence entre les deux notions découle
de la Proposition [4.3.10}
Théoréme 5.1.4. Soient E, F' € Ob.%p.
(1) La relation d’homtopie, ~, définit une relation d’équivalence sur Hom o, (E, F).
(2) Soient f,g € Hom w,(E, F) tels que f ~g g. Alors
(@) ko f ~gom kog, pour k € Hom o (F,G);
(b) foj~Ho(irr, goJ, pourj € Homg (D, E).
Démonstration. Comme pour la catégorie .7,. O

Définition 5.1.5. Soient F, F' € Ob.%p deux spectres.

(1) Une équivalence d’homotopie de E a F' est un morphisme de spectres o :
E — F tel qu'il existe un morphisme 3 : F — E tel que Boa ~ 1g et
« O ﬂ ~ 1F~

(2) Les spectres E, F' ont le méme type d’homotopie s’il existe une équivalence
d’homotopie entre E et F.

Exemple 5.1.6. Soit E € Ob.%p un spectre. Alors, la projection I, — S induit une
équivalence d’homotopie EA I — E.

Exercice 5.1.7. Soient E un spectre et a : X — Y une équivalence d’homotopie
dans .7,. Montrer que le morphisme EAa : EA X — EAY est une équivalence
d’homotopie.

Définition 5.1.8. Une classe M de morphismes a la propriété 2 sur 3 si, pour tout
couple f,g de morphismes composables , si deux des morphismes {f,g,g o f}
appartiennent & M, alors tous appartiennent a M.
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Proposition 5.1.9. Les équivalences d’homotopie de la catégorie p vérifient la propriété
2 sur 3.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 5.1.10. La catégorie d’homotopie stable, ¢, n’est pas la catégorie .7p/ ~.
Pour construire cette catégorie, plus particulierement pour calculer Hom ¢ (E, F'),
il faudra:

(1) remplacer E par une «CW-résolution» (par analogie avec ) ;

(2) remplacer F' par une «résolution fibrante» (Cf. I’algebre homologique clas-
sique : les résolutions injectives correspondent a des résolutions ‘fibran-
tes’. La terminologie provient de la théorie d’algebre homotopique [Qui67,
Hov99]).

5.2. Le mapping cylindre et la cofibre homotopique. La définition du mapping
cylindre dans .%p est I'analogue de la définition dans 7.

Définition 5.2.1. Soit f : ' — F un morphisme de spectres. Le mapping cylindre
My est le spectre défini par la somme amalgammsée :

E&lE/\IJ,_

! ;
Y

Froes > va

(autrement dit: My := (E A1) Ug F).

Exercice 5.2.2. Expliciter les espaces et les morphismes de structure du spectre M.

Remarque 5.2.3. Le morphisme £ — E A I ala propriété que E, — E, A I est
lI'inclusion d"un sous-espace fermé, quelque soit n. Donc la somme amalgammée

existe dans .#p, par la Proposition

Il existe morphismes de spectres

E—>M; L ~F
A S
J
ot le morphisme £ — My est induit par £ Aig : E — E A I et la projection p est
induit par £ A I — E et le morphisme f.
Proposition 5.2.4. Soit f : E — F un morphisme de spectres. Les morphismes E EA

M <~ F ont la propriété suivante : quelque soit n € N, les morphismes
En 5 (M), & F,
sont des inclusions de sous-espaces fermés.

Démonstration. Exercice. (Remarquer que EAIL = (ExI)/(xxI)etque Ex{0,1}
est un sous-espace fermé de £ x 1.) O

Proposition 5.2.5. Soit f : E — F un morphisme de spectres. Le morphisme p : My —
F est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. La démonstration est formellement la méme que celle dans le cadre
des espaces topologiques pointés, .7,. O

Exercice 5.2.6. Soit f : E — F un morphisme de .#p. Montrer qu’un morphisme de
spectres My — G est équivalent a la donnée de morphismes de spectres :
-g:F—-G;k:F—G,
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- H:EN I+ — G,
tel que H est une homotopie entre k et g o f.
Définition 5.2.7. Soit f : £ — F un morphisme de spectres. La cofibre homoto-
pique de f est le spectre C'y défini comme la colimite du diagramme 0 < E — Mj.
(Autrement dit : Cy := My Ug 0, ot bien Cy = My /E.)

Remarque 5.2.8. La colimite existe puisque chaque i,, : E,, — (Mjy),, est I'inclusion
d’un sous-espace fermé, par la Proposition

Par définition, on dispose d’un diagramme de morphismes de spectres

F

SN

E4>i My ——=Cy

tel que la composée horizontale est triviale (se factorise a travers 0) et la composée

ELr-c + est homotope au morphisme trivial.

Exercice 5.2.9. Montrer qu'un morphisme de spectres C'y — Y est équivalent a la
donnée :
— d’un morphisme g: F' — Y;
— d'une homotopie H : E A I — Y entre la composée go f : E — Y etle
morphisme trivial E — 0 — Y.

5.3. Groupes d’homotopie stable. Soit £ € Ob.%p un spectre. Le morphisme de
structure o, : ¥E,, — E,1, induit un morphisme en homotopie

Te(0n) : Tsy1(BER) — Tsp1(EBngr)-

La composition avec le morphisme de suspension, ¥ : w4(E,) — ms41(XE,), four-
nit un morphisme
Ts(En) — Tsp1(Ent1)
qui est un morphisme de groupes abéliens, si s > 2.
Soit k € Z (en particulier on admet k négatif). Choisissons un nombre naturel T
tel que k + T" > 2, de telle sorte qu’on ait un systéme direct de groupes abéliens :

Tt (Br) = Thyr1(Erg1) = Thyryo(Erye) — ...
Définition 5.3.1. Soit k£ € Z un entier : le foncteur 7y, : /p — b est défini par
7k (E) := colimy o4t (Et).

Exercice 5.3.2. Vérifier que 7, est un foncteur a valeurs dans la catégorie b des
groupes abéliens.

Proposition 5.3.3. Soit n € N un nombre naturel. Alors
ny ) 0 kE<n
m(5") = { Z k=n.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 5.3.4.
(1) Les groupes d’homotopie stable d’un spectre peuvent étre non-triviaux en
degrés négatifs. Par exemple 7_1(S™!) = Z.

(2) Le calcul des groupes d’homotopie stable 7, (S°) pour x >> 0 est un pro-
bleme ouvert extrémement difficile, qui a motivé une grande partie des
recherches en théorie d’homotopie stable depuis les années 1970.
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Exercice 5.3.5. Soit X € Ob.Z, un CW-complexe pointé. Exprimer 7;(X°°X) en
termes des groupes d’homotopie (instable) de X (sans colimite).
Exemple 5.3.6.

(1) Soit A € ObAb un groupe abélien. Alors, les groupes d’homotopie stable
du spectre d’Eilenberg-MacLane HA sont les suivants :

A x=0
W*(HA){ 0 sinon.

(2) Les groupes d’homotopie stable du spectre de la K-théorie complexe, KU,
sont 2-périodiques :
| Z xpair
m(KU) = { 0 sinon.

(Exercice : effectuer ces calculs.)

La proposition suivante donne une premiere propriété de stabilité des groupes
d’homotopie stable d'un spectre.

Proposition 5.3.7. Soient E € Ob.%p un spectre et a, k € Z deux entiers. Alors il existe
un isomorphisme naturel
Wk(E[a]) = Wk,a(E).

Démonstration. Exercice. O

Définition 5.3.8. Un morphisme de spectres f : E — F' est une équivalence d’ho-
motopie stable si 7 (f) est un isomorphisme pour tout entier &.

Proposition 5.3.9.
(1) Soient f,g : E — F deux morphismes entre spectres tel que f ~ g. Alors m,.(f) =
7(9)-
(2) Une équivalence d’homotopie o : E — F est une équivalence d’homotopie stable.

(3) La classe des équivalences d"homotopie stable vérifie la proprieté 2 sur 3.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 5.3.10. On aimerait pouvoir définir la catégorie d’homotopie stable comme
suite :

I/ =
ot / ~ indique ‘la localisation” par rapport aux équivalences d’homotopie stable.
(On inverserait formellement les équivalences d’homotopie stable.) Malheureuse-
ment, il n’est pas clair que cette localisation existe.

Le résultat suivant donne un premier exemple non-trivial d'une équivalence
d’homotopie stable qui ne provient pas d'une équivalence d’homotopie.

Lemme 5.3.11. Soient d € Z un entier en E € Ob.%p un spectre. La transformation
naturelle
TZdE — F

est une équivalence d’homotopie stable.

Démonstration. Pour 0 < n > d, la transformation naturelle induit le morphisme
identité

(7’ ZdE>n = E,.
Il est donc évident que la transformation naturelle est une équivalence d’homoto-
pie stable. O
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Exemple 5.3.12. Le résultat précédent montre que le morphisme canonique
519" — 1

est une équivalence d’homotopie stable. Cependant, il n’est pas une équivalence
d’homotopie, car

Homﬁ](Sl,TZlSl) = {*}
Exercice : démontrer cette affirmation! (Le morphisme trivial S' — * — 75,51
induit le morphisme 0 en groupes d’homotopie stable, tandis que 1 (S!) = Z.)

Cet exemple souligne le fait que, si on souhaite utiliser la notion d’homotopie
pour constuire .57, il faudra raffiner la catégorie des spectres qu’on utilise. On le
fait en deux étapes :

(1) On se restreint a la sous-catégorie des CW-spectres et des morphismes cel-
lulaires (a définir).

(2) Au lieu d’utiliser des «résolutions fibrantes», on rajoute des morphismes,
précisément pour éviter la difficulté exhibée en Exemple|5.3.12

5.4. Equivalences strictes. Il y a une notion plus forte d’équivalence définie par
les groupes d’homotopie instable 7,.

Définition 5.4.1. Un morphisme f : E — F de spectres est une équivalence stricte
si, pour tout n € N, le morphisme f,, : E,, — F), induit un isomorphisme 7. (f,) :
T (En) — Ty (Fn)
Proposition 5.4.2.

(1) Soit f : E — F une équivalence stricte de la catégorie /p. Alors f est une
équivalence d’homotopie stable.

(2) Une équivalence d’homotopie est une équivalence stricte.

(3) La classe des équivalences strictes vérifie la propriété (2 sur 3).
Démonstration. Exercice. O
5.5. Le foncteur télescope, Tel -----><.
Théoréme 5.5.1. Il existe un foncteur Tel : Sp — b muni d'une transformation natu-
relle g : Tel — 1.4, tel que, quelque soit E € Ob.%p

(1) XZel(E),, — Tel(E),41 est une cofibration, ¥n € N;

(2) la transformation naturelle Tel(E) — E est une équivalence stricte.

Démonstration. On définit Tel(E) par une généralisation du Mapping cylindre :

Tel(E), = (En AoV \) (EFEA R R+ 1]+))/ ~

—1<k<n

ol on identifie, pour tout —1 < k < n
(Z" B, x {k+1,5}) ~ (X" B x {k+1,%})

al’aide du morphisme de structure XEj, — Ej41.

Il existe une application naturelle ¢,, : Tel(E),, — E,, induite par les projections
[k, k + 1]y = I, — S° De méme, il existe une inclusion naturelle j, : E, —
%el(E),,. Par construction, la composée ¢, o j, est l'identité de E,, et on vérifie
facilement que E,, est un rétracte par déformation forte de E,,, donc g, est une
équivalence d’homotopie.

Le foncteur suspension ¥ commute aux coproduits, donc induit un morphisme
de structure

SZel(E)n — Tel(E)pt1-
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On constate que Tel(E),, 1 est homéomorphe a
ETQ[(E)H Usk, MUE .

In en découle que le morphisme de structure X%el(E),, — Tel(E), 41 est une cofi-
bration.

Cette construction est fonctorielle : elle fournit le foncteur Tel : .9p — Spetla
transformation naturelle ¢ : Tel — 14. Enfin, puisque chaque ¢, est une équiva-
lence d’homotopie, la transformation naturelle ¢ est une équivalence stricte. O

Remarque 5.5.2. L'espace Tel(E), est homéomorphe a Ej, donc n’est pas nécessai-
rement bien pointé. (La catégorie des spectres ' dont Ey est bien pointé est une
sous-catégorie pleine de .%p.)
Proposition 5.5.3. Il existe un foncteur (=)' : b — p muni d’une transformation
naturelle (—)" — 1.4, tel que, quelque soit E € Ob.%p :

(1) E{ est bien pointé et E, = E,, pourn > 0;

(2) le morphisme E\ — Eq est une équivalence faible (induit un isomorphisme en )
et E!, — E,, est l'identité pour n > 0.

Démonstration. Soit E un spectre. On prend pour Ej la cofibre homotopique (non-
pointée) de * — Ej, muni de la projection canonique E) — Ej. Le morphisme
de structure XE{ — E; est la composée LE;, — X E, — E;. La vérification des
propriétés ne présentent aucune difficulté. O

5.6. La propriété de Tel -----><.

Notation 5.6.1. Soient E, F' deux spectres et { f,, : E,, — F,|n € N} un ensemble de
morphismes tels que, pour tout n, le diagramme

(1) EETL —_— En+1

fnl ~ lfn+1

EFn 4>Fn+1

est commutatif & homotopie pres. On écrit f : £ --» F pour indiquer cette struc-
ture et on dit que f est un pseudo-morphisme de spectres.
Si on se donne les homotopies H,, pour chaque diagramme (I), on écrit

JiE sy F
pour dénoter cette structure.
Définition 5.6.2. Soient E, F' deux spectres. On écrit Hom #(E, F) pour 'ensemble

des pseudo-morphismes E --»(5 } F' (donc on considére les homotopies comme
étant une partie de la structure).

Remarque 5.6.3. Soit E € Ob.#p un spectre. Par construction, pour tout n € N, il
existe une inclusion naturelle

n t By — Tel(E)p.

Ces morphismes ne définissent pas un morphisme de spectres mais, pour tout n €
N, le diagramme suivant commute a homotopie prés :

EE,L E— En+1
Zjnl fad ijn%—l
STel(E),, — Tel(E)py1

et il existe un choix naturel d’homotopie H,,. On écrit j : E --»p, Tel(E) pour
dénoter ce ‘pseudo-morphisme’ de spectres € Hom o (E, Tel(E)).
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Le foncteur télescope, Tel, a une propriété importante, qui généralise la pro-
priété du mapping cylindre.

Proposition 5.6.4. Soient E, I’ deux spectres. Alors, il existe une bijection naturelle
Hom s (Tel(E), F) = Hom o (E, F).
Démonstration. Exercice. O

Soit f : E --»+(p,} F' un pseudo-morphisme. On obtient un diagramme

ol g est une équivalence stricte.

Proposition 5.6.5. Soit f : E --»;p y F un pseudo-morphisme de spectres. Alors I'en-
semble de morphismes { f,, : E,, — F,} induit un morphisme de groupes abéliens gradués

7o) 7o E) = 7. (F)
qui est indépendent des homotopies { H,}, tel que :

(1) si f est un morphisme de spectres, w.(f) coincide avec le morphisme définit par le
foncteur w.(—) sur la catégorie des spectres ;

(2) le diagramme suivant commute :

(el (E) " ()

mwl_ %

7 (E)

oit T (Tel(E)) — m.(F) est induit par le morphisme Tel(E) — F de spectres
défini par le pseudo-morphisme et . (q) est un isomorphsime.

Démonstration. Exercice. O
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6. LA PROPRIETE D’EXTENSION D"HOMOTOPIES

6.1. La propriété HEP. Rappelons la définition suivante :

Définition 6.1.1. Un morphisme f : £ — F de la catégorie .p a la propriété HEP
si tout diagramme commutatif de

ENAig

2) E—S"ENI,
f J/h
F G,

9
se compléte en un diagramme commutatif

EﬂioE/\I_F

fl f/\1+i
F Aig

F*>F/\I+

Cette propriété est fondamentale lorsqu’on souhaite utiliser la notion d’homo-
topie afin de construire une catégorie homotopique.

Définition 6.1.2. Un spectre E a la propriété HEP si le morphisme 0 — FE ala
propriété HEP.

Remarque 6.1.3. Pour ne pas préter a confusion, on n’utilise pas la terminologie co-
fibration et cofibrant dans la catégorie des spectres. Cette terminologie est utilisée
lorsqu’on introduit une structure de catégorie de modeles [Qui67].

6.2. Spectres ayant la propriété HEP. Rappelons qu'un espace pointé X € Ob.7,
est cofibrant si et seulement si l'inclusion du point de base * — X est une cofibra-
tion. Autrement dit, I’espace X est bien pointé. Dans la catégorie des spectres, la
notion est plus riche.

Notation 6.2.1. On écrit A — B pour dénoter une cofibration dans .7,.

Proposition 6.2.2. Un spectre E € Ob.#p a la propriété HEP si les conditions suivantes
sont satisfaites :

— l'espace Ey est bien pointé ;

— pour tout n € N, le morphisme de structure ¥ E,, — E, 11 est une cofibration.

Démonstration. (Indications.) Supposons les deux conditions satisfaites. Il faut mon-
trer que, pour tout morphisme g : E — G de spectres, il existe une extension :

ENig

EHE

La construction de H se fait par récurrence; I'étape de récurrence consiste en la
construction de H,, : £, Al — G, ensupposant que H a déja été construit dans la
catégorie .#p.,,_; des spectres partiels. Pour démarrer la construction (construire
H,), on utilise I'hypothese que Fj est bien pointé.
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Pour I'étape de récurrence, on considere le diagramme commutatif :

SE, 1 —>=SE, 1 Ay

S

E,——=FE, N I—i— YGn1

Ghn,
ot la fleche H,, existe puisque X E,,_; — E, est une cofibration, par hypothése. [

Remarque 6.2.3.

(1) La proposition montre I'importance de 'hypothese que les morphismes de
structure X F,, — E, 11 soient des cofibrations.

(2) On peut établir une réciproque faible de cette proposition.

Remarque 6.2.4. Une conséquence de I'hypothese de la Proposition est que
chaque espace E,, est bien pointé.

Rappeler que le foncteur el est introduit dans le Théoreme et le foncteur
(=)’ dans la Proposition Le résultat suivant montre que ces foncteurs per-
mettent de remplacer un spectre quelconque par un spectre ayant la propiété HEP.

Corollaire 6.2.5. Soit E € Ob.%p. Alors le spectre Tel(E") a la propriété HEP,
Démonstration. Une conséquence immédiate du Théoreéme de la Proposition

et de la Proposition

Exercice 6.2.6. Utiliser le fait que, pour tout morphisme f : X — Y de la catégorie
T, il existe une factorisation
X—M-Y
ot la premiere fléche est une cofibration et la deuxiéme est une équivalence faible
pour montrer directement le fait suivant :
Soit E € Ob.%p un spectre; il existe un spectre £ muni d’un morphisme £ — F

tel que

(1) le morphisme est une équivalence stricte;

(2) E, est bien pointé et le morphisme de structure YE, — E~’n+1 est une cofi-

bration, Vn € N.

6.3. Morphismes de spectres ayant la propriété HEP -—----><.

Hypothese 6.3.1. Soit E un spectre tel que ¥ E,, — E, ;1 est l'inclusion d’un sous-
espace fermé.

Un morphisme de spectres f : E — F induit pour tout nombre naturel n un
diagramme

XE,

|

YF,

En+1

|

——YF, Use, En+1

F, n+1,
ol le carré est la somme amalgammée. (L'hypothese sert a assurer que l'espace
YF, Usg, Ent1 soit compactement engendré.)

Réciproquement, par récurrence, le morphisme est déterminé par fy : Ey — Fp
et les morphismes X F,, Us g, Eni1 — Frt1.
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Proposition 6.3.2. Soit f : E — F un morphisme de spectres, ott E vérifié I’hypothese
Alors f a la propriété HEP si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) fo: Eo — Fy est une cofibration ;
(2) quelque soitn € N, ¥ F,, Usg, En+1 — F,41 est une cofibration.

Démonstration. Soit

EHEA.LF
/| |
F G

un diagramme commutatif de morphismes de spectres. Il faut construire un mor-
phisme de spectres H : F' — G qui étend I’'homotopie de h. Comme dans la dé-
monstration de la Proposition I'argument se fait par récurrence. Donc, sup-
posons que I'extension a été construit dans la catégorie des spectres partiels Sy ;
il faut passer a la catégorie .#p_ v, - c’est a dire qu'il faut construire ’application
Hyi1: Fyi1 AN — Gny1. Le début de la récurrence N = —1 est facile.

Pour l'étape de récurrence, on suppose qu'on a déja construit le diagramme
commutatif :

Eny —=EnNNIL

L

Fy ——=FnNIL

\

Gn.
Le morphisme Hy : Fy A I — G induit un morphisme

Z(FN A I+) — XGN — GN+1
qui induit un diagramme commutatif :
YFyN UZT\, Eny1 —— (EFNn Usgey Envy1) ANy

|

FN+1 GN+1

ot le morphisme de structure est une cofibration, par hypothese.
Par la propriété d’extension d’homotopies, on obtient une extension Hn 1 :
Fni1 AN — Gyyi. On vérfie que cette application fournit I’extension recherchée.
O

Remarque 6.3.3. Les hypotheses entrainent que chaque morphisme f,, : E, — F,
est une cofibration.

6.4. Le mapping cylindre et la propriété HEP.

Proposition 6.4.1. Soit f : E — F un morphisme de spectres. Alors le morphisme
i: E — My ala propriété HEP.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle dans .7,. En particulier, le
spectre My A I estisomorphe (dans ) au spectre (EA (I X I)y)Ugar, (FAILL),
qui admet le spectre

(EANI)Ug (EANIL)UF
comme rétracte par déformations. (Exercice : donner les détails de la démonstra-
tion.) O
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Remarque 6.4.2. Cette proposition explique pourquoi la construction de la cofibre
homotopique C; se comporte bien par rapport a la notion d’homotopie.
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7. LES CW-SPECTRES

7.1. CW-spectres et morphismes cellulaires. Rappelons qu'un CW-complexe X
est muni de sa filtration cellulaire X° ¢ X' € X? C ... X et qu'un morphisme f :
X — Y est cellulaire si f(X*) C Y* pour tout nombre naturel k. Toute application
continue g : X — Y entre deux CW-complexes est homotope & un morphisme
cellulaire.

Définition 7.1.1. Un CW-spectre est un spectre £ € Ob.%) tel que
(1) chaque E,, est un CW-complexe pointé ;

(2) Le morphisme de structure o,, : £E, — E,; est l'inclusion d’un sous
CW-complexe.

Lemme 7.1.2. Soient E, F deux CW-spectres, X un CW-complexe pointé et a € Z un
entier. Alors, les spectres suivants sont des CW-spectres :

(1) EVF,E]]F;

2 ENX;

3) Ela).
Démonstration. Exercice. O
Proposition 7.1.3. Tout CW-spectre a la propriété HEP.
Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition [6.2.2} O

Définition 7.1.4. Un CW-spectre I est fini s’il existe un nombre naturel D tel que
le CW-complexe E,, ait au plus D cellules, quelque soit n € N.
Exercice 7.1.5. Soit E un CW-spectre fini.

(1) Montrer qu’il existe un nombre naturel N € N tel que £ = E<y (voir
Section pour les spectres partiels).

(2) Montrer qu’il existe un nombre naturel M € N et un CW-complexe fini tel
que M E (par définition E A S™) est un sous CW-spectre de X X.

Définition 7.1.6. Un morphisme f : £ — F entre deux CW-spectres est cellulaire
si, pour tout nombre naturel n, f,, : E, — F,, est un morphisme cellulaire.

Lemme 7.1.7. Soient X,Y deux CW-complexes pointés et f : X — Y un morphisme
pointé cellulaire et E un CW-spectre. Alors

(1) XX, XY sont des CW-spectres ;

(2) XX est un CW-spectre fini si X est un CW-complexe fini;

(3) le morphisme X*° f : XX — X°°Y est un morphisme cellulaire;
(4) le morphisme EN f : EANX — E ANY est un morphisme cellulaire.

Démonstration. Exercice. O

Exemple 7.1.8. Soit £ un CW-spectre. Alors, tous les morphismes associés au cy-
lindre :
E=ENIL —FE

sont des morphismes cellulaires.
Rappelons le foncteur Tel : #p — 7P construit dans Théoréme

Proposition 7.1.9. Soit E un spectre tel que

— chaque E,, est un CW-complexe pointé;

— chaque morphisme de structure o,, : ¥ E,, — E,11 est cellulaire.
Alors, le spectre Tel(E) est un CW-spectre.
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Démonstration. On vérifie par récurrence que chaque Tel(E),, est un CW-complexe
et que le morphisme de structure X%el(E),, — Tel(E), 41 est'inclusion d'un sous-
complexe (essentiellement par construction). O

Proposition 7.1.10. Les CW-spectres et les morphismes cellulaires entre CW-spectres
forment une sous-catégorie

%chﬁ

de la catégorie des spectres.
Démonstration. Evident. O

Remarque 7.1.11. Pour quelques auteurs (par exemple [Swi02]) «la» catégorie 7"
est la catégorie des spectres.

Notation 7.1.12. Soit 7,V la sous-catégorie de 7, des CW-complexes pointés et
des morphismes cellulaires.

Les lemmes et[Z.1.7lentrainent le résultat suivant.

Proposition 7.1.13. Les foncteurs V, [, A, [a] induisent des foncteurs :
_ \/;H : (%CW % %CW HE%CW,
A AV ZLOW L, 4OV
- o] A — AW,
Démonstration. Evidente. O

7.2. Déformation aux morphismes cellulaires. Rappeler qu'un morphisme f :
X — Y entre deux CW-complexe pointés est homotope a un morphisme cellulaire.

Théoréme 7.2.1. Soient E, F' deux CW-spectres.

(1) Soit f : E — F un morphisme de spectres (pas nécessairement cellulaire). Alors
f est homotope & un morphisme cellulaire f"' : E — F.

(2) Soient f1, fo : E = F deux morphismes cellulaires qui sont homotopes. Alors, il
existe une homotopie cellulaire entre fy et fo.

Démonstration. La démonstration du deuxiéme point est une généralisation de celle
du premier (on a besoin d"une version relative d’homotopie).

Le premier point se démontre par une récurrence utilisant les spectres partiels.
La premiere étape est conséquence du résultat pour les CW-complexes pointés.
L’étape de récurrence utilise le fait que X E,, — E,, 4 est'inclusion d"un sous CW-
complexe, donc a la propriété HEP. O

Remarque 7.2.2. Le théoreme est fondamental : lorsqu’on travaille a homotopie
prés, on pourrait se restreindre a la sous-catégorie %" . Toutefois, cette restric-
tion n’est pas nécessaire.

7.3. Sous CW-spectres.

Définition 7.3.1. Soit £ un CW-spectre. Un sous CW-spectre de E est un CW-
spectre F' muni d’'un morphisme j : F' — E tel que chaque j, : F, — E, est
I'inclusion d"un sous CW-complexe pointé, quelque soit n € N.

Remarque 7.3.2. L'inclusion d"un sous CW-spectre F' — E est un morphisme cellu-
laire, donc un morphisme de .%°".

Lemme 7.3.3. Soient E; C E, i € {1,2} deux sous CW-spectres. Alors les spectres
E1 N Eyet By U Ey sont des sous CW-spectres de E.

Démonstration. (Exercice : noter que, par définition, £ N E; est la limite du dia-
gramme d’inclusions £, — E < FEj et E; U E; est la somme amalgammée de
FE, — F; ﬂE2—>E2.) O
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Lemme 7.3.4. Soient E un CW-spectre et Y C X linclusion d’un sous CW-complexe
pointé. Alors EANY C E A X est un sous CW-spectre.

Démonstration. Exercice. O

Exemple 7.3.5. Soit E un CW-spectre. Les inclusions g, %; : S% = I, induisent
deux sous CW-spectres Ey, E1 C E A Iy, tels que Eg N Ey = 0et By U By =
Ey VvV E1 C E A I estun sous CW-spectre.

Proposition 7.3.6. Soit j : F' — E l'inclusion d’un sous CW-spectre. Alors j a la
propriété HEP.

Démonstration. Exercice. |
Définition 7.3.7. Un sous CW-spectre F' C E est fermé si, quelque soit K C E,

sous CW-complexe pointé fini tel que I3m € Ntel que X" K C F,4p, C Epyyp, alors
K C F,.

Exercice 7.3.8. Montrer qu'un sous CW-spectre ' C E est fermé si et seulement si
E/F est un CW-spectre.
Proposition 7.3.9. Soit i : F' C E l'inclusion d’un sous CW-spectre fermé. Alors

(1) lacofibre E/F := 0Up E est un CW-spectre et le morphisme quotient E — E/F
est un morphisme cellulaire;

(2) la cofibre homotopique C; est un CW-spectre, et le morphisme induit C; — E/F
est cellulaire ;

(3) le morphisme C; — E/F est une équivalence d’homotopie stricte.
Démonstration. Exercice. O
Dans le cas d"un systéme direct de CW-spectres, oti chaque morphisme est 'in-
clusion d’un sous CW-spectre, la colimite est facile a décrire.

Proposition 7.3.10. Soient { E(n)|n € N} un ensemble de CW-spectres muni d’inclusion
de sous-spectres E(n) — E(n + 1), Yn € N. Alors le spectre colim,,_,.. E(n) existe et
(colimE(n))s = ,, E(n)+, avec les morphismes de structure induits.

Démonstration. 11 s’agit d'un cas particulier de la Proposition O

7.4. Filtration cellulaire ------ >, Il existe une notion évidente de filtration cellulaire
d’un CW-spectre.

Définition 7.4.1. Soit E un CW-spectre. La filtration cellulaire de E est la filtration
par les sous CW-spectres

0c...E2CE'cE°cE'cE*c...E,

otl, pour d € Z, (EY), = (E,)%", muni des morphismes de structure induits par
restriction.

Lemme 7.4.2. Soit E un CW-spectre, alors

= Naez EY=0;
— UdeZ E¢=F.
Démonstration. Exercice. O

Proposition 7.4.3. Soit j : F' — E l'inclusion d'un sous CW-spectre. Alors, pour tout
entier n, l'inclusion j se restreint a une inclusion j™ : F™ — E™ tel que le diagramme
suivant commute :

P2 s pn

L

Fn+1CT+1> En-&-l.
J
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Démonstration. Evident. O

Proposition 7.4.4. La filtration cellulaire d'un CW-spectre fini, X, est de longueur finie :
il existe entiers dy < dy tel que X = 0 et X9 = X.

Exercice 7.4.5. Soit E un CW-spectre tel que £ 2 0. Montrer que E possede un
nombre infini de sous CW-spectres.

Les CW-spectres se construisent par 1’attachement de cellules.

Proposition 7.4.6. Soient E un CW-spectre et n un entier. Alors il existe un ensemble
 d'indexation et un ensemble de nombres naturels {d; € N|i € .} tel que E" est la
cofibre homotopique d’un morphisme cellulaire

\/ (Tzdisn) — E™.
€S

L’ensemble .7 est I'ensemble des n + 1-cellules stables du spectre E.

Démonstration. (Indications). L’argument est par récurrence sur d, ou d estle nombre
de troncature. On montre qu’il existe ensembles d’indexation .#;, d € N, tels que
J = Ilgen et I'ensemble .#; indexe les morphismes d’attachement de cellules
stables :
V iV (248" — B

Jj€I4  jEIa
Pour construire .#; et les morphismes d’attachement, on considere les inclusions
de sous-complexes :

SE} > E"

L

SEC—s Ertl

Dongc, par construction, £} U ngll est un sous complexe de E;‘H et que E:j“

est obtenu a partir de E} U E}*! par le rattachement de d + n + 1 cellules via
des morphismes f; : 5"t — E7 C E} U Ej*], indexé par un ensemble .7;.
Pour compléter 1'étape de récurrence, on observe que le morphisme f; induit un
morphisme de spectres f; : 7545 — E™.

Il reste & démontrer que E"*! est isomorphe (dans la catégorie des spectres)
a la cofibre homotopique du morphisme \/,_ , f;. Ceci est une conséquence de la
construction. (Exercice.) |

7.5. CW-spectres et spectres partiels ---->. Rappeler que I'adjonction entre la ca-
tégorie des spectres partiels #p v est .p induit un foncteur (—)<n : S — .,
muni d"une transformation naturelle (—)<ny — 1. (Cf. Définition (3.10.4})
Proposition 7.5.1. Soit E un CW-spectre. Soient m < n deux nombres naturels. Alors

(1) E<m C E<,, C E sont des sous CW-spectres ;

(2) (E<m)® =0, pour tout entier k < —m.
Démonstration. Le premier point est évident (Cf. Lemma (3.10.5).

Par construction, 1’'espace (E<,,): est un CW-complexe qui n’a pas de cellules

de dimensions < ¢t — m, donc ((Egm)t)t_m_l = x. Le deuxiéme point est alors
conséquence de la définition de la filtration cellulaire. O

L’énoncé suivant montre qu’on peut construire un CW-spectre a partir du dia-
gramme des spectres E<y.
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Proposition 7.5.2. Soit E € Ob.AH"Y un CW-spectre, alors les transformations natu-
relles E<n — E induisent un isomorphisme dans 7p :

COth—»ooESN i FE.
Démonstration. (Exercice : on note que la colimite est un cas particulier de la construc-
tion de Proposition|/.3.10}) O
Remarque 7.5.3.

(1) La Proposition fournit la base pour les arguments de récurrence pour
les spectres.
(2) Le deuxieme point de la Proposition permet de démarrer des argu-
ments de récurrence pour les spectres E<,, utilisant la filtration cellulaire.
7.6. CW-spectres, le mapping cylindre et la cofibre homotopique ------><.

Lemme 7.6.1. Soit f : E — F un morphisme cellulaire entre CW-spectres (autrement
dit, un morphisme de ™). Alors, le mapping cylindre My est un CW-spectre et les
inclusions

E— My —F

sont des inclusions de sous CW-spectres.
Démonstration. Exercice. (L'ingrédient essentiel est le résultat analogue pour les
CW-complexes : soit f : X — Y un morphisme cellulaire entre CW-complexes
pointés, alors le mapping cylindre de f a la structre d'un CW-complexe fini.) O
Proposition 7.6.2. Soit f : E — F un morphisme de ", alors

(1) la cofibre homotopique Cy est un CW-spectre;

(2) le morphisme quotient My — C'y est un morphisme cellulaire ;

(3) F' — CYy est l'inclusion d’un sous CW-spectre ;

(4) lespectre C/F est un CW-spectre, qui est canoniquement isomorphe dans /"

au spectre E A S

Démonstration. E — My est!'inclusion d’un sous CW-spectre, donc Cy est un CW-
spectre par la Proposition Les autres affirmations sont évidentes (Cf. la Pro-

position[5.2.4). O

7.7. CW-remplacement. Rappeler qu'un morphisme pointé f : X — Y de 7, est
une équivalence faible si 7, (f) est une bijection, Vt € N.
On utilise le théoreme suivant pour les CW-complexes pointés.

Théoréme 7.7.1. Soit g : A — Y un morphisme de I, oit A est un CW-complexe pointé.
Alors, il existe un CW complexe pointé I'g, une équivalence faible v, : I'g — Y qui figure
dans un triangle commutatif :

oit j est l'inclusion d’un sous-complexe.

Corollaire 7.7.2. Soit X € Ob.J, un espace topologique pointé. Alors il existe un CW-
complexe pointé I' X et un morphisme pointé vx : I'X — X qui est une équivalence
faible.

Ces résultats entrainent directement l’existence d'un remplacement CW d’un
spectre quelconque.
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Théoréme 7.7.3. Soit E € Ob.%p un spectre. Alors, il existe un CW-spectre ECWV et une
équivalence stricte v : E°VV — E de spectres.
Démonstration. On construit EV par récurrence sur les espaces des spectres. Par
récurrence sur N on construit les CW-complexes ESW et les morphismes v :
ESW — E tels que {ECWV, v : ESW — Ei|k < N} définissent un morphisme
de spectres partiels et ;, est une équivalence faible pour £ < N.

Pour démarrer la récurrence, on utilise le Corollaire et on pose EOCW =
I'Ey, muni d’une équivalence faible I' £ = FE, dans 4,.

Pour I'étape de récurrence, supposer construit E,SW, k < N, muni de mor-
phismes 7y, : ESW — Ej. En particulier, on dispose du morphisme EGVY — Ey.

Par le Théoreme il existe un diagramme commutatif

BBV BQY,

l lN

ZEN HE EN+1,
IN

ol jn est I'inclusion d"un sous-complexe et vy 41 est une équivalence faible. v [

Il existe une version rélative de ce théoréme.

Théoréme 7.7.4. Soient f : E — F un morphisme de spectres, tel que E € Ob.°".
Alors, il existe une factorisation

CW
B——1T7%

RN

F.

3

tel que

(1) I‘J(?W est un CW-spectre et £ — F](}W est l'inclusion d'un sous CW-spectre ;
(2) v:T§W — F est une équivalence stricte.
En particulier, E — T'$W a la propriété HEP.

Démonstration. La démonstration généralise celle du Théoreme[7.7.3} Pour démar-
rer la récurrence, on choisit une factorisation

Ey—— (TF™)o
Fy.
Pour I'étape de récurrence, on utilise le diagramme commutatif :

YE,—————— Epn

l |

E<F}gw)nc—> En+1 UZE“ E(F?W)n

YF, —————> Fap,

ol les morphismes — sont des inclusions de sous-complexes.
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On définit f&W par la factorisation

EnJrl UEEn fSW(—> (F?W)n-‘rl = F6n-‘,—1

Ceci termine I'étape de récurrence.

La vérification des propriétés de cette construction est élémentaire. O
Remarque 7.7.5.
(1) Le morphisme v : F?W — F est une équivalence stricte, en particulier il

est une équivalence d’homotopie stable.

(2) La construction de I'’X — X du Corollaire n’est pas a priori fonctoriel.
Donc le théoréme n’affirme pas que le CW-remplacement d"un spectre
est fonctoriel.
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8. LA CONSTRUCTION DE .77

8.1. Rappels sur la catégorie .77;. Par définition, .77, est la catégorie d’homotopie
des espaces topologiques pointés : intuitivement, on la considere comme étant la
catégorie 7,/ ~, des espaces topologiques pointés localisée par rapport aux équi-
valences faibles. L’existence de cette catégorie a priori n’est pas évident. En utilisant
I'existence de CW-remplacements pour les espaces pointés et le théoreme de Whi-
tehead, on a le modéle suivant explicite pour la catégorie /7 :

objets les CW-complexes pointés;

morphismes les classes d’homotopie pointée des applications continues poin-

tées.

Remarque 8.1.1. Tout morphisme entre CW-complexes pointés est homotope a un
morphisme cellulaire, donc on pourrait également utiliser le modele 7,V / ~,
la catégorie homotopique de la catégorie des CW-complexes pointés et des mor-
phismes cellulaires.

8.2. Sous CW-spectres cofinaux.

Définition 8.2.1. Soit E un CW-spectre. Un sous CW-spectre /' C E de E est co-
final si, pour tout sous CW-complexe fini X C E, (n € N), il existe k € N tel que
YFX C E, 41 est contenu dans F, . C Eyyp.

Exemple 8.2.2. Soient £ un CW-spectre et d € N. Alors 7>4F C E est un sous
CW-spectre cofinal.

Lemme 8.2.3. Soient E, F' deux CW-spectres.

(1) Soient E" C E' C E deux sous CW-spectres ; alors E" est cofinal dans E si et
seulement si (E" est cofinal dans E' et E’ est cofinal dans E).

(2) Soient W un CW-complexe pointé et E' C E un sous CW-spectre cofinal. Alors
E’ NW est un sous CW-spectre cofinal de E N W.

(3) Soient E', E" deux sous CW-spectres cofinaux de E ; alors les sous CW-spectres
E'NE" et E'UE" de E sont cofinaux.

(4) Soient f : E — F un morphisme et F' C F un sous CW-spectre cofinal. Alors, il
existe un sous CW-spectre cofinal E' C E tel que f se restreint @ un morphisme
f' B — F';si f est cellulaire, alors f' est cellulaire.

Démonstration. Les premiers énoncés du lemme sont évidents.

Pour le dernier point, pour n € N, soit E], le plus grand sous CW-complexe
de E, tel que f,,(E]) C F),.. Alors, les CW-complexes E, définissent un sous CW-
spectre E' C E.

Soit X C Ej un sous CW-complexe fini, alors fi(X) est contenu dans un sous
CW-complexe fini Y C Fj. Puisque F’ est cofinal dans F, il existe un nombre
naturel d tel que Y C F]_ ;. En particulier, fj14(3?X) est contenu dans 7Y C
F| 4 donc B, C 34V, O

Lemme 8.2.4. Soient E un CW-spectre et W un CW-complexe pointé fini. Alors, quelque
soit F C E AW, un CW-spectre cofinal, il existe un sous CW-spectre cofinal E' C E tel
que E' N\W C F.

Démonstration. Soit E], C E, le plus grand sous CW-complexe tel que E;, AW C
F,. 11 est évident que ces espaces définissent un sous CW-spectre £/ C E. Il faut
montrer que E’ est cofinal dans E.

Soit Z C E, un sous CW-complexe fini. Alors Z A W C E,, A W est un sous
complexe fini, donc il existe d € N tel que ?Z AW C F,yq. Alors, X7 C E!, , ,,
donc E’ est cofinal. O
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Lemme 8.2.5. Soient W un CW-complexe pointé fini et F* C LW un sous CW-spectre
cofinal. Alors, il existe un nombre naturel d tel que T>qX W C F.

Démonstration. Prendre X = W = (X°°W),. Alors, il existe un nombre naturel
d € N tel que XX C F,, puisque F est cofinal dans *W. On en déduit que
TZd(EOOW) C F. O

Lemme 8.2.6. Soient F' C E deux CW-spectres tels que F n’est pas cofinal dans E. Alors,
il existe un morphisme cellulaire de spectres de la forme
fi7m>4S" — F,

d € Netn € Z, tel que le spectre G := C'y est un sous CW-spectre : ' C G C E.
Démonstration. Par I’hypothese que F' n’est pas un sous-spectre cofinal, il existe un
sous CW-complexe fini W C Wy, k € N, tel que X'W ¢ Fj44, quelque soit ¢ € N.
On peut choisir W un complexe minimal parmi de tels complexes. On peut écrire
W = W'Ugn e, pour un sous-complexe propre W', et morphisme d’attachement
(cellulaire) a : S™ — W'. Donc, par minimalité de W, il existe un nombre naturel
t tel que X'W' C Fji. Alors le morphisme '« induit un morphisme S"*" —
YW’ — Fi4y. Par adjonction, ceci induit f : 7>;4,5™"" — F. Soit G le spectre CY,
alors, par construction, F' C G C E. O

8.3. Hyperhom.

Définition 8.3.1. Soient E un CW-spectre et F' un spectre. On définit :

Hom(E, F) := colimp: gHom(E', F),
ot1 la colimite (filtrante) est indexée par les sous CW-spectres cellulaires de E.
Remarque 8.3.2. Un élément [f] de Hom(E, F') est représenté par un morphisme de
spectres f : E' — F, ou E’ C E est un sous-spectre cofinal. Deux tels morphismes

f:E — F,g: E" — F représentent le méme élément s'il existe E”/ ¢ E' N E”
COfinal dans E tel que f|ENI = g|E///.

Lemme 8.3.3. Soient E un CW-spectre et 3 : Fy — Fy un morphisme de spectres, alors
0 induit :
By : Hom(E, F1) — Hom(E, F5),
par B.[f + E' — F1]:==[Bo f : B/ — F].
Démonstration. Le morphisme § induit un morphisme entre les diagrammes
Hom(E', F1) — Hom(E', Fy)
qui passe a la colimite. O

Lemme 8.3.4. Soient o : By — Eo un morphisme cellulaire entre CW-spectres, et F' un
spectre. Alors « induit une application naturelle (par rapport a F) :

o : Hom(FE>, F') — Hom(Ey, F).
Démonstration. Soit [f : B}, — F| un élément de Hom(Es, F'). Par le Lemme
il existe un sous CW-spectre cofinal E{ C E; tel que « se restreint a un morphisme
o : E{ — E}. On définit o*[f] = [f o a : E{ — F]. On vérifie que o*[f] est bien
défini - ne dépend ni du choix de Ej ni du choix de Ej. O

En particulier, les deux inclusions 49,41 : £ = E A I induisent

Hom(E A I, F) = Hom(E, F).
Définition 8.3.5. Deux éléments f, g de Hom(E, F') sont homotopes (on écrit f ~ g)
s'il existe H € Hom(E A I, F) tel que iH = f eti{H = g. (H est une homotopie
de fag.)
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Remarque 8.3.6. Soient E un CW-spectre et X C E A I, unsous CW-spectre cofinal.
Alors, il existe un sous CW-spectre cofinal E/ C E tel que E' A Iy C X, par le
Lemme Donc on peut toujours représenter un élément de Hom(E A I, F)
par une homotopie E’ A I, — F, pour E' C E cofinal.

Soient f,g deux éléments de Hom(E, F'), représentés par des morphismes de
spectres f : By — I (resp. g : B, — F)ou Ey, B, C E sont des sous CW-spectres
cofinaux. Les éléments f, g sont homotopes s’il existe un sous CW-spectre cofinal
E’ C Ey N E, et une homotopie H : E' A I, — F entre f|g et g|g-.

Proposition 8.3.7. Soient E un CW-spectre et F' un spectre. La relation ~ sur Hom(E, F)
est une relation d’équivalence.

Démonstration. Exercice. (Utiliser le Lemme(8.2.3]) O

8.4. La catégorie Sp“"V. En utilisant Hom, on peut définir une nouvelle catégorie.

Définition 8.4.1. Soit Sp“W la catégorie :
objets les CW-spectres;
morphismes Homg,cw (E, F') := Hom(E, F').

Exercice 8.4.2. Vérifier que Sp°W est une catégorie.

Remarque 8.4.3. On n’exige pas qu'un morphisme de Sp©WV soit représenté par un
morphisme cellulaire.

Le résultat suivant est formel et explique 'intérét de la catégorie Sp©W, (Cf.

Exemple[5.3.12).

Lemme 8.4.4. Soient E un CW-spectre et E' C E un sous CW-spectre cofinal. Alors le
morphisme E' — E induit un isomorphisme dans Sp©"W.

En particulier, pour tout nombre naturel d, le morphisme 7>qF — E induit un isomor-
phisme dans SpeW.

Proposition 8.4.5. Le foncteur Y — SpCW induit par la transformation naturelle
Hom(E, F) — Hom(E, F) est l'inclusion d’une sous-catégorie.

Démonstration. On vérifie que la transformation naturelle Hom(E, F') — Hom(E, F)
qui envoie un morphisme f a la classe [f] induit un foncteur %CW — SpCW. Les

deux catégories ont les mémes objets, donc il reste a vérifier que le foncteur est
fidele. (Exercice.) ]

La définition fournit une notion de homotopie ~ dans Sp©W, donc on dis-
pose d’une notion d’équivalence d’homotopie dans la catégorie Sp©W :

Définition 8.4.6. Un morphisme f : E — F de Sp®W est une équivalence d’homo-
topie s'il existe un morphisme g : I — E de Sp®V telque go f ~ Iget fog~ 1x
dans SpCW.

La plupart des foncteurs habituels définis sur /" passent a la catégorie Sp°W.
En particulier, on obtient :

1) v :SpCW x $ptVW — §p¢W, (B, F)— EV F;
) IT1:SpW x $pCWV — SpeW, (E, F) — E[] F;
3) A:SpPV x 7,V — $pCWV (B, X)) — EAX;
@) [a] : SpCV — SV, E +— Ela).

Proposition 8.4.7. Soit a € 7 un entier. Le foncteur [a] : Sp™Y — Sp“WV est une
équivalence de catégories, d'inverse [—a) : Sp®V — Sp“W.
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Démonstration. Pour démontrer que [a], [—a] soient des équivalences de catégories,
inverses 1'un a I'autre, on peut supposer que a > 0. Alors, par le Lemme[3.7.3, on a
[a]o[—a] = 1.4, donc on déduit [a] o [-a] = 1sp®W, au niveau de la catégorie Sp“™.

Par la Proposition il y a une transformation naturelle [—a] o [a] — 1,
qui coincide avec la transformation naturelle 7>, — 1.4. Ce morphisme naturel
devient un isomorphisme naturel dans Sp®W, par le Lemme m v O

8.5. La catégorie stable, .77.
Définition 8.5.1. Soient EZ un CW-spectre et F' un spectre. On définit :
[E, F] := Hom(E,F)/ ~ .

Lemme 8.5.2. Soient Ey, E5 deux CW-spectres et F' un spectre. Alors la composition de
morphismes de spectres induit une loi de composition

[El,EQ] X [EQ, F] — [El, F]
Démonstration. Conséquence du Lemme|[8.3.4] O

Définition 8.5.3. Soit 777 la catégorie :
Objets les CW-spectres;
Morphismes Hom% (El, EQ) = [El, E2].

Exercice 8.5.4. Vérifier que /¢ est une catégorie.

Proposition 8.5.5. Il existe un foncteur Sp°V — S de passage aux classes d’homoto-
pie et donc un foncteur

AV
Démonstration. Par construction. O

Remarque 8.5.6. On aimerait pouvoir définir un foncteur p — /3¢ ; la construc-
tion du CW-remplacement d’un spectre n’est pas un foncteur .7 — ", donc
il faut procéder avec caution. Le théoreme de Whitehead pour les CW-spectres
permet d’éviter certains problemes.

8.6. Les foncteurs ¥, %, [1] et A. Rappelons que le foncteur £ : 7, — .9p en-
voie les CW-complexes a des CW-spectres (voir le lemme|7.1.7). On obtient donc :

Proposition 8.6.1. Le foncteur £ : J, — .%p induit un foncteur £ : 7,V —
AV, qui passe aux catégories homotopiques :

N Ay — S
Démonstration. O
On a aussi le résultat suivant :
Proposition 8.6.2. Le foncteur — A S : p — S induit un foncteur
X I — I
En plus, le diagramme
S
IH —>= IH
commute (a équivalence naturelle pres).

Plus généralement, on a le résultat suivant.
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Proposition 8.6.3. Le foncteur A : p x Jo — 9p induit un foncteur
N IGE X He — JI.

Le diagramme
M x Ao ——> A,

Z“XI\L J/ZOO

SH X e ~ S
commute (a équivalence naturelle pres).
Démonstration. Exercice. g

Il nous faut toujours démontrer que :

— le foncteur X est une équivalence de catégories ;

— la catégorie .75 est additive.

Une premiere étape est la suivante, qui concerne les foncteurs de décalage in-
troduits en Définition[3.7.1]

Proposition 8.6.4. Soit a € Z. Alors le foncteurs [a] : S — 7D induit un foncteur
[a) : S — SH
qui est une équivalence de catégories, dont I'inverse est [—a).

Démonstration. Le foncteur [a] induit un foncteur [a] : SpV — Sp®W et donc
induit un foncteur Y% — 99 est évident. Proposition entraine que [a] :
SpW — Sp“W est une équivalence de catégories, d’inverse [—a], donc induit une
équivalence de catégories au niveau de .77 O

8.7. Premiers calculs. Soit W un CW-complexe pointé fini. Le lemme en-
traine que, pour calculer [X>°W, F], il suffit d"utiliser le systéme inverse des spectres
cofinaux 75 ¢ X W.

Remarque 8.7.1. Soit d € N un nombre naturel. Il existe un isomorphisme naturel,
pour W € ObZ,“W

T2aBCW = Fg(S4W),
(voir la définition [3.6.1)).

Lemme 8.7.2. Soient W un CW-complexe pointé fini, F' un spectre et d un nombre natu-
rel. Alors

(1) Hom o (75¢X°W, F) 2 Homg, (ZdI/V, Fy);
(2) Hom%<T2dZOOVV,F)/N§ [ZdVV,Fd]jgﬂ..
Démonstration. Exercice. O

Remarque 8.7.3. On écrit [—, —] ., ici pour éviter toute confusion éventuelle : ce
sont les classes d’homotopie dans .7,.

Proposition 8.7.4. Soient W un CW-complexe pointé fini et F' un spectre. Alors
[R°W, F] 2 colimg_, o0 [Z4W, Fy) 2, -
Démonstration. Une conséquence du Lemme (Exercice.) O

Corollaire 8.7.5. Soient F' un spectre et n un entier. Alors
[Sn’F] = WN(F)a
donc les groupes d’homotopie stable de F se calcule dans S5¢ a I'aide de [—, —].

On peut donc donner la définition suivante, qui est compatible avec la Défini-

tion[5.3.8
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Définition 8.7.6. Un morphisme f : E — F de Sp“"WV est une équivalence d’homo-
topie stable si, pour tout entier n € Z, le morphisme f induit un isomorphisme

Hom ¢ (S™, E) = Hom g (S™, F).
On peut étendre le résultat du Lemme

Lemme 8.7.7. Soient W <= V une inclusion de CW-complexes pointés finis, f : E — F
un morphisme de spectres et [¢p] € Hom(EZ°W, E), [¢] € Hom(X>°V, F) deux éléments,
tels que f.[¢],i*[¢] € Hom(X>°W, F') sont homotopes par une homotopie H € Hom (W A
I.,F).

Alors, il existe d € N et morphismes de spectres ¢ : 7>q2°W — E, ¢ : 754XV —
F, qui représentent (], [1)] respectivement et une homotopie H : 75,X°W A1y — F qui
représentent H tel que le diagramme suivant commute :

TZdEOOW —_— TZdZOCW 1A\ I+ -~ TZdEOOW

| | )

T2aX ™V — F E.

Ce diagramme est adjoint du diagramme dans 7, :
NAW —— SIW A I <— 2dW

L

d
v L Fa fa Ea.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 8.7.8. L'énoncé peut étre compris de la maniere suivante. Les données
‘correspondent” & un diagramme

@
YW L]\»E

zwz‘l ~p J{f

YOV~ F
[4]
olt ~= indique un élément de Hom(—, —), commutatif & homotopie pres.
Ce diagramme est induit par un diagramme de .7,, commutatif & homotopie
pres
YW —— Eq

Edii =Hy J/fd

EdV - Fd7
pour d > 0.
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Deuxiéme partie 2. Propriétés de la catégorie 757
9. LA PROPRIETE HELP ET LE THEOREME DE WHITEHEAD
9.1. Groupes d’homotopie rélatifs.

Définition 9.1.1. Soit g : X — Y un morphisme de la catégorie 7,. Les groupes
(ensembles pour * < 1) d’homotopie rélatifs ..(X % Y) sont les groupes d’homo-
topie rélatifs m, (Mg, X, *).

Cette notion se généralise a la catégorie des spectres.

Lemme 9.1.2. Soit g : X — Y un morphisme de la catégorie 7. La suspension ¥ induit
une application

(X 2Y) > 1 (EX 2 3Y)
qui est un morphisme de groupes pour x > 2.
Démonstration. Exercice. O

Soient f : £ — F un morphisme de spectres, n € Z un entier et £ — My son
mapping cylindre. Alors, comme pour les groupes d’homotopie stable, on obtient
un systeme direct de groupes abéliens :

I fe
B 7Tn+t(Et = Ft) - 7Tn+t+1(Et+1 = Ft+1) ...

Définition 9.1.3. Soient f : ' — I un morphisme de spectres et n € Z un entier.
On définit :

7Tn(E i) F) = colimtﬂooﬂnH(Et ﬁ) Ft)
Lemme 9.1.4. Soient f : E — F un morphisme de spectres et v € 7, 4+(E} Ei Fy) une
classe d’homotopie, oit n +t > 0. Si mp (E 4, F) = 0, alors il existe un entier T > t tel
que v — 0 dans mp+7(ET Iz Fr).
Démonstration. Exercice. g
Proposition 9.1.5. Soit f : E — F un morphisme de spectres. Il existe une suite exacte
longue de groupes abéliens :

T (f)
Y

.= T (E) Wn(F)—>7rn(Ei>F)—>7rn,1(E)—>....

Démonstration. Le foncteur colim est exact. O

Rappeler qu'un morphisme f : £ — F entre deux spectres (par nécessairement
des CW-spectres) est une équivalence d’homtopie stable si 7. (f) : 7.(E) — 7. (F)
est une bijection.

Corollaire 9.1.6. Soit f : E — F un morphisme de spectres qui est une équivalence
d’homotopie stable. Alors les groupes 7. (E ER F') sont triviaux.

Démonstration. Evident. O
9.2. La propriété HELP.

Définition 9.2.1. Soit ¥ une classe de morphismes de la catégorie .#p. Un mor-
phisme de CW-spectres j : F' — FE a la propriété HELP par rapport a ¢ (la pro-
priété de relevement et d’extension d’homotopies) si, pour tout diagramme com-

mutatif
F——FANI  <—F

N

E Y<—X
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tel que c appartient a ¢, il existe E’ cofinal dans E tel que F C E’ C E, un re-
levement r : E” — X et une extension d’homotopie H : E' A I, — Y qui rend
commutatif :

F————FANl, ~<—— F

[

X
o
H .

E———— sFEAN<~——F

T

)
NI s g N

ot o est la restriction de v a E'.

Remarque 9.2.2. Les données correspondent a un diagramme

B
F——X
\£\ - \L ’
E—=Y
commutatif & une homotopie donnée prés, tel que c appartient a la classe €.

La propriété HELP affirme l'existence d'un relevement r qui rend commutatif
le triangle supérieur du diagramme suivant

FLX

.

-
B —=Y
ol le triangle inférieur commute a une homotopie relative a F pres.

Théoreme 9.2.3. Soient i : F' C E l'inclusion d'un sous CW-spectre. Alors, i a la pro-
priété HELP par rapport a la classe d’équivalences d’homotopie stable dans .#p.

Par un argument standard (utiliser le lemme de Zorn et le lemme [8.2.6), la dé-
monstration est conséquence du résultat suivant. (Utiliser Corollaire pour dé-
duire 'hypothése).

Proposition 9.2.4. Soient d € N et n € Z deux entiers tels que n + d > 0. Alors
Uinclusion 754S™ C 7>qe™ ! a la propriété HELP par rapport a la classe des morphismes
f:E— Ftelquen,1(F ER F) est trivial.

Démonstration. (Indications) Soient f : E — F un morphisme tel que 7,41 (EF 4,
F)=0et

TZdSn R TZdSn AN} <— TZdSn

| |k

T>qe™ ! F E

un diagramme commutatif.
Par une généralisation du Lemme ce diagramme est adjoint & un dia-
gramme de la forme :

Sn—i—d - 5 Sn+d A I+ - Sn—i—d

S T

6n+d+1 = Fy 3 Ey.
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Ce diagramme définit une classe d’homotopie relative v € m, a1 (Eq EL F,) (véri-
fier ce point!). Si y est triviale, alors la démonstration de la propriété HELP instable
pour le morphisme S"*¢ — e"td+! fournit le relevement et I’homotopie recher-
chée. Dans le cas général, on stabilise a I'aide du lemme[9.1.4] O

9.3. Equivalences d’homotopie stable.

Corollaire 9.3.1. Soient E un CW-spectre et f : X — Y une équivalence d’homotopie
stable de la catégorie Ap. Alors f induit un isomorphisme

(B, X] = [B,Y).
Démonstration. Surjectivité de [E, f] : soit o« € [E, Y] representé par un morphisme
de spectres £ — Y, ot E' C E est cofinal. Alors, il existe un CW-spectre cofinal
E" C E' et un diagramme commutatif & homotopie prés

E// HX

.

B —=Y,

par le Théoreme

Supposons que g,h € [E, X] ont le méme image sous [E, f]. Alors g, h son re-
présentés par morphismes g : £, — X et h : B}, — X, pour E,, E}, C E cofinaux,
et il existe une homotopie h : E”” A I, — Y, pour E'” cofinal dans Ef N E, entre
fog' et foh/,olt g, k' sont les restrictions de g, h respectivement a E”. Considérer
le diagramme commutatif suivant :

’ ’

E//l \/ E/// g vh > X

L)

E”l AN I+ hH Y,

ou E” Vv E" C E" A I, estl'inclusion canonique. Il existe un relevement dans
Sp“W (par le Théoreme9.2.3), qui fournit une homotopie g’ ~ h’ (dans Sp€W). O

Remarque 9.3.2. Le corollaire fournit une condition équivalente pour qu'un
morphisme soit une équivalence d’homotopie stable.

9.4. Le théoréeme de Whitehead. Rappelons (de la Définition|8.4.6) que la notion
d’équivalence d’homotopie stable se généralise a la catégorie Sp“™ .

Théoréme 9.4.1. Soit f : E — F un morphisme de .#p, oit E, F sont deux CW-spectres.
Alors f est une équivalence d’homotopie dans Sp©V si et seulement si f est une équiva-
lence d’homotopie stable.

Démonstration. Si f est une équivalence d’homotopie, alors f est une équivalence
d’homotopie stable (par une généralisation évidente de la Proposition [5.3.9). Il
nous reste a démontrer la réciproque.

E

|1

Soit
0

F———F.

un diagramme commutatif. Par Théoreme il existe un morphisme s : F' — E
dans Sp“V qui est une section a homotopie pres de f. En particulier, s est une
équivalence d’homotopie stable, puisque f en est une.

_
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Par le méme raisonnement, il existe une équivalence d’homotopie stable f’ :
E — F dans Sp“W tel que so f’ ~ 1 dans Sp®V.On a

frofosof ~f,
donc f ~ f’ dans Sp°W, puisque ~ est une relation d’équivalence. O
Corollaire 9.4.2. Soient E € Ob.%p et By — E & E deux CW-résolutions. Alors

(1) il existe un morphisme o : Ey — Es dans Sp®W, représenté par un morphisme
o : Ef — Ejde $p, oit E{ C E4 est cofinal, qui figure dans un diagramme
commutatif a homotopie pres :

Ey

’
[e3%
~

E; ——= E;
(2) « est une équivalence d’homotopie dans Sp“W.

Remarque 9.4.3. 11 y a une version relative de ce corollaire. Soient E, E, F trois
CW-spectres et F' un spectre tel qu'il existe deux factorisations

E—FE S F
E—ESF
d’un morphisme de spectres £ — F par une inclusion d"un sous-spectre suivi par

une équivalence stable. Alors, il existe un sous-spectre cofinal E C Ej C E; et un
relevement r : E{ — E, qui figurent dans le diagramme

E——E,

e,

E{T;F

ol le carré est commutatif, le triangle supérieur commute et le triangle inférieur
est commutatif & homotopie pres.

En particulier, r est une équivalence stable, donc une équivalence d’homotopie
dans Sp©W, par le théoréme de Whitehead. Donc, & homotopie prés dans Sp©W, la
factorisation du morphisme f : £ — F est unique.
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10. APPLICATIONS

10.1. Le foncteur X est une équivalence. On peut désormais démontrer que le
foncteur ¥ := — A S' : 9p — 9P induit une équivalence de catégories ¥ :
IH — I . La Proposition montre que le foncteur [1] : 57 — S5 est
une équivalence de catégories, donc il suffit de montrer que les deux foncteurs
3, 1] : S — S5 sont naturellement équivalents.

Soit F un spectre ; rappelons que (E A S'),, = E, A S © $E, et que (E[1]), =
E,+1. On ne peut pas définir un morphisme de spectres E A S' — E[1] induit par
les morphismes de structure, pusique les diagrammes ne commutent pas. En effet,
le morphisme de structure de E A S! est la composée suviante

S(En ASY) —= ST A (ST AE,) B §1 A ST AR,

Sl/\anl

Sl A EnJrlv

our:S*ASt— ST A ST est ’'homéomorphisme qui échange les facteurs.
Ainsi on voit que le carré

S(EASYH, —= (EASY i

S(EM)n ——— (B[]t

commute a I'action de 7 pres. Le morphisme 7 est de degré —1, donc est homotope
au morphisme S* A —1: S* A ST — ST A S
Dong, on peu définir un pseudo-morphisme (voir la section [5.6| pour cette no-
tion) de spectres
f:(EASY) --s E[1]

par

£ = on, n=0 mod?2
"7 1 -0, n=1 mod 2.

Remarque 10.1.1. Soit f : E --» F' un pseudo-morphisme de spectres, alors f induit
un morphisme 7, (f) : m.(E) — 7. (F). Il existe un spectre Tel(E) et un diagramme

3) Tel(E)
E F

de morphismes de spectres tels que ¢ est une équivalence stricte et le diagramme

commute
. (Tel(E))
. (f)
7 (E) e (F).

™ (f)
Si E est un CW-spectre, Tel(E) est un CW-spectre et g est cellulaire.

En utilisant ces observations, on a la généralisation suivante du théoréme de
Whitehead.

Proposition 10.1.2. Soient E, F' deux CW-spectres, munis d'un pseudo-morphisme f :
E --» F tel que m.(f) est une bijection. Alors, E, F ont le méme type d’homotopie dans
la catégorie Sp°W.
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Démonstration. Le pseudo-morphisme f fournit un diagramme de la forme (3). Le
morphisme ¢ est une équivalence d’homotopie stable, donc f est une équivalence
d’homotopie stable, par la propriété 2 sur 3. Le résultat découle du Théoreme de
Whitehead O

Comme cas particulier, on a le résultat suivant.

Proposition 10.1.3. Soit E un spectre. Le pseudo-morphisme f : (E A S') --» E[1]
induit une équivalence d’homotopie stable

Tel(E A SY) — E[1].

En particulier, si E est un CW-spectre, alors les spectres E N\ S et E[1] ont le méme type
d’homotopie dans la catégorie Sp°W.

Démonstration. Le pseudo-morphisme f induit un morphisme de spectres Tel(E A
S1) — E[1], par Proposition Pour démontrer que ce morphisme est une équi-
valence d’homotopie stable, il suffit de montrer que . (f) est un isomorphisme,
par Proposition[5.6.5 Pour cela il suffit de comparer les deux systemes directs qui
calculent les groupes d’homtopie stable via les morphismes . ( fy,).

Les groupe 7;(E[1]) est la colimite du systéme direct :

)
o Tk (Brgk1) = Tkt (CBrykr1) = Tepkr1(Brprre) = Tkt (SBirt2) — -0
En considérant que les termes avec t+k pair, on voit facilement que les morphismes
fn induisent 'isomorphisme recherché.

Si E est un CW-spectre, alors les spectres E A S?, Tel(E A S1), E[1] sont des CW-
spectres. Par le théoréeme de Whitehead, Théoreme on a que les morphismes
4) ENAS' — Zel(EASY — E[l]
sont des équivalences d’homotopie dans la catégorie Sp“W. O
Proposition 10.1.4. Les foncteurs [1],% : S5¢ — S5¢ sont naturellement équivalents.

Démonstration. Le diagramme (@) est naturel en E € Ob.%. Les foncteurs [1], % :
A — S sont induits par les foncteurs [1],3 : SpW — SpW apres passage a
S, ces foncteurs sont équivalents au foncteur induit par Tel(— A ST) : SpV —
SpCW. 0
Corollaire 10.1.5. Le foncteur ¥ : 99 — JF€ est une équivalence de catégories.

Corollaire 10.1.6. Soient E, F' deux objets de /7. Alors [E, F| posséde une structure
naturelle de groupe abélien et la composition est biadditive. (Autrement dit, S5¢ est une
catégorie préadditive.)

Démonstration. Exercice. (Le fait que [E, F] est naturellement un groupe abélien est
une conséquence du fait que [X2X, Y] 4, est naturellement un groupe abélien.) [

10.2. Relation entre .7 %# et S5 —-->¢. Le foncteur ¥ : ¢ — 9 est naturelle-
ment équivalent au foncteur [1] : ¢ — 2, donc le résultat suivant correspond
a la factorisation canonique

Corollaire 10.2.1. La restriction du foncteur 5 : s, — S a Ay se factorise a
équivalence naturelle pres :

%fC—>%

| izw

SW = S,

ot le foncteur SW — S est le plongement pleinement fideéle qui envoie (X, a) a
XX |a], pour tout X CW-complexe pointé fini X et entier a.
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Démonstration. Soient X,Y deux CW-complexes pointés, finis et a, b deux entiers.
Par la Proposition on a des isomorphismes naturels :

Hom g (°° X [a], XY [b]) = Hom e (2 X, BV [b—a]) 2 colimy_, oo [22X, 207
Le terme a droit est naturellement isomorphe a Hom o ((X, a), (Y, )). O

10.3. Suites cofibres.
Définition 10.3.1.

(1) Une suite cofibre distinguée dans la catégorie .77# est une suite de mor-
phismes induite par un diagramme de .#°" de la forme :

xLy-ocy,

(donc X, Y sont des CW-spectres, f est un morphisme cellulaire et Cy est
la cofibre homotopique, qui est un CW-spectre).

(2) Une suite cofibre est une suite de morphismes A — B — C de /57 telle
qu’il existe une suite cofibre distinguée X — Y — C et un diagramme
commutatif dans .95 :

(&) X *f> y —Cy
A——B——=C,
ot les morphismes verticaux sont des isomorphismes de ./77.

Remarque 10.3.2. Le diagramme est commutatif dans % ; on peut le représenter
par un diagramme de ", quitte a passer a des sous-spectres cofinaux, mais, en
général, le diagramme n’est pas commutatif dans .#“", mais il est commutatif a
homotopie pres.

Exemple 10.3.3. Soit n € N un nombre naturel.
(1) Le morphisme n € [S, S] = mo(S) = Z induit une suite cofibre distinguée :
S5 S —S/n
oy, par définition, S/n est la cofibre (un spectre de Moore).

(2) Soit HZ le spectre d’Eilenberg-MacLane. Multiplication par » induit un
morphisme de spectres n : HZ — HZ qui figure dans une suite cofibre

HZ % HZ — HZ/n.
qui correspond a la suite exacte courte de groupes abéliens :
0-2Z%Z—Z/n— 0.

(La démonstration de ce fait utilise une caractérisation des spectres d’Eilenberg-
MacLane.)

Lemme 10.3.4. Soit f : A — B un morphisme de /¢ . 1l existe une suite cofibre de la
forme

ALB—>C.

Démonstration. Exercice. O
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Lemme 10.3.5. Soit

Ay —— B ——

K

AQHBQHCQ

un diagramme commutatif de .S5€, tel que les fleches verticales soient des isomorphismes.
Alors Ay — By — C) est une suite cofibre si et seulement si Ay — By — C5 est une
suite cofibre.

Démonstration. Evident. (]

Lemme 10.3.6. Soit A — B — C une suite cofibre de .75¢, alors la composée des mor-
phismes est 0.

Démonstration. If suffit d’établir le résultat dans le cas d’une suite cofibre distin-
guée. Soit f : X — Y un morphisme cellulaire entre deux CW-spectres ; alors, par
construction méme, la composée X — Y — C est homotopiquement trivial dans
la catégorie des spectres, donc représente 0 dans .757. O

Lemme 10.3.7. Soit X 5 ¥ — C'y une suite cofibre distinguée. Alors, il existe suite
cofibres distinguées :
Y- Cf —XX

c; —ux = av

Soit A %> B — C une suite cofibre de /¢, alors il existe suites cofibres induites :

B— C —YA
C —x2A 5B

Démonstration. Exercice. (Cf. la suite exacte de Puppe en .77, pour le premier point.)
O

Remarque 10.3.8. On peut représenter les suites cofibres du lemme par un triangle

f
\\ /
C,

ou (' —o— A représente un morphisme C — ¥ A. Ainsi on parle de triangles de
la catégorie 757 .

A

B

Proposition 10.3.9. Soit A un objet de .75¢. Alors, il existe une suite cofibre représentée
par le triangle :

f

N S

A

A 0

3

Démonstration. Exercice. O

Proposition 10.3.10. Soit X Ly % 7 deux morphismes de 5% . Alors la suite X —
Y — Z est une suite cofibre si et seulement si X — XY — XZ est une suite cofibre.
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Démonstration. L'implication = est une conséquence du Lemme[10.3.7] Pour la ré-
ciproque, on utilise le fait que le foncteur ¥ : /5% — 5% est une équivalence de
catégories.

Supposons que la suite ¥ X — XY — X7 est isomorphe a la suite cofibre dis-

tinguée U %V — Cy dans la catégorie 7. Alors, en appliquant le foncteur
décalage [—1], on obtient un diagramme commutatif

SX[-1] —= Y [-1] — %Z[1]

Lol

Ul V1] — Cil-1],

dont la ligne inférieure est toujours une suite cofibre distinguée (exercice).
La ligne supérieure est isomorphe a la suite X — Y — Z, puisque le foncteur
[—1] est I'inverse de %, [1] et X étant canoniquement équivalents. O

1R
1R

k[-1]

Le lemme suivant est essentiellement une conséquence formelle de la définition
de la cofibre homotopique.

Lemme 10.3.11. Soient A — B — C une suite cofibre de S5 et Z un objet de 7€ .
Alors, la suite de groupes abéliens :

[C.Z] — [B,Z] — [A, Z]
est exacte.

Démonstration. On peut supposer que la suite cofibre est distinguée, donc est in-
duite par un diagramme
xLy_- Cy

de Y ; de méme, on peut supposer que Z est représenté par un CW-spectre.

Soit g € [Y,Z] un élément du noyau de [f, Z], alors g est représenté par un
morphisme de spectres g : Y/ — Z,ou Y’ C Y est cofinal ; il existe X’ C X cofinal
tel que f(X’) C Y'. L'hypothése sur g entraine qu'il existe X" C X' cofinal et une
nul-homotopie H : Cyy — Z de g o fx~ qui induit le diagramme

HUg
Cll)/( Uxrn Y — » A

cofinal
Cs.
Ce diagramme représente un élément de [C, Z] qui étend 1'élément g. O

Théoréme 10.3.12. Soient A B — C, X XY — Z deux suites cofibres de 7. Un
carré commutatif de S5 :

Xx—1sy

U T> \%4

se complete en un diagramme commutatif de S5 :
© x Ly zZ SX
U—=>V w XU,

dont les lignes sont des suites cofibres (étendues).
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Démonstration. On peut réduire au cas ot les suites cofibres sont distinguées. De
plus, on peut supposer que le carré commutatif est induit par un carré (strictement)
commutatif de morphismes cellulaires entre CW-spectres. (Exercice!)

La construction de la suite de Puppe (et donc des suites cofibres) peut étre ren-
due fonctorielle de la maniére suivante. Soit f : X — Y un morphisme cellu-
laire entre CW-spectres, alors il existe un diagramme commutatif naturel de mor-
phismes cellulaires entre CW-spectres :

X d Y cYy

L

C’XHCJCHCYUYC}C

ol CX, CY sont les cones sur X, Y respectivement et les deux carrés sont des
sommes amalgammeées. En plus, il existe une équivalent d’homotopie : CY Uy
C¢ ~ XX et la suite de Puppe correspond a la suite des morphismes

X'—f>Y—>C'f—>CYUny.

Cette suite est naturelle en le morphisme f. En particulier, un carré commutatif :
X Y
U Vv

de morphismes cellulaires entre CW-spectres induit un diagramme commutatif :

f

—_

—_—
g

f

X Y Cy CY Uy Cy
U 1% o CV Uy Cy.

g

Ce diagramme induit le morphisme recherché entre les suites cofibres. (Vérifier
cette affirmation.) O

Définition 10.3.13. Un morphisme entre deux suites cofibres de .77¢ est un dia-
gramme commutatif de la forme (6).

Comme Corollaire du Théoréme(10.3.12] on obtient le résultat suivant.

Proposition 10.3.14. Soient X LY = Z une suite cofibre et A un CW-spectre. Alors,
la suite de groupes abéliens :

A, X] = [AY] — [A Z]

est exacte.

Démonstration. 1l est évident que la composée des morphismes
A, X] = [AY] — [A Z]

est triviale, dont il suffit de montrer qu'un élément o € [A4, Y] qui est dans le noyau
de[A,Y] — [A, Z] estdansl'image de [A, X] — [A,Y]; autrement dit, « se factorise
par le morphisme f: X — Y.
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Soit & un élément du noyau et considérer le diagramme commutatif :

A 0 TA YA

Otl l h \LEa
Y

Y Z X 7 2,

dont les lignes sont des suites cofibres (Cf. Lemme[10.3.7) et le carré a gauche com-
mute par I’hypothese sur a.

La fleche en pointillé existe qui rend commutatif tout le diagramme, par le Théo-
réeme En particulier, le carré commutatif a droite montre que 1’élément
—h € [2A,XX] 2 [A, X] fournit la factorisation de « recherchée. O

Remarque 10.3.15. Ce résultat montre que les suites cofibres et les suites fibres coin-
cident dans la catégorie .#5#. En particulier, on peut étendre la suite exacte de
Puppe d'un morphisme f : X — Y a gauche:

-1
Ly TR ey sl s X Y S0y o

Donc la fibre homotopique de f : X — Y est X~1C}.

Remarque 10.3.16. Le morphisme h du Corollaire ?? n’est pas unique; il n’est pas
défini par une propriété universelle.

Proposition 10.3.17. (Utiliser la notation du Corollaire ??). Si f, g sont des isomor-
phismes de 7€, alors le morphisme h est un isomorphisme de S .

Démonstration. Ce résultat se déduit du lemme des cing. Le morphisme £ est un
isomorphisme de /77 si et seulement si [E, h] est un isomorphisme, pour tout
CW-spectre E. Par la proposition les deux suites cofibres induisent des
suites exactes longues de groupes abéliens sous le foncteur [E, —]. On conclut la
démonstration en appliquant le lemme des cing. O

Corollaire 10.3.18. Soient A L B — Ciet A LB Cy deux suites cofibres de S .
Alors, les objets C1, Cy sont isomorphes dans S5 .

Démonstration. Evident. O
10.4. Structure additive.

Proposition 10.4.1. Soient X,Y deux objets de .5¢. Alors X V'Y est le coproduit et le
produit de X et Y dans S9C.

Démonstration. Les morphismes 0 — Y et X — 0 induisent une suite cofibre dans
I
X—-XVY =Y

qui est scindée naturellement (dans le sens évident). Alors, pour Z € Ob.757, le
lemme [10.3.11] et la Proposition [10.3.14| fournissent des suites exactes scindées de
groupes abéliens :

0—-[2,X]—-[Z,XVY]|—=[Z2Y]—0
0—[X,Z] = [XVY,Z] = [V,Z] -0,
qui donnent des isomorphismes naturels :
Z,XVY] = [Z,X]|®[ZY]
XvYy z] = [X,Z]®]Y, Z].
a

Comme corollaire, on obtient 1é théoréme suivant, qui généralise la Proposition
10.1.6| qui établit que la catégorie .77¢ est pré-additive.
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Théoréme 10.4.2. La catégorie S5 est additive.

Remarque 10.4.3. La catégorie .75¢, munie du foncteur X et des suites cofibres est
une catégorie triangulée. (Voir par exemple [HPS97] ou [Mar83] pour les axiomes
d’une catégorie triangulée.)

10.5. Coproduits dans .%7¢. Le foncteur V induit les coproduits arbitraires dans
IH.

Théoreme 10.5.1. Soit {X;|i € #} une famille de CW-spectres. Alors le spectre
VX
ies
est un CW-spectre qui représente le coproduit dans J5€ .
Démonstration. Exercice. O
Proposition 10.5.2. Soit {A; — B; — C;|i € &} une famille de suites cofibres de S5¢ .
Alors le diagrammes
Ve Ve Ve
i€y i€y i€y
est une suite cofibre dans S .

Démonstration. Exercice. O

Remarque 10.5.3. Pour les produits infinis, il faut en général utiliser une version
dérivée du produit de la catégorie ..
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11. LE PRODUIT SMASH

Dans ces notes, on utilise 'approche classique au produit smash de /57, celle
qui est exposée par exemple dans [Ada95, Part II]. Il existe de meilleures approches,
a l'aide de catégories de spectres structurés. Le plus élémentaire est probable-
ment la catégorie des spectres orthogonaux (voir [MMSSO01]) mais il y a égale-
ment la catégorie des spectres symétriques [HSS00] et la catégorie des S-modules
[EKMMOY7]. Ces catégories fournissent la méme catégorie .75¢ (a équivalence pres),
par [MMSSO01].

11.1. Existence.

Théoréme 11.1.1. Le produit smash naif de spectres \ : S5 x I — S induit un
produit smash
N I X IH — IH

tel que (X°X) A (X°°Y) est naturellement isomorphe 4 X°°(X AY), pour X,Y deux
CW-complexes pointés.
Le triplet (99, A, S) est une structure symétrique monoidale. En particulier, pour
spectres E, F, G de S92, il existe isomorphismes naturels dans J5¢ :
A ¢ SANE—E
pg : EANS—FE
apre - (EANF)ANG— EN(FAG)
TB,Fr ¢ EANF—-FAE
qui satisfont les relations de compatibilité habituelles.
Démonstration. Une démonstration de ce résultat est donnée dans [Ada95]. |

Remarque 11.1.2. Soient p, ¢ deux entiers. L'isomorphisme 7g» ga : SPAS? — SIASP
est de degré —1P4. Il s’agit de l'origine des signes qui apparaissent en topologie
algébrique.

11.2. Propriétés du produit smash.

Proposition 11.2.1. Soient {X;|i € 7} une famille d’objets de .95¢ et Z un objet de
9. Alors, le morphisme canonique

\V (Znrx)—2zZr\ X
€S ies
est un isomorphisme.

Démonstration. Le bouquet \/,. , est le coproduit dans .#5#, donc le morphisme
canonique est induit par Z A (X; — \/,c » X;). Ce morphisme est représenté par
un isomorphisme au niveau des spectres, puisque le produit smash commute aux
\/ dans la catégorie 7. (Exercice.) O

Proposition 11.2.2. Soient Z € Ob.%# un spectre et A B L, C une suite cofibre de
9. Alors

ANZ N Brz P onz

est une suite cofibre.

Démonstration. On peut supposer que la suite cofibre est distinguée, associée a un
morphisme cellulaire f : E — F de CW-spectres. On démontre sans difficulté qu’il
suffit de montrer que, Vn € N,

Xo A Zp B3V N 2,y — Cp A 2,

est une suite cofibre dans la catégorie 7,. Ceci découle du homéomorphisme Cy, A
Zn = C fn A Zn . D
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Exemple 11.2.3. Soient n € N un nombre naturel et £ € Ob.%2# un spectre. Alors,
la suite cofibre S % S — S/n induit une suite cofibre
ELE-SEAS /n.

On écrit E//n pour la cofibre.
En particulier, pour £ = HZ, on obtient un isomorphisme

(HZ)/n = HZ/n
dans .7 .

11.3. Le produit smash et morphismes. Le lemme suivant donne une maniére
explicite de comprendre les morphismes entre produits smash de spectres.

Lemme 11.3.1. Soient E, F,G trois spectres et soit E N F' le produit smash naif des
spectres. Un morphisme de spectres
f:ENF—G
est la donnée d’une famille de morphismes d’espaces topologiques pointés :
{fon : E, AN F,y — Gap|n € N}
tels que le diagramme suivant commute :

E,_F
o, No,,

S2(Ey A Fp) ——> SE, ASF, 2 By A Fpys

Z2f2nl lfz(nJrl)

¥2Gs, Ga(n+1)

G G
Oon 410505y,

pour tout n € N.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 11.3.2. Plus généralement, on peut considérer une famille de morphismes

{fap: Ea N — Gayip}

(a, 3) parcourant un sous-ensemble convenable de N x N, les morphisms étant
compatibles au morphismes de structure des spectres.
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12. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

12.1. Théories de cohomologie et d’homologie réduites. La notion de théorie
d’homologie réduite est calquée sur les propriétés de I'homologie singuliere. Ce-
pendant, on n’émet aucune hypothese sur la valeur de la théorie sur S°. (Cf les
axiomes d’Eilenberg-Steenrod.)

Définition 12.1.1. Une théorie d’homologie réduite est un foncteur b, : 4, — A"
tel que

(1) (Suspension) quelque soit n € Z, il existe un isomorphisme naturel h,, =
hn+1 © E;

(2) (Exactitude) quelque soit f : X — Y, morphisme de J%, la suite cofibre
X — Y — (y induit une suite exacte

ha(X) 'Y

ha(Y) = ha(Cy)
Vn € 7.

La théorie h, est additive si, pour toute famille {X;|j € _#} d’espaces topolo-
giques pointés, les morphismes X; — \/; X; induisent un isomorphisme

D (X)) = ha(\V X)),

Une transformation naturelle de théories d’homologie réduite est une transforma-
tion naturelle 7, : h. — k. de foncteurs s, — Ab® qui commute aux isomor-
phismes de suspension :

h'n th—&-l oX

Wni inn#—loz

kn —_— kn+1 oY
commute Vn € Z.

Remarque 12.1.2. L'axiome d’homotopie (soient f,g : X = Y deux morphismes
d’espaces pointés tels que f ~ g, alors h.(f) = h.(g)) est implicite dans I’hypo-
theése que h, est un foncteur défini sur la catégorie homotopique 77, des espaces
pointés.

La notion de théorie de cohomologie réduite est essentiellement duale a la no-
tion d’homologie réduite.

Définition 12.1.3. Une théorie de cohomologie réduite est un foncteur h* : 7" —
2AbS" tel que

(1) (Suspension) quelque soit n € Z, il existe un isomorphisme naturel h" 5
Atlo Yy,

(2) (Exactitude) quelque soit f : X — Y, morphisme de .77, la suite cofibre
X — Y — ( induit une suite exacte

W (Cf)—hm (V) ") pr(x)
Vn € Z.

La théorie h* est additive si, pour toute famille {X,|j € _#} d’espaces topolo-
giques pointés, les morphismes X; — \/; X; induisent un isomorphisme

h*(\/ X)) = Hh*(Xj).
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Une transformation naturelle de théories de cohomologie réduite est une trans-
formation naturelle n* : h* — k* de foncteurs 2" — Ab%" qui commute aux
isomorphismes de suspension :

R ——pntlon
N [
kr——fntloy
commute Vn € Z.

La propriété Mayer-Vietoris ou la propriété d’excision pour une théorie d’homo-
logie réduite additive (resp. cohomologie réduite additive) est une conséquence
des axiomes (voir [May99, Section 14.5], par exemple).

Par exemple, on a le résultat suivant :

Proposition 12.1.4. Soient h, : #, — Ab®" une théorie d’homologie réduite et X un
CW-complexe pointé muni de sous-complexes pointés Ay, As tels que Ay U Ay = X.
Alors, il existe une suite exacte longue naturelle en homologie :

.. hn(Al ﬂAg) — hn(Al) D hn(Ag) — hn(X) — hnfl(Al ﬂAz) T eee

Démonstration. (Indications) Le triplet (X; A;, A2) de complexes pointés induit un
diagramme commutatif :

A1 QAr——> A1 —> A1 /A1 N Ag

im

dont les lignes sont équivalentes (a homotopie pres) a des suites cofibres, et le
morphisme vertical a droite est un homéomorphisme.

Alors, en appliquant ’homologie, on obtient un morphisme de suites exactes
longues :

ce— hn(A1 M Ag) E— hn(Al) R hn(Al/Al N AQ) E— hnfl(Al N Az) _

| | - l

hn(X/Az)

Ce diagramme induit la suite exacte de Mayer-Vietoris (voir [Sel97], la suite exacte
de Mayer-Vietoris algébrique). O

Il y a également une version en cohomologie :

Proposition 12.1.5. Soient h* : 3P — AbS" une théorie de cohomologie réduite et X
un CW-complexe pointé muni de sous-complexes pointés Ay, A tels que Ay U Ay = X.
Alors, il existe une suite exacte longue naturelle en cohomologie :

C—= (X)) — h"(Ay) @ h"(Ag) — h™(A; N Ap) — h"TH(X) — ... .

Démonstration. L'idée de la démonstration est identique. g

12.2. Variantes stables. Il existe des variantes stables des notions d’homologie et
de cohomologie : on remplace la catégorie J%, par .77 et la condition d’exactitude
doit étre satisfaite pour toute suite cofibre de .#2Z. Puisque le foncteur ¥ : 57 —
7€ est une équivalence de catégories, on peut se restreindre au degré zéro.
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Définition 12.2.1. Une théorie d’homologie réduite sur la catégorie .75¢ est un
foncteur Ky : 95¢ — Ub tel que, pour toute suite cofibre A — B — C de la
catégorie /77, la suite

Ko(A) — Ko(B) — Ko(C)

est exacte. La théorie est additive si, pour toute famille {X;|i € .#} de spectres, il
existe un isomorphisme canonique

@KO(XZ») z KO(\/ X;).
B2 2

Une transformation naturelle entre théories d’homologie K et L est une transfor-
mation naturelle de foncteurs .57 — 2Ab, g : Ky — Lg.

Remarque 12.2.2. Soit K une théorie d’homologie réduite sur .#57°. On étend Ky
canoniquement en un foncteur K, : 5" — Ab®" par K,, := Koo X"

Dans la définition d’une transformation naturelle entre foncteurs d’homologie,
on n’'a pas besoin d’'imposer la compatibilité avec la suspension, qui est automa-
tique.

Comme pour I'homologie réduite, il existe une définition de théorie de coho-
mologie réduite pour le cadre stable.

Définition 12.2.3. Une théorie de cohomologie réduite sur la catégorie .75¢ est un
foncteur L0 : .#°P — b tel que, pour toute suite cofibre A — B — C de la
catégorie /77, la suite

L°(C) — L%(B) — L%(4)

est exacte. La théorie est additive si, pour toute famille {X;|i € #} de spectres, il
existe un isomorphisme canonique

L°0\/ x) = J] L°xa).
4 B4

Une transformation naturelle entre théories de cohomologie réduite K, L° est une
trasformation naturelle de foncteurs .57 — 2Ab, 7" : K° — L°.

Remarque 12.2.4. On étend L° canoniquement en un foncteur L : .57 — AbS"
par L™ := L0 o X",

Proposition 12.2.5.

(1) Soit K, : S — Ab®" une théorie d’homologie réduite additive définie sur S5¢ .
Alors, la composée K, o £°° : Hy — Ab®" est une théorie d’homologie réduite
additive.

(2) Soit L* : s5¢°Y — Ab®" une théorie de cohomologie réduite additive définie sur
. Alors, la composée L* o 3°° : 77 — A" est une théorie de cohomologie
réduite additive.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 12.2.6. A priori, la réciproque ne parait pas évidente; néanmoins, on-
peut montrer que toute théorie de cohomologie réduité additive h* : J°7 — AL
étend a une théorie de cohomologie réduite additive .7727°F — 2b%". Ce fait est une
conséquence du théoréme de représentabilité de Brown.
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12.3. Le téléscope (ou hocolim). Il y a une version de la construction du téléscope
pour les systemes directs d’espaces topologiques pointés. Pour éviter de la confu-
sion, on utilise la notation hocolim.

Définition 12.3.1. Soit Xy — X; — Xy — ... un systéme direct d’espaces topolo-
giques pointés. Le téléscope du systéme direct est I'espace

hocolim(X,) == (\/ Xy A[n,n+1]3)/ ~
neN
ot on identifie X, A{n+1}; et X, ;1 A{n+1};, al’aide du morphisme de structure
X, = Xp41, pour toutn € N.

Lemme 12.3.2. Soit Xg — X1 — Xy — ... un systéme direct d'inclusions fermés
d’espaces topologiques pointés. Il existe un morphisme canonique :

hocolim(X,) — colim(X,).

Proposition 12.3.3. Soit Xg — X1 — X — ... un systeme direct d’inclusions de sous
CW-complexes pointés et soit X le CW-complexe | J,, X;, = colimX,,. Alors, le morphism

hocolim(X,) — X
est une équivalence d’homotopie.
Démonstration. (Indications.) On vérifie que 7. (X) = colimm, (X,,). De méme, une
application continue d’un espace compact vers hocolim(X,,) se factorise a travers
un sous-espace (\/Zzo Xn A [n,n+1]1)/ ~, pour k > 0, qui est homotopique-
ment équivalent a X}, ; on en déduit que 7, (hocolim(X,)) = colimm, (X,,) et que le
morphisme hocolim(X,) — X induit en isomorphisme en homotopie.

Pour terminer, on applique le théoreme de Whitehead, car hocolim(X,) et colim(X,)
sont des CW-complexes. O

12.4. Limites inverses dans 2b. Un systéme inverse d'une catégorie ¢ est un objet
de la catégorie &N : ’est a dire un diagramme de la forme
o Ly = Lyl — ... — L1 — L.

La limite inverse de ce systeme (s'il existe) est un objet Z de ¥ muni de mor-
phismes Z — Z,, n € N, tels que
(1) le triangle
Z

L\

Zﬁ+1 > Zﬁ
commute, Vn € N;
(2) {Z — Z,,} est universel pour cette propriété.

Qn

Lemme 12.4.1. Soit {A,,11 = A, |n € N} un systeme inverse de groupes abéliens. Alors,

il existe un morphisme naturel
Ay, : H A, — H A,
neN neN
oit la composante [ [, .y An — Ay est la différence py — vy 0 pyy1, 0l py, est la projection
sur la k-iéme facteur du produit.

Démonstration. Exercice. (Le point important est que le morphisme est fonctoriel.)
On n’utilise pas O

Définition 12.4.2. Soit {A,;1 =% A,|n € N} un systéme inverse de groupes abé-
liens. On définit
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(1) lim(As) :=ker Ay, ;
(2) lim'(A,) := cokerA 4,.
Proposition 12.4.3. Les constructions lim et lim" définissent des foncteurs
lim, lim" : A6 — Ab.
(1) Le foncteur lim est adjoint a droite du foncteur systeme inverse constant Ab —
AN En particulier, im(A,) est la limite inverse du systéme inverse (As).

(2) Le foncteur lim : Ab™"" — Ab est exact a gauche et admet des foncteurs dérivés

droite :
lim n=0
R"lim=<{ lim' n=1
0 sinon.

Démonstration. Exercice. (Observer que le Lemme [12.4.1] entraine que lim et lim!
sont des foncteurs.) O

12.5. Suites exactes de Milnor. Les suites exactes de Milnor fournissent un outil
indispensable.

Théoréme 12.5.1. Soit Xy — X1 — X5 — ... un systéme direct d’espaces topologiques
pointés et soit T le téléscope hocolim(X,).

(1) Si h. : e — AL est une théorie d’homologie réduite additive, alors il existe un
isomorphisme naturel

ha(T) = colimy,— oo hs (Xy).

(2) Sik* : ALY — WS est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il existe
une suite exacte courte naturelle :

0 — lim>  k'"1(X,) — EY(T) — limk*(X,) — 0.

Démonstration. On peut supposer que les X,, sont des CW-complexes pointés et
que les morphismes sont cellulaires, donc 7" est un CW-complexe. Il existe deux
sous-complexes pointés, T} = \/ .y Xosr1 A [25 + 1,25 + 2], T = \/ oy Xos A
[28, 2s + 1]+, tels que Tl ~ \/s>0 X25+1, TQ ~ \/s>0 XQS et T1 n T2 ~ \/s>1 XS.

Dans les deux cas, le résultat découle de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
En homologie, Proposition fournit la suite exacte longue

e hn(Tl ﬂTg) — hn(Tl) D h"(TQ) — hn(T) — hn—l(Tl n Tg) —> ...

qui s’indentifie (par 1’additivité de h.) a la suite exacte longue :

= P (X)) = B (hn(Xaas1) @ hn(Xas)) = h(T) — ...,

seN seN
qui s’écrit comme :
= P hn(Xe) = @ hn(Xe) = hn(T) — ...
seN seN

Par la construction de la suite exacte de Mayer Vietoris, on identifie le morphisme
P.cn rn(Xs) = @,y hn(Xs) comme le morphisme induit par

{hn(X¢) — @ hn(Xs)|t € N},
seN
la différence entre l'inclusion i, et la composée, 3,11 00;, 00 §; : hy (X;) — hp(Xi41)
est induit par le morphisme de structure du systéme direct.
Alors, ce morphisme est injectif (exercice!) et son conoyau est isomorphe a
colimh,, (X,), par construction. Mais, par la suite exacte longue en homologie, son
conoyau est h,, (T). Enfin, toutes ces constructions sont naturelles.
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La démonstration en cohomologie est similaire, utilisant Proposition [12.1.5] et
en faisant appel a I'identification explicite de lim et de lim" donné par la Proposi-

tion|12.4.3| (Exercice.) O

Corollaire 12.5.2. Soit Xo C X1 C Xy C ... un systeme direct de sous CW-complexes
et soit X :=J,, X, Alors

(1) Sihy : e — AL est une théorie d’homologie réduite additive, alors il existe un
isomorphisme naturel

ha (X)) = colimy,— ooy (Xy).

(2) Sik* : ALY — WS est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il existe
une suite exacte courte naturelle :

0 — lim>  E'"1(X,) — kK(X) — lim k' (X,,) — 0.

Démonstration. Par la Proposition|12.3.3} le morphisme canonique hocolim(X,) —
X est une équivalence d’homotopie. O

Corollaire 12.5.3.

(1) Soit n. : hy — ki une transformation naturelle entre deux théories d’homolo-
gle réduite additives 7, — Ab®". Alors, 1. est une équivalence naturelle si et
seulement si 1, (S%) : h.(S°) — k. (S°) est un isomorphisme de groupes abéliens
gradués.

(2) Soit n* : h* — k* une transformation naturelle entre deux théories d’homolo-
gie réduite additives Y — AbST. Alors, n* est une équivalence naturelle si et
seulement si n*(S°) : h*(S%) — k*(S°) est un isomorphisme de groupes abéliens
gradués.

Démonstration. L'implication = est évidente, donc il suffit d’établir la réciproque.
Dans les deux cas, il suffit de montrer que I'hypothése entraine que, pour tout
CW-complexe X pointé, 7, (X) (respectivement * (X)) est un isomorphisme.

Une récurrence sur le nombre de cellules, en utilisant I'isomorphisme de sus-
pension, 'exactitude et le lemme des cinq démontre le résultat pour X un com-
plexe fini. Plus généralement, cet argument permet de conclure lorsque X est un
complexe de dimension finie (on utilise '’hypothese d’additivité et la filtration cel-
lulaire).

Pour démontrer le cas général, on utilise la filtration cellulaire de X. En homo-
logie, le résultat découle du passage a la colimite. En cohomologie, on utilise la
suite exacte de Milnor du Corollaire[T2.5.2} qui est naturelle ; le résultat découle du
lemme des cing. O

Il existe une version stable du Corollaire|12.5.2| pour les CW-spectres.

Théoréme 12.5.4. Soit E[0] C E[1] C E[2] C ... un systéme direct d’inclusions de sous
CW-spectres et soit E le CW-spectre | J E[n].

(1) Si hy : S — Ab®" est une théorie d'homologie réduite additive, alors il existe
un isomorphisme naturel

h«(E) = colim,_, oo hy (E[n]).
(2) Si k* : SHP — AbS" est une théorie de cohomologie réduite additive, alors il
existe une suite exacte courte naturelle :
0 — lim! k"= Y(E[n]) — k'(E) — lim k*(E[n]) — 0.

Démonstration. L'idée de la démonstration est la méme que pour celle du théoreme
12.5.1] Voir [Rud98| Theorem II1.3.4], par exemple. O
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Il y a une variante stable du Corollaire [12.5.3
Corollaire 12.5.5.

(1) Soit ng : Ko — Lo une transformation naturelle entre deux théories d’homologie
réduite additives S5¢ — 2Ab. Alors, 1y est une équivalence naturelle si et seule-
ment si no(S™) : Ko(S™) — Lo(S™) est un isomorphisme de groupes abéliens,
Vn € Z.

(2) Soit n° : K° — L° une transformation naturelle entre deux théories de coho-
mologie réduite additives 7P — Ab. Alors, n° est une équivalence naturelle
si et seulement si n°(S™) : K°(S™) — L°(S™) est un isomorphisme de groupes
abéliens, Vn € Z.

Démonstration. Rappeler (voir Section que les spectres partiels induisent une
filtration d"un spectre E :

ZE()CESlCESQC...E

telle que E = colimE<,,, par la Proposition[7.5.2] En plus, pour m € N, il existe une
transformation naturelle ¥*° E[—m] — E<,, qui est une équivalence d’homotopie
stable.

A l'aide du Théoreme on déduit que, pour démontrer le résultat, il suf-
fit de montrer que les transformations naturelles sont des isomorphismes sur les
spectres de suspension. Ce résultat est conséquence du Corollaire O

Remarque 12.5.6. La démonstration du Corollaire [12.5.5| montre que les spheres
S™ € ObSS# (n € Z) engendrent la catégorie d’homotopie stable.

12.6. La théorie d’homologie associée a un spectre. La définition suivante corres-
pond a une théorie d’homologie réduite.

Définition 12.6.1. Soit £ € Ob.5Z un spectre. La théorie d’homologie associée a
E est le foncteur

B, : 7 — Ab%

défini par
E.(F):=[S",ENF].

Par restriction le long du foncteur £*° : 4, — %%, on obtient une théorie d’ho-
mologie :

E, : Sy — Ab®"
E,(X):=[S", EAX>®X], pour X un CW-complexe pointé.
Lemme 12.6.2. Soit E € Ob.%%¢ un spectre et A — B — C une suite cofibre de S5¢.
Alors, il existe une suite exacte longue en homologie

.— En(A) = E,(B) = E,(C) = E,_1(A) — ...

Démonstration. Conséquence de la Proposition [10.3.14{ et de la Proposition [11.2.2
O

Proposition 12.6.3. Soit E un spectre. Alors le foncteur E, : S5 — Ab®" est une
théorie d"homologie réduite additive.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 12.6.4. La théorie d’homologie associée au spectre S est 1’'homotopie
stable 7, (—).

Le résultat suivant montre qu’on peut calculer 'homologie d"un spectre en termes
de 'homologie des espaces du spectre.
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Théoréeme 12.6.5. Soient E, F' € Ob.%¢ deux spectres et n € Z un entier. Alors il existe
un isomorphisme
En (F) = colimt_,oo En-‘,—t (Ft ) .

Démonstration. (Cf. [Rud98, Theorem II1.4.21].) Le résultat est une conséquence du
Théoréeme [12.5.4} en utilisant la filtration de la Proposition comme dans la
démonstration du Corollaire O

12.7. La théorie de cohomologie associée a un spectre.

Définition 12.7.1. Soit E € Ob.7¢ un spectre. La théorie de cohomologie associée
E* . 9P — Ab*"

est définie par E"(F) := [F, E[n]].

Par restriction le long du foncteur > on obtient

E* : P — Ab®T,

E"(X) :=[E*X, E[n]].

Lemme 12.7.2. Soit E € Ob%¢ un spectre et A — B — C une suite cofibre de S5€.

Alors, il existe une suite exacte longue en cohomologie induite :

..— E"(C) — E™(B) — E"(A) — E"TY(C) — ....
Démonstration. Conséquence du Lemme[10.3.11] O

Proposition 12.7.3. Soit E € Ob.%2¢ un spectre. Alors le foncteur E* : S5¢°7 — AbS"
est une théorie de cohomologie réduite additive.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 12.7.4. La théorie de cohomologie associée au spectre S est la cohomotopie,
T P — A

Théoréme 12.7.5. Soient E,F € Ob.%%¢ deux spectres et n € 7 un entier. Alors, il
existe une suite exacte courte de groupes abéliens

0 — lim! (E*¥"Y(F,) —» E"(F) — lim EF™(F) — 0

Démonstration. (Cf. [Rud98|, Theorem II1.4.21].) La démonstration est analogue a
celle du Théoreme[12.6.5 O

12.8. Représentabilité (stable). Soit Z € Ob.%7# un spectre. Alors le foncteur re-
présentable [—, Z] : P — Ab est une théorie de cohomologie réduite additive.
On a le lemme de Yoneda dans le cadre additif :

Lemme 12.8.1. Soit Z € Ob.2¢ un spectre et soit f : S7°F — Ab un foncteur additif
(le morphisme canonique f(X1 V Xa) — §f(X1) ® §(X2) est un isomorphisme). Alors, il
existe un isomorphisme naturel

Nat ([, Z],f) = §(2)

entre les transformations naturelles de foncteurs a valeurs dans les groupes abéliens et le
groupe abélien §(Z).

Démonstration. Une transformation naturellen : [—, Z] — f fournitl’élémentn(1z) €
f(Z). Réciproquement, un élément ¢ € §(Z) définit une transformation naturelle de
foncteurs a valeurs dans les ensembles, par g € [X, Z] — §(g)(¢). Il reste a vérifier
que la transformation naturelle est additive.

L’hypothése que f soit additive entraine que la codiagonale Z vV Z — Z induit
I'inclusion diagonale §(Z) — {(Z) & f(Z) et que la diagonale X — X Vv X induit la
codiagonale f(X) @ f(X) — f(X). (Exercice : vérifier ces affirmations.)
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Soit f,g : X = Z deux morphismes, alors la somme f + g est représentée par la
composée :
X-xvxYWzvz-z

En appliquant le foncteur f, on obtient la composée suivante :

12) = #2) @ 5(2) "HD §(x) @ 1(x) - 1(X)

dans la catégorie b des groupes abéliens. Ceci est précisément la somme f(f) +
f(g), ce qui montre que la transformation naturelle est additive (exercice : vérifier
cette affirmation). O

Définition 12.8.2. Une théorie de cohomologie réduite L° : 7#7°" — b est repré-
sentable s’il existe un spectre Z;, € Ob.%2¢ et un isomorphisme naturel [—, Z] 5
LO(—).

Remarque 12.8.3. Toute théorie de cohomologie représentable est additive.
Proposition 12.8.4. Soit K, LY : .%#°P — b deux théories de cohomologie représen-
tables, représentées respectivement par spectres Zy et Zy,. Alors

(1) il existe un isomorphisme entre I'ensemble des transformation naturels K° — L°
de théories de cohomologie réduites et [Zy, Zy);

(2) 'objet Zx qui représente KV est unique a isomorphisme (non-canonique) pres.
Démonstration. Exercice. O

Le résultat suivant est une version stable du Théoréme de représentabilité de
Brown.

Théoréme 12.8.5. Soit L° : #5°° — Ab une théorie de cohomologie réduite additive.
Alors L est représentable.

Démonstration. On construit par récurrence une suite de CW-spectres {E[n]|n €
N}, munie d’éléments «,, € L°(E[n]) (donc ¢,, définit une transformation naturelle
[—, E[n]] — L°(—)) etinclusions ¢,, : E[n] — E[n+ 1] de CW-spectres, Vn € N, tels
que:
(1) Vr € Z, 1a transformation ¢o(S") : [S™, E[0]] — L°(S") est surjective;
() 9% (tny1) = tn € L°(E[n]), et donc, Vr € Z, la transformation ¢, (S") :
[S™, E[0]] = L°(S7) est surjective;
(3) ker (1, (S7) 1 [ST,E[n]] - L°(S™)) C ker ((¢n)« : [S™, E[n]] — [S",E[n +
1))
La deuxiéme condition correspond a un diagramme commutatif de transforma-
tions naturelles :

[—, E[n + 1]].

On pose E[0] := V,cz Vaerosry S”; en utilisant I'hypothese que L° est addi-
tive, il existe un élément canonique ¢o € LY(E[0]). Par construction, la transforma-
tion naturelle ¢( induit une surjection ¢o(S"), Vr € Z.
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Pour 'étape de récurrence, soit #, le noyau de ¢, (S™) : [S™, E[n]] - L°(S7). 11
existe un morphisme évident
\/ \/ S" — E[n]

r€Z BEK,

dans la catégorie .#7¢. On peut supposer que ce morphisme est représenté par un
morphisme cellulaire de CW-spectres, et on prend pour E[n+1] la cofibre homoto-
pique du morphisme. Donc E[n + 1] est un CW-spectre et il existe une suite cofibre

\V V8 — Eln % En+ 1]

re€Z BER,
dans 97, ol ¢,, est représenté par l'inclusion d"un sous CW-spectre. La suite co-
fibre induit une suite exacte

LY(E[n+1]) — L°(E[n])) — L°(\/ \/ 9.

r€Z BEK,
Par construction, I'image de ¢, € L°(E[n]) dans LO(\/,.c; Vg, S”) est zéro, donc

il existe ¢, 11 € L°(E[n + 1]) qui releve ¢,,. Egalement par construction, on a que le
noyau de ¢, (S”) est contenu dans le noyau de (¢,,). : [S™, E[n]] — [S", E[n + 1]],
car on a rattaché des cellules pour tuer ce noyau.

On pose E := |J E[n], donc E est un CW-spectre. La suite exacte de Milnor,
Théoreme montre que le systtme des éléments ¢,, définit un élément ¢ €
LY(E), puisque L°(E) — lim._ L°(E[n]) est surjectif.

Il existe un isomorphisme [S”, E] = colim[S”, E[n]], donc les surjections ¢,,(S") :
[S”, E[n]] - L°(S") induisent une surjection ¢(S") : [S", E] — L°(S7). 1l reste a
montrer que le morphisme ¢(S™) est injectif. Un élément du noyau est représenté
par un élément k € [S", E[n]], pour n >> 0. Par construction, cet élément devient
zéro dans [S", E[n + 1]].

On a construit une transformation naturelle ¢ : [—, F] — L°(—) qui est un iso-
morphisme sur les spectres S”, donc est une équivalence naturelle, par le Corollaire
0

Remarque 12.8.6. 11 existe une version instable (plus générale) du théoreme de re-
présentabilité de Brown ; voir [Swi02, Chapter 9], par exemple. Il existe une autre
approche a la démonstration du Théoreme [12.8.5| qui construit un -spectre qui
représente la théorie de cohomologie (Cf. [Sel97, Theorem 13.4.2].)

12.9. Théories d’homologie et de cohomologie non-réduites. Rappeler que le ra-
jout d’un point de base disjoint induit un foncteur

(=)4: H — A
En particulier, une théorie d’homologie réduite £, : 7, — Ab®*" induit une théorie
d’homologie non-réduite :
E. : A —A*
X B (X3).
De méme, une théorie de cohomologie réduite E* : Y — 2Ab®" induit une
théorie d’homologie non-réduite :
E* . P — A
X — E*(X4).
Exercice 12.9.1. Préciser les axiomes d’une théorie d’homologie (resp. cohomologie)
non-réduite.
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13. Q-SPECTRES ------ >
13.1. Définitions et premiers résultats.

Définition 13.1.1. Un spectre £ € Ob.%p est un {2-spectre si tous les morphismes
de structure &f 1 B, — QFE,4, sont des équivalences faibles (induisent des iso-
morphismes en groupes d’homotopie).

Remarque 13.1.2. Soit X un CW-complexe pointé; alors, par Milnor, 1'espace de
lacets 2.X ale type d’homotopie d'un CW-complexe pointé. Donc, si £ est un CW-
spectre, alors E est un ()-spectre si et seulement si ¥ . E, — QF,.; est une
équivalence d’homotopie, quelque soit n € N.

Noter que, pour plusieurs auteurs, un {2-spectre est un spectre tel que tous les
morphismes de structure ¥ . E, — QF, 1 sont des équivalences d’homotopie.
Pour les CW-spectres, il n'y a pas d’ambiguité.

Lemme 13.1.3. Soit E un Q-spectre, alors le morphisme de structure o induit un iso-

morphisme naturel 7. (Ey,) 5 Tat1(En+1), quelque soit n € N.
Par conséquent, il existe des isomorphismes naturels :

~ | ms(Ey) s>0
ms(B) = { WO(EO,S) s <0.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 13.1.4. Soient E, F deux Q-spectres et f : E — F un morphisme de
spectres. Alors le morphisme f est une équivalence d’homotopie stable si et seulement si f
est une équivalence d’homotopie stricte (m.(E,,) — m.(Fy,) est un isomorphisme, quelque
soit n € N).

Démonstration. Les isomorphismes du Lemme [13.1.3|sont naturels. O

Proposition 13.1.5. Soient g : E — E’ une équivalence stricte entre deux spectres. Alors,
E est un Q-spectre si et seulement si E' est un Q-spectre.

Démonstration. Soit n un nombre naturel; g est un morphisme de spectres, donc on
dispose du diagramme commutatif :

~FE

En i> Q-Enjtl

gnl ngnJA

! !
Ej, — QE},,
071/

Par I'hypothese sur g, les morphismes g,, et Q2g,4+1 sont des équivalences faibles,
d’ot1 le résultat. |

Remarque 13.1.6.

(1) On a utilisé le fait que le foncteur Q2 préserve les équivalences faibles entre
espaces topologiques pointés. Dans des situations plus générales, il faut
utiliser la définition de I'espace de lacets qui passe a la catégorie homoto-
pique (essentiellement le foncteur dérivé a droite, a la Quillen).

(2) Sion utilise la définition plus forte de 2-spectre (les équivalences sont des
équivalences d’homotopie), il faut exiger que chaque g, est une équiva-
lence d’homotopie.

Théoreme 13.1.7. Soit E un spectre. Il existe un Q-spectre E' et une équivalence d’ho-
motopie stable E — E'.
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Démonstration. (Indications) Soit n un nombre naturel; les morphismes de struc-
ture 6¥ fournissent un systéme direct d’espaces topologiques pointés :

E,—QF,;1— ... QE,; — ...

ouQ'Eyyy — QLE, 141 estle morphisme Q'GZ.

On définit E], := hocolimQ'E,,{, ; par construction (et la fonctorialité du fonc-
teur téléscope), les morphismes de structure du spectre E induisent les morphismes
de structure 67 : B! — QF!, +1,donc E’ est un spectre ; de méme, les morphismes
de structure du spectre E induisent le morphisme de spectres £ — E'.

Il reste a vérifier les deux points suivants :

(1) le spectre E’ est un Q-spectre ;

(2) le morphisme E — E' est une équivalence d’homotopie stable.
(Exercice.) |
Remarque 13.1.8. Si on souhaite travailler dans la catégorie des CW-spectres, il faut
modifier cette construction (voir par exemple [Rud98, Proposition II.1.21]). Soit

E un CW-spectre, alors quelque soit n € N, on peut construire un diagramme
commutatif :

E, = QFE, = Q?E, (1~ BE,,

FF O F

E’ILHQEn«FlHQ2En+2HQ3En+3H...

WBE ,—-

dont les morphismes de la ligne supérieure sont des inclusions de sous CW-complexes
et les morphismes verticaux sont des équivalences faibles, donc des équivalences
d’homotopie, puisque chaque Q*E,, |, a le type d’homotopie d’un CW-complexe.

On définit E!/ := hocolimQ* E,, , de telle sorte que E!/ est un CW-complexe. Il
reste a définir des morphismes de structure. Soit £ € N un nombre naturel, alors
on a la composée :

QF Un+k

QkEnJrk - QkEnJrk Qk+1En+k+1 —> QQOFk En+k+1a

ol 3 est une inverse a homotopie prés de Q*E,, ;1 — QFE, 1. Ces mor-
phismes induisent un morphisme

E!' = hocolimQ* E,, . — hocolim(QQFE,, 1 x11).
(Noter qu’il faut utiliser le foncteur téléscope, car ces morphismes pour &£ € N ne
sont compatibles qu’a homotopie pres.)

Enfin, il y a un morphisme hocolim(QQFE,,;11) — Qhocolim(QFE,, 41) =
QF) | (en général, il existe une transformation naturelle Tel o @ — Q o Tel) qui
fournit le morphisme de structure E;, — QE] ;.

Par construction, £ est un CW - -spectre et il y a un morphisme £ — E” qui
est une équivalence d’homotopie stable.

Ces indications démontrent le résultat suivant.

Corollaire 13.1.9. Soit E un CW-spectre. Alors, il existe un CW Q-spectre E et une
équivalence d’homotopie stable E — E.

13.2. Le foncteur Q2*°. Le foncteur ¥ : 7, — b est I’adjoint a gauche du fonc-
teur d’évaluation Evg I — T, E — Ej, et le foncteur X*° induit un fonc-
teur ¥° : J4 — 9. Le foncteur Ev{ n'induit pas directement un foncteur
IH — I, car il n‘envoie pas les équivalences d’homotopie stable a des équi-
valences faibles en général. Par contre, le foncteur Ev{ envoie une équivalence
d’homotopie stricte & une équivalence faible.
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Lemme 13.2.1. Soit E un CW-spectre. La transformation naturelle ¥>° Ey — E induit
une transformation naturelle

nx : [X, E()]E%o. b [EOOX, E]%
de foncteurs A — Ense, 0ll Ens, est la catégorie des ensembles pointés.

Si E est un Q-spectre, alors quelque soit n € N, ngn : m,(Ey) — mp(E) induit
Uisomorphisme du Lemma(13.1.3

Démonstration. Le premier point est évident. Pour le deuxieéme point, il faut utiliser
l'identification 7, (F) = [S™, E] ¢ du Corollaire O

Théoréme 13.2.2. Le foncteur £°° : 7, — J5¢ admet un adjoint a droite
QO . I — A,

Démonstration. (Indications) Théoreme fournit une construction fonctorielle
d’un Q-spectre E associé a un CW-spectre E. On définit Q®°F := FE. ( Le

spectre E n’est pas un CW-spectre ; cependant Ej a le type d’homotopie d"un CW-
complexe.) On peut montrer que cette définition fournit un foncteur

QO . I — .

Il reste a montrer que le foncteur X — [£°°X, E] o est naturellement équivalent
au foncteur X — [X,Q%FE],,. On vérifie que tous les deux correspondent a la
partie de degré zéro d'une théorie de cohomologie réduite additive, de telle sorte
que le morphisme fourni par le Lemme est la partie de degré zéro d'une
transformation naturelle entre théories de cohomologie.

Dong, pour démontrer le résultat, par le Corollaire il suffit d’établir que
la transformation naturelle soit un isomorphisme sur les spheres S™, n € N. Ceci
est une conséquence du Lemme O
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14. TOURS DE POSTNIKOV
14.1. Spectres connexes.

Définition 14.1.1. Soient E un spectre et n € Z un entier.
(1) E est n-connexe si m;(E) =0, Vi <n.
(2) E est connexe s'il est (—1)-connexe.
Exemple 14.1.2. Les spectres suivants sont connexes :
1 s;
(2) ¥*°X, pour tout CW-complexe pointé X ;
(3) HA, A un groupe abélien;
4) MU.
Les spectres suivants ne sont pas connexes :
(1) =71S;
(2) KU;

3) Plus généralement, si E est un spectre périodique (il existe un entier d tel
g p p q
que X¢F = F) alors E est connexe si et seulement si E = 0.

Définition 14.1.3. Soient
(1) S5¢ >0 C S5 la sous-catégorie pleine des spectres connexes ;

(2) S <y C S la sous-catégorie pleine des spectres E tel que m;(E) = 0
Vi > 0. (On pourrait parler de spectres coconnexes.)

Proposition 14.1.4. Soit m,d € Z deux entiers.

(1) Soit E un spectre m-connexe. Alors X*F est un spectre m + d-connexe. En par-
ticulier, la sous catégorie .95¢ > est stable par la suspension, ¥, qui induit un
foncteur ¥ : S5 >0 — SH >o.

(2) Le foncteur désuspension induit un foncteur =1 : S5 <o — S5 <.
(8) Soient X — Y — Z une suite cofibre alors :
(a) si X et'Y sont m-connexes, alors Z est m-connexe;

(b) si X et Z sont m-connexes, alors Y est m-connexe.

Démonstration. Exercice. O

Lemme 14.1.5. Soit E € J5¢ > un spectre connexe. Alors, il existe un systeme direct
d’inclusions de sous CW-spectres :

():E_1CE0CE1C...
muni de morphismes ¢y, : E, — E tel que
(1) VneN, ¢,

(2) Vn € N, il existe une suite cofibre de la forme :

E,_1— (bnfl ;

\/Sn_l - Enfl - Ena

(3) le morphisme induit par les ¢, ¢ : | J,, Er, — E est un isomorphisme dans S5 .

Démonstration. On construit les spectres E,, et les morphismes ¢,, par récurrence
afin que 7;(¢,) est un isomorphisme pour i < n et est surjectif pour ¢ = n. Pour
démarrer la récurrence, on prend E_; = 0.
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Pour I'étape de récurrence, soit K, le noyau de la surjection m,,(¢,,) : 7 (Ep) —
7 (E). Pour k € K,,, on choisit un morphisme cellulaire de spectres fj : S* — E,
qui représente k dans .%7¢". On définit £;, , | la cofibre du morphisme

\/ st g,
keK,

induit par les morphismes E,. Par construction, le morphisme ¢,, se factorise a
travers un morphisme ¢;,,, : E] | — E et le morphisme 7, (¢}, ) est un isomor-
phisme pour i < n.

Pour terminer 1’étape de récurrence, on rajoute des cellules afin d’obtenir une
surjection : on pose

Ent1:=Ep . V \/ st
AeTp4+1(E)

muni du morphisme ¢, 11 : E,41 — E induit par ¢;, ., et des représentants
S+l — E des classes d’homotopie A € 7,41 (E). On peut vérifer que (E, 41, $rnt1)
satisfait I’hypothese de récurrence. O

Remarque 14.1.6. Ce résultat devrait étre démontré sans faire intevenir la catégorie
des spectres sous-jacents. En particulier, on peut éviter le choix d’un représentant
cellulaire f, car k est un morphisme de .5¢. Les CW-spectres apparaissent sim-
plement afin de pouvoir définir | J E,,. Cette construction peut étre remplacée par
la colimite homotopique. (Voir la définition suivante.)

Définition 14.1.7. Soit Xy — X; — Xy — ... un systeme direct de la catégorie
Z7¢, muni de morphismes de structure g,, : X,, — X,,11. La colimite homotopique
hocolim(X,) de ce systéme direct est la cofibre du morphisme

V Xu =\ Xn

neN neN
qui est induit par i, — in41 0 gn : X, — V X, Ot 4, est I'inclusion du n-ieme
facteur.

Proposition 14.1.8. Soient E € Ob.%7¢ > un spectre connexe et F un spectre tel que
mi(F)=0,Vi > 0. Alors [E,F] = 0.

Démonstration. 1l faut montrer que [E, F| = F°(E) = 0.
Par le Lemme on peut supposer que E est la colimite homotopique d'un
systéme direct
O0=F_1CEyCFE, C...

qui correspond a une filtration cellulaire.
La suite exacte de Milnor donne une suite exacte courte

0 — lim"{F~Y(E,)} — F°(E) — lim F°(E,) — 0,

donc il suffit de montrer que chaque groupe F°(E,) et F~!(E,) est trivial. La
démonstration est par récurrence sur n. Lhypothese sur F' entraine que, Vj > 0:

FO\/ ) =0=F""(\/ ).
La suite cofibre
\/ Sn - En - E7L+1

induit une suite exacte longue :
= PN\ S") = FY(Eng) — F*(E,) — F*(\/ S") — .

Si FO(E,) = 0 = F~(E,), alors la suite exacte montre que F°(E, 1) = 0 =
FY(Eppr). O
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Lemme 14.1.9. Soient E un spectre m-connexe et F' un spectre n-connexe. Alors, le
spectre E N F est m + n + 1-connexe. En particulier, le produit smash de deux spectres
connexes est connexe, donc induit un foncteur :

N I >0 X IF >0 — IH >0.
Démonstration. Exercice. (En utilisant le Lemme on peut réduire au cas F' =
S7,j>n+1) O
14.2. Tours de Postnikov.
Théoreme 14.2.1. Soit E € Ob.Y5¢ un spectre. Alors il existe une suite cofibre :

i>0 o p
Eso = E'= Eg

telle que

(1) E>q est connexe;

(2) mi(E<o)=0,Yi>0;

(3) ms(ix0) est un isomorphisme Vs > 0 et m4(p<o) est un isomorphisme Vs < 0.
Si F' € 9 > est un spectre connexe, alors tout morphisme F' — E se factorise canoni-
quement dans 7€ a travers E>y — E.

En particulier, si G € Ob.%%¢ est un spectre et g : E — G est un morphisme de /52,
il existe un morphisme de suites cofibres :

Eso——=F——E

4

G>o—> G —>G<o

dont le morphisme g>o : E>o — Gxq est la factorisation canonique de la composée :
EZO — F — G

Démonstration. On construit d’abord le morphisme p.o : E — E<q; la suite cofibre
est alors la suite cofibre associée. Comme indiquée dans la Remarque la
démonstration peut se faire entierement dans la catégorie .#2¢°. Pour rester plus
explicite, on utilise ici les CW-spectres.

On construit par récurrence sur n € N des CW-spectres E( , muni d'inclusions
de CW-spectres E.o,, C E<q n+1 tels que

(1) 7T1‘(E<0’n) =0,0<1<n;
(2) I'inclusion £ — Eg,, induit un isomorphisme en groupes 7, pour s < 0.

Pour démarrer la récurrence, on pose Eo = E.
Pour I'étape de récurrence, on choisit pour chaque A € m,(E<¢ ) un représen-
tant cellulaire fy : 5™ — E.g,, et on prend pour E.g »+1 la cofibre du morphisme

Sn V>\E7"7L(E<0,n) fk
\/)\€7r7L(E<o,n) E<07"'

Alors, la suite exacte longue en homotopie et le fait que .S est connexe montre que
E0,n+1 a les propriétés requises.
On pose E-y := |J E<o,». Puisque homotopie stable commute aux colimites, le
spectre E et le morphisme p.o : £ — E( ont les propriétés recherchées.
Considérer un spectre connexe, F'; la Propositionmontre que [F,E.9] =0
et [F,X"1E_o] = 0. Alors, la suite exacte longue associée a la suite cofibre E>g —
FE— E<0 .

0= [F72_1E<0] - [FaEZO] - [F7E] - [F7E<0} =0

montre que [F, E>q] — [F, E] est un isomorphisme.
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Soit G un spectre, alors par ce résultat, un morphisme de spectres g : £ — G
induit un carré commutatif :

Eso——F

Gz —>G,
dont le morphisme g>( est unique, et donc un morphisme de suites cofibres. O

Remarque 14.2.2. Al’aide de I’algebre homotopique, on peut rendre cette construc-
tion fonctorielle.

On a toujours la propriété d’unicité a isomorphisme pres suivant :
Corollaire 14.2.3. Soit £ € Ob.S# un spectre et soient E>g — E — Eg et L) —
E — E. deux suites cofibres qui satisfont les conditions du Théoreme Alors il

existe un isomorphisme unique E>o — EX, qui figure dans un isomorphisme de suites
cofibres :

E>g ——FE—=FE

IF

/ /
EZO — F —— E<O'
En particulier, E>o — E est unique a isomorphisme canonique pres et E. est unique a
isomorphisme pres.

Démonstration. Exercice. (Pour 1'unicité de E>(, on utilise la propriété d’unicité
donnée dans le Théoreme[14.2.1}) O

Notation 14.2.4. Soient £ € Ob.#7# un spectre et n un entier. On écrit
(1) E>, pour le spectre £" ((E[—n])>0) ;
(2) E<, pour le spectre X" ((E[—n]) <) ;
(3) E<y pour le spectre ¥" 7! ((E[1 — n])<o).

Corollaire 14.2.5. Soient E € Ob.%5¢ un spectre et n € Z un entier. Alors il existe une
suite cofibre :

telle que

(1) E>n = 0estn — 1-connexe;

(2) m(Ecp) =0,Vi>n;

(3) ms(i>n) est un isomorphisme Vs > n et ws(p<yp) est un isomorphisme Vs < n.
Démonstration. Exercice. (|

Corollaire 14.2.6. Soit E € Ob.Y7¢ un spectre. Il existe une tour de spectres en dessous

de E :
E
|
P<n

E<n+1 E<n e E<n71 E<n72

et une tour de spectres au dessus de E :

Ezn-i-l Es, — Ezn—l Esn o
i>n
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Le morphisme induit
hocolim(E>,) — E

est un isomorphisme dans S5¢ .

Démonstration. Exercice. O

14.3. L'isomorphisme de Hurewicz.

Exemple 14.3.1. La construction de la tour de Postnikov induit une suite cofibre :
S>1— S — HZ

oll le morphisme S — HZ est le morphisme unique de .%%¢" qui induit I'identité

Z = mo(S) — mo(HL) = Z.

Remarque 14.3.2. Le morphisme S — HZ est l'unité
maz © S — HZ

de la structure de spectre en anneaux de HZ. (Voir la section )

On a la version stable de I'isomorphisme de Hurewicz :

Proposition 14.3.3. Soit F' € Ob.%%Z un spectre. Alors, il existe une suite cofibre

SsiAF — F™ Hy A F
oit le morphisme ny, N F induit le morphisme de Hurewicz
m(F) — HZ.F

en homologie.
En particulier, si F' est n — 1-connexe (pour n € Z), alors le morphisme

mn(F) — HZ, F
est un isomorphisme.

Démonstration. La suite cofibre est la suite F' A (S>1 — § — HZ).

Si F est n — 1-connexe, alors F' A S>; est n-connexe, par le Lemme ; de
méme, le spectre F' A HZ est n — 1-connexe. En particulier, la suite exacte longue
en homotopie donne :

0=7p(FAS>1) = mp(F) = mp(FAHZ) = HZ,(F) — 0 = mp—1(F A S>1),
donc le morphisme de Hurewicz, =, (F') — HZ, (F), est un isomorphisme. g

Corollaire 14.3.4. Soient f : X — Y un morphisme de S5¢ entre deux spectres n-
connexes, pour n € Z. Alors f est un isomorphisme si et seulement si HZ . (f) est un
isomorphisme.

Démonstration. Soit X L Y — Z la suite cofibre associée a f (unique a isomor-
phisme non-unique pres). Alors Z est un spectre n-connexe, par la Proposition
et f est un isomorphisme si et seulement si Z = 0 dans %%, ce qui est
équivalenta 7.(Z) = 0.

Par la suite exacte longue en homologie HZ ., il suffit de montrer que 7.(Z) =
0 si et seulement si HZ.(Z) = 0. L'implication = est évidente (car la premiére
condition est équivalent & Z = 0) ; considérons la réciproque.

Supposons que 7, (Z) # 0, alors il existe un entier minimal s tel que 7,(Z) = 0,
et par la n-connexité de Z, s > n. Quitte a remplacer n par s — 1, on peut supposer
que s = n + 1. Mais, par la Proposition [14.3.3 on a I'isomorphisme de Hurewicz
7ws(Z) 2 HZ(Z), donc HZ s(Z) # 0. v O
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14.4. Spectres de Moore et spectres d’Eilenberg-MacLane.

Définition 14.4.1. Soit A € b un groupe abélien. Un spectre de Moore de type A
est un spectre connexe M(A) tel que

A *x=0
HZ..(M(4)) = { 0 sinon.
Proposition 14.4.2. Soit A un groupe abélien. 1l existe un spectre de Moore M(A) de
type A et, si M(A) en est un deuxieme, il existe un isomorphisme dans S

M(A) = M(A).

Démonstration. Soit A un groupe abélien; il existe une présentation projective du
groupe A de la forme :

0—-R3F—A—0,

ol F' est un groupe abélien libre, F' = @,_ , Z, F' — A est surjectif et R est son
noyau, qui est un groupe abélien libre R = (P 4 L.
Le morphisme o peut étre réalisé dans .77 : il existe un morphisme

«: \/ S — \/ S
jefz €S
tel que o () identifie a a via les isomorphismes R = Wo(vje/ S)et F =mo(V;cp5).
On définit M(A) par la suite cofibre :

\V 5%\ S—M(A).
jEZ 184

Par construction, le spectre M(A) est connexe (par la Proposition[14.1.4) et la suite
exacte longue en homologie montre que M(A) est bien un spectre de Moore de
type A.

Soit M(A)" un deuxiéme spectre de Moore de type A. Alors, 'isomorphisme
A = HZy(M(A)") induit un isomorphisme A = m5(M(A)’), par 'isomorphisme
de Hurewicz, Proposition En particulier, on obtient une surjection F' =
@®,c s Z — m(M(A)"). Cette surjection est réalisée dans la catégorie .7# par un
morphisme g : \/,. , S — M(A)’, qui induit un diagramme :

Vie s S —>Vics S —=M(4A)

\Lg VVVVVVV/’
29

M(A)',

ol la suite horizontale est la suite cofibre qui définit M[(A) et le morphisme ¢’ en
pointillés existe puisque la composée g o « est trivial en homotopie.

On vérifie que HZ, (¢’) est un isomorphisme (essentiellement par construction),
donc ¢’ est un isomorphisme, par Corollaire O

Remarque 14.4.3. Noter que la Proposition montre que la classe d’isomorphisme de
M(A) construit explicitement dans la démonstration ne dépend pas du choix de
présentation.

Exemple 14.4.4. Pour les groupes abéliens cycliques, on a les modeles suivants :
(1) M(Z) le spectre S';
(2) pour n € N, soit M(Z/n) la cofibre du morphisme S % S.
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Exemple 14.4.5. Soit A un groupe abélien finiment engendré. Il existe un isomor-
phisme A = Z¢ & @, , Z/n;, ou d est un nombre naturel {n; € N|i € .#} est un
ensemble fini.

Il y a un isomorphisme dans .75 :

M(A) = M(z)"" v \/ M(Z/n;).
i€y
Proposition 14.4.6. Soient A, B deux groupes abéliens. Alors I'homologie HZ( : 95 —
Ab induit une surjection de groupes abéliens.

HZ : Hom gr (M(A), M(B)) — Homgy (A, B).
Tout élément du noyau de HZ se factorise
M(A) —\/ 8! — M(B).

Démonstration. La surjectivité se démontre par I’argument utilisé dans la démons-

tration de la Proposition|14.4.2

On peut supposer que M(A) est défini par une suite cofibre de la forme :
\V s&\/ S—M(A).
j€F €S
Alors, soit f : M(A) — M(B) un élément du noyau de HZ. Par I'isomorphisme

de Hurewicz, my(f) est trivial et on déduit facilement que f se factorise :
M(A) —= Ve s 5 !
P
M(B)
a travers la cofibre de \/,. , S — M(A). O

Remarque 14.4.7. Au fait, si B est un groupe fini, sans 2-torsion, alors
HZ : Hom gz (M(A), M(B)) — Homg; (A, B)

est un isomorphisme. Pour démontrer ce fait, il suffit de montrer que I’hypotheése
entraine que 7 (M(B)) est trivial. Pour effectuer ce calcul, on a besoin du fait que
7T1(S) = Z/2 = 7T2(S).

On prend la définition suivante des spectres d'Eilenberg-MacLane (qui est com-
patible avec la définition explicite qu’on a utilisée jusqu’a présent).

Définition 14.4.8. Soit A un groupe abélien. Un spectre d’Eilenberg-MacLane de
type A est un spectre HA tel que

A x=0
W*(HA)_{ 0 sinon.

Lemme 14.4.9. Soit M(A) un spectre de Moore de type A € Ab. Alors M(A), est un
spectre d’Eilenberg-MacLane HA.

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 14.4.10. Soient A, B deux groupes abéliens. Le foncteur my induit un isomor-
phisme

[HA,HB] = Homgy (A, B).
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Démonstration. (Indications). Surjectivité : par la Proposition|14.4.6{un morphisme
de groupes abéliens f : A — B est induit par un morphisme de spectres de Moore
f:M(A) - M(B). Alors, ce morphisme induit

f<o: M(A), =HA — HB = M(4)

qui induit f en homotopie. A priori, ce morphisme n’est pas unique.

Pour l'injectivité, en utilisant le fait que %7# est une catégorie additive, il suffit
de montrer que tout morphisme g : HA — HB qui induit le morphisme 0 en
homotopie est trivial. Soit Z la cofibre de g. Alors, par la suite exacte longue en
homotopie, la suite cofibre

HB — 7 — YXHA
induit isomorphismes my(Z) = B et m1(Z) = A, tous les autres groupes d’homoto-
pie de Z étant triviaux. (On utilise le fait que my(g) = 0.)

En particulier, Z<o = HB dans .75 et la suite cofibre est scindée par le mor-
phisme Z — Z<(, donc Z = HB VvV ¥HA. Ceci entraine que g est le morphisme
trivial. (Exercice!) ]

Remarque 14.4.11. Un morphisme g de .%5¢ qui est trivial en homotopie n’est pas
nécessairement le morphisme trivial. Par exemple, I’opérateur Bockstein en homo-
logie a coefficients Z/p est induit par un morphisme de spectres

B8:HZL/p — XHZ/p.
Pour définir le Bockstein, on utilise la suite cofibre de spectres
HZ — HZ — HZ/p

induit par la suite exacte courte 0 — Z % Z — Z/p — 0. La suite de Puppe fournit
3 :HZ/p — HZ[1], le Bockstein intégre. Le morphisme (3 est obtenu en prenant la
composition avec HZ — HZ/p (aprés suspension).

Ce morphisme est évidemment trivial en homotopie. Par contre, 3 n’est pas
le morphisme 0 de .%7#. (Exercice : démontrer ce fait en considérant ’homologie
HZ/p . du spectre de Moore M(Z/p)).

14.5. La t-structure homotopique. Les tours de Postnikov munissent la catégorie
¢ d’une t-structure : ceci est une notion générale en théorie de catégories tri-
angulées (voir, par exemple, [GMO03, [GM99]. En particulier, on peut considérer la
catégorie .95 >¢ N S <o, qui est une sous-catégorie pleine de .75¢. Dans le lan-
gage des t-structures, /5% >( N S5 < est le coeur de la t-structure.

Lemme 14.5.1. Un spectre E € Ob.95¢ appartient a I7 >0 N IF€ < si et seulement si
ms(E) =0Vs #0.
Démonstration. Evident. O

Ceci meéne a une propriété d’unicité des spectres d’Eilenberg-MacLane.

Proposition 14.5.2. Soit £ € Ob.%5¢>¢ N S5 <o un spectre dans le coeur de 5.
Alors il existe un isomorphisme canonique dans J5¢ :

VE : M(WOE)SO —F
tel que mo(vE) : mo(M(mo E) <) = moE — mo E est le morphisme identité.

Démonstration. (Indications). Par la construction des espaces de Moore, il existe un
morphisme de spectres
M(moE) — E
qui induit l'identité en mo(—).
Mais le spectre E appartient a .%5# <o, donc ce morphisme se factorise canoni-
quement comme
M(mpE) — (M(ﬂ'oE))<O — E.
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Théoréme 14.5.3. Le foncteur my induit une équivalence de catégories :

o 2 SH 50 N IH <o = Ab.
Le foncteur inverse est le foncteur d’Eilenberg-MacLane
H:Ub— S50 NS5 <o
qui associe d un groupe abélien, A, le spectre d’Eilenberg MacLane HA.

Démonstration. (Indications). L'ingrédient essentiel est Théoreme|14.4.10|qui montre
que H induit un foncteur b — .57 . Ce foncteur prend ses valeurs dans la sous-
catégorie pleine .57 >( N 95 <. O

Corollaire 14.5.4. Soit X1 — Xo — X3 une suite dans la catégorie S5 >o N S5 <o
(donc la composition est triviale). Alors la suite est une suite cofibre si et seulement si

T (X1) — me(X2) — ma(X3)

est une suite exacte courte de groupes abéliens.
Réciproquement, une suite exacte courte 0 - A — B — C — 0 de groupes abéliens
induit une suite cofibre
HA — HB — HC

de la catégorie I5€ > N I7€ <.
Démonstration. Exercice. O

Exemple 14.5.5. Soit n un entier positif. Alors, la suite exacte courte Z - Z — Z/n
induit une suite cofibre
HZ — HZ — HZ/n.

~

En particulier, il exite un isomorphisme HZ/n = (S/n) A HZ.
On peut préciser le résultat sur les tours de Postnikov.

Proposition 14.5.6. Soient 5 € Ob.7¢ un spectre et n € 7 un entier. Alors il existe
suites cofibres

Y"Hr,(E) — E<,, — E<p1
et

E2n+1 — E2n — EnHﬂ'n(E).

Démonstration. Exercice. O

Remarque 14.5.7. Ce résultat montre que chaque spectre peut étre construit a partir
des spectres d’Eilenberg-MacLane.

Remarque 14.5.8. La catégorie .75 <o n’est pas stable par rapport au produit smash.
De méme, la catégorie /5% > N 5% <o n'est pas stable par le produit smash. Par
exemple, soit p un nombre premier, alors '’homotopie du spectre HZ/p A HZ/p
est duale (en tant qu’espace vectoriel sur Z/p) a I’algebre de Steenrod, 7. L'espace
vectoriel 7, (HZ/p A HZ/p) est hautement non-trivial en degrés positifs !

Exercice 14.5.9. Soient A, B deux groupes abéliens. Montrer que (HA A HB )< =
H(A ® B). (Remarque : il suffit de montrer que (M(A4) A M(B))<o = H(A® B).)
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Troisieme partie 3. Structures multiplicatives et applications
15. STRUCTURES MULTIPLICATIVES
15.1. Spectres en anneaux. Rappeler que S est le spectre des suspensions %>°5°.

Définition 15.1.1. Un spectre en anneaux est un spectre £ € Ob.%Z# muni de
morphismes n : S — E (unité) et 4 : EA E — E (produit) tels que les diagrammes
suivants commutent dans .7 :

E E
ExSAEY s EAE<—"ENS~E (Unité)
X l;l/
E
et
EAEAEZESENE (Associativité)
E/\#\L J/lu
ENE———>E.

Le spectre en anneaux (E, u, n) est commutatif sile morphisme 7 : EAE — EAE
d’interchange de facteurs induit un diagramme commutatif :

ENE—————>EAE

Exemple 15.1.2. Le spectre S est canoniquement un spectre en anneaux, puisqu’on
dispose de I'isomorphisme canonique S A S = S dans .57

Exemple 15.1.3.

(1) Soit R un anneau. Alors, le spectre d’Eilenberg-MacLane HR est un spectre
en anneaux, commutatif si R 'est. Le morphisme p : HR A HR — HR
induit le produit de R en homotopie, my(u).

(2) Le spectre KU qui représente la K-théorie complexe est un spectre en an-
neaux commutatif. Le produit est induit par le produit tensoriel de fibrés
vectoriels.

(3) Le spectre MU de cobordisme complexe est un spectre en anneaux com-
mutatif. Le produit est d’origine géométrique, suivant les indications du
Lemme[11.3.1} Rappeler que 'espace MU, est1'espace de Thom Thom(~,,),
ol v, est le C-fibré universel sur BU (n). La somme directe de fibrés vecto-
riels est représenté par des morphismes BU(m) x BU(n) — BU(m + n).
En particulier, on obtient des morphismes induits :

Thom(y,,) A Thom(,,) & Thom(y,, B y,) — Thom(Ym4n ),

ol ¥, B v, est la somme directe extérieure. Donc, on dispose de mor-
phismes

MUz N MUszp — MUj (40
qui sont compatibles aux morphismes de suspension, donc fournissent un
produit MU A MU — MU. (Il vaut vérifier I’associativité et la commutati-
vité de ce produit.)

De méme, l'unité S — MU est d’origine géométrique : I'inclusion d'un
point * — BU(n) induit un morphisme de fibrés vectories 6" /. — v/ pu(n)-
Au niveau des espaces de Thom, on obtient $?" — Thom(~,,). Ces mor-
phismes définissent un morphisme de spectres S — MU.
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Proposition 15.1.4. Soient (E,ug,ng), (F,pur,nr) deux spectres en anneaux. Alors
E A F est un spectre en anneaux, muni des morphismes de structure ngar := ns Ang et
wEAr donné par la composée :

(EANF)N(EAF)2(EANE)A(FAF) 25 BEAF,
Si E, F sont commutatifs, alors (E A F, ugar, NEsr) est commutatif.

Démonstration. (Indications.) La démonstration est formellement équivalente a la
démonstration que le produit tensoriel de deux anneaux est un anneau, commuta-
tif si les deux anneaux de départ sont commutatifs. O

Définition 15.1.5. Soient (E, pg,nE), (F,pr,nr) deux spectres en anneaux. Un
morphisme de spectres en anneaux de E a F' est un morphisme f : £ — F de
la catégorie .77 qui est compatible avec les morphismes de structure : les dia-

grammes
S
—_—
FE 7 F
et
nf
ENE——FAF
HE l qu
E f‘ F
commutent.

Exemple 15.1.6.

(1) Soit £ un spectre en anneaux; le morphisme de structure ng : S — E est
un morphisme de spectres en anneaux.

(2) La K-théorie complexe est une théorie complexe orientée. Ceci se traduit par
I'existence d"un morphisme de spectres en anneaux :

MU — KU.

(3) La cohomologie intégrale est une théorie complexe orientée; 1'orientation
complexe correspond au morphisme de Thom

MU — HZ

qui est un morphisme de spectres en anneaux.

Le morphisme de Thom correspond au morphisme MU — MUx, car le
calcul élémentaire de 1’'homologie HZ , M U du spectre connexe M U montre
que MU<q = HZ. Ces morphismes figurent dans un diagramme commu-
tatif :

nMu

MU<——S5

T

MUgo ?HZ

Remarque 15.1.7. Soit (E, g, nr) un spectre en anneaux. Alors le spectre E possede
une deuxiéme structure de spectre en anneaux, E°? = (E, pug o 7,1g), la structure
opposée. La structure de E est commutative si et seulement si £ et E°P sont iso-
morphes en tant que spectres en anneaux via le morphisme identité.

Le spectre en anneaux (E°P)°P s’identifie canoniquement a E.
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Proposition 15.1.8. Les spectres en anneaux forment une catégorie, Zing.spe, muni d'un
foncteur oubli :

Ring sy — S .
La catégorie Zing spp posséde les propriétés suivantes :

(1) La construction du spectre en anneaux opposé induit un foncteur °° : Zing.opp —
Ring.sop qui rend commutatif le diagramme

op

Ring spw Ring sw
S .

(2) Le spectre S est I'objet initial de la catégorie Zing.spe.

(3) Le produit smash induit un foncteur A : Ringspw X Ringawr — Hing.spe qui
rend commutatif le diagramme

Ring spp X F/Z’ing%/\—> Ring s

| l

I X I I .

A
La catégorie (Zing.spr, N\, S) est une catégorie monoidale symétrique.

Démonstration. Exercice. O

15.2. Spectres en modules.

Définition 15.2.1. Soit (£, 1g, ng) un spectre en anneaux. Un E-module (a gauche)
est un spectre M € Ob.%7# muni d"un morphisme de structure ¢»; : EA M — M
tel que les diagrammes suivants commutent :

ngA\NM

Me2SANM——EANM (Unité)
R ld)M
M
et
nweANM s e iy
ENENM ——FEANM (Associativité)
E/V/’Ml lﬂ’M
ENM E.

(Y,
Remarque 15.2.2. Tout spectre X € Ob.%# est canoniquement un S-module.

Exemple 15.2.3. Soient R un anneau et M/ un R-module a gauche. Alors, le spectre
HM est un HR-module. En particulier, pour tout groupe abélien A, HA est un
HZ-module.

Exemple 15.2.4. Soit E un spectre en anneaux. Alors, pour tout entier n € Z, le
spectre ¥ E est un E-module, muni du morphisme X" 1.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 15.2.5. Soient (E,up,ng) un spectre en anneaux et X € Ob.SS¢ un
spectre. Alors, le spectre E N X est un E-module, muni du morphisme de structure
ue ANX:ENENX — ENX.
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Démonstration. Conséquence immédiate de 'associativité du produit smash A de
la catégorie 757 . O

Remarque 15.2.6. Cette proposition se généralise : soient E/, ' deux spectres en an-
neaux et M/ un F-module. Alors, le spectre £ A M est un E A F-module.

Définition 15.2.7. Soient E un spectre en anneaux et (M, ¢s) (N,¢n) deux E-
modules. Un morphisme de E-modules est un morphisme g : M — N de %57 qui
rend commutatif le diagramme suivant :

ENg
ENM—=FEAN

bu| |

Proposition 15.2.8. Soit E un spectre en anneaux. Alors les E-modules forment une
catégorie I5¢ g, munie d’un foncteur oubli vers la catégorie S5 .

Démonstration. Exercice. O

Proposition 15.2.9. Soient E, F' deux spectres en anneaux.
(1) Lefoncteur E N\ — : 9 — S5 induit un foncteur
EN—:IHr — IH prr.
(2) Un morphisme de spectres en anneaux f : E — F induit un foncteur de restric-

tion :
y%p — yﬁE

Démonstration. Exercice. O

I existe une notion évidente de E-module a droite. Il n’est pas nécessaire de
développer cette théorie de maniere indépendente, a cause du résultat suivant.

Proposition 15.2.10. Soit E un spectre en anneaux. Alors la catégoire des E-modules d
droite est canoniquement équivalente i la catégorie des E°P-modules a gauche. En parti-
culier, si E est commutatif, alors les catégories de E-modules a gauche (respectivement a
droit) sont canoniquement équivalentes.

Démonstration. Exercice. O

15.3. Produits induits en homologie et cohomologie. Une structure de spectre
en anneaux sur un spectre £ induit un produit en E-cohomologie. Par exemple,
le produit sur HR induit le cup-produit en cohomologie. Comme d’habitude, ces
structures sont commutatifs au sens gradué, en raison du lemme suivant :
Lemme 15.3.1. Soient p, g deux entiers. Alors le morphisme d’échange de facteurs

SPta o GP A §9 — G9 A SP o2 GPHd
est de degré (—1)P1.
Démonstration. Exercice. (Rappeler que [S°, S°] 2 Z et 'isomorphisme correspond
au degré d’un morphisme.) O

Définition 15.3.2. Soit R® un anneau Z-gradué (rappel : le produit est défini par
les morphismes R* @ R* — R**"). L'anneau R est gradué commutatif si, pour tout
couple d’éléments homogenes =, y, ry = (—1)1#1¥yz.
Notation 15.3.3. Soit X un spectre. On écrit

X, = m(X)

X* = X_,..
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Lemme 15.3.4. Soient A, B, X,Y des spectres. Alors, le produit smash induit un mor-
phisme de groupes abéliens :

A, X]®[B,Y] - [AANB, X AY].
En particulier, le produit smash induit un morphisme de groupes abéliens :
Ts(X) @m(Y) = msp e (X ANY),
Vs, t € Z.

Démonstration. Exercice. Précisons la structure dans le cas particulier : soient f :
S% — X etg:S* — Y deux morphismes de .77 . Alors le morphisme f A g induit
un morphisme

§5tt g5 A Gt x Ay,
0

Les structures multiplicatives qu’on introduit en (co)homologie proviennent
tous des produits extérieurs. Dans la suite, le produit tensoriel d’objets gradués
désigne le produit tensoriel gradué.

Définition 15.3.5. Soient £/ un spectre en anneaux et M un EF-module. Pour objets
X,Y € Ob7?, les produits extérieurs sont définis de la maniere suivante :

(1) en M-homologie :
E.(X)® M,(Y) = M.(X AY)
qui envoie (f : S* - EAX,g:S"— M AY) alacomposée :
St g ST EAXAMAY = EAMAXAY Y MAX AY.
(2) en M-cohomologie :
E*(X)®@ M*(Y) — M*(X AY)
quienvoie (f : X — ¥°E,g:Y — X'M) ala composée :
XAY S pASM 2 wttp A M T ey,
En particulier, on peut prendre £ = M pour obtenir les produits extérieurs en
E-(co)homologie.
Exercice 15.3.6. Montrer que ces produits extérieurs sont naturels en X et Y et
égalementen £, M.
Proposition 15.3.7. Soit (E, pg,ng) un spectre en anneaux. Alors :
(1) E. est canoniquement un anneau gradué, commutatif si E l'est, dont I'unité est

induit par Z = my(S) mo{1z) 7o (E) et le produit par la composée

7 (E) ® 1.(E) — 1 (B A E) "2 n.(B).

(2) La théorie d’homologie E.. : 7€ — AbS" prend ses valeurs naturellement dans
la catégorie des E.-modules gradués, o, pour F' € Ob.%¢, le morphisme de
structure de E,.(F') est la composée :

ENF).
—

E.® E.(F) — r(EAEAF) "N 1 (BEAF) = B.(F).

(3) La E-cohomologie E* : 5°° — Ab®" prend ses valeurs dans la catégorie des
E*-modules, oit, pour F' un spectre, le morphisme de structure est induit par

EMQE"(F) = [S, E[m]|®[F, E[n]] — [SAF, Eim]AE[R]] = E Bimen]] = B0 (F).

Démonstration. Exercice. O
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Remarque 15.3.8. La naturalité dans 1'énoncé de la Proposition[15.3.7]se comprend
comme suit : un morphisme f : £ — F induit un morphisme d’anneaux

f*E*HF*

et, pour X un spectre, le morphisme f.(X) : E.(X) — F.(X) est un morphisme
de E,.-modules, oit F,(X) est considéré comme un E, module par la restriction
de structure le long du morphisme E. — F. En particulier, il y a un morphisme
induit de F,-modules :

F,®p, E.(X) > F.(X).

En cohomologie, le morphisme E*(X) — F*(X) est un morphisme de E*-modules,
qui induit un morphisme de F*-modules :

F* ®p- B*(X) - F*(X).

Rappeler (voir Section [12.9) qu’il existe une notion de théorie de cohomologie
non-réduite associée a un spectre. Explicitement, pour X € Ob.Z, on pose

E"(X) = E"(Z(X,)).

Proposition 15.3.9. Soit E un spectre en anneaux. Alors, la théorie de cohomologie non-
réduite :
E* 0P — Ab*

prend ses valeurs naturellement dans la catégorie des E*-algebres graduées commutatives.

Démonstration. Par la Proposition E* prend ses valeurs dans la catégorie
des E*-modules graduées. Il faut montrer que, pour X € ObZ, E*(X) possede
une structure naturelle de £*-algebre graduée commutative.

L'unité est induit par la projection canonique X — x, qui induit X>°(X,) — §
et donc E* = E*(S) — E*(X°°(X4)). Le produit est induit par le morphisme
diagonal X — X x X, qui donne X; — (X x X) = X A X, etdonc

En cohomologie (réduite), le produit des classes de cohomologie f € [£*°(X), E[p]]
et g € [2°(X}), E[qg]] est donnée par la composée

S2(X4) B % (X4) A S®(X1) XY Elp] A Elq] “5 Elp+ q.

La vérification des axiomes d'une E*-algébre commutative ne pose aucune diffi-
culté. O

Remarque 15.3.10. Le point clé pour pouvoir définir le produit est 1'existence du
morphisme diagonal. En général, pour un spectre F, il n’existe ni un morphisme
unité S — F ni un morphisme diagonal F' — F' A F naturels.

Par contre, on peut toujours définir un produit extérieur

E*(F) ® E*(Fy) — E*(F1 A Fy)
pour deux spectres F} et F5.

Proposition 15.3.11. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Alors
(1) La M-homologie prend ses valeurs dans la catégorie des E..-modules gradués.

(2) La M-cohomologie prend ses valeurs dans la catégorie des E*-modules gradués.

Démonstration. Exercice. O
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15.4. Changement de coefficients. On supposera dans cette section que E est un
spectre en anneaux commutatif, afin que les catégories de E-modules a gauche
(respectivement a droit) soient équivalentes.

Corollaire 15.4.1. Soient E un spectre en anneaux commutatif et M un E-module, alors
il existe morphismes naturels de changement de coefficients :

) M, ®p, E(X) — M.(X)
®) M*®@p- E(X) — M (X),
qui sont des morphismes de E..-modules (respectivement de E*-modules).

Démonstration. Exercice. O

15.5. Le produit /. Il existe plusieurs variantes des structures multiplicatives (voir
[Ada95, Section I1.9], par exemple - notamment pour les propriétés de et les com-
patibilités entre ces structures).

Exemple 15.5.1. Soient I/ un spectre en anneaux et M un E-module. Il existe un
produit slant naturel

/ tEP(XANY)® My(Y) — MP™I(X)
qui envoie f ® g, pour f € [X ANY, E[p]] etg € [S[q], M ANY] a f/g, représenté par
la composée :

XAS[ X AMAY =X AY AM Y B A M v

Exemple 15.5.2. Soit £ un spectre en anneaux. En prenant X = S dans l'exemple
précédent, on obtient I'accouplement de Kronecker :
EP(X)® Ey(X) — EP1.
Par une adjonction dans la catégoire des E-modules, 'accouplement de Krone-

cker correspond a la construction suivante :

Proposition 15.5.3. Soient E un spectre en anneaux commutatif et M un E-module. Il
existe un morphisme naturel de E,-modules :

MYY) — Homp, (E.(Y), M,_y)
induit par évaluation en E-homologie : I'image de f : X — %M est le morphisme de
E.-modules :

E.Y) Y B (2M) = no_g(E A M) P ML

Si E est un spectre en anneaux commutatif, le produit extérieur figure dans un diagramme
commutatif :

ES(X)® MY(Y) MsHH(X AY)

!
Homp,_ (E.(X AY), My_(s1p)
I
Hompg, (E.(X), Fv—s) @ Hompg, (E.(Y), M._;) — Homp, (Eu(X) ®@p« Eu(Y), Mi_(s41)),
ot (e : E(X) — Ei_s,0: E.(Y) — M,_,) est le morphisme

® ~
E, (X) Rp, E, (Y) f_>g E,_; g, M, _; = E*f(s%»t)
et le morphisme C est induit par le produit extérieur E,.(X) ® E.(Y) — E.(X AY).
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Démonstration. (Indications.) On vérifie facilement que la recette donnée fournit
une transformation naturelle

MAUY) — Homgy (B, (Y), My_q).

I faut vérifier que I'image d’une classe de M?(Y') est un morphisme de E,-modules;
ceci est une vérification élémentaire, en utilisant le fait que E, (f) est un morphisme
de E,-modules. (Ici, on n’a pas besoin de la commutativité de E.)

Ensuite, en supposant que £ est commutatif, on voit que la transformation na-
turelle est un morphisme de E.-modules; pour définir la structure de E,-module
sur M*(Y), on utilise 'identifications E, = E—*.

La démonstration de la propriété de compatibilité pour le produit extérieur est
un exercice en utilisant les définitions. O

15.6. Structures multiplicatives et tours de Postnikov. Si E est un spectre, le
spectre E>( est unique a isomorphisme pres. Désormais, pour un spectre E, on
fixe un choix de E>.

Proposition 15.6.1. Soient E un spectre en anneaux et M un E-module. Alors
(1) E>o aune structure canonique de spectre en anneaux ;

(2) VYn € Z, M>,, posséde une structure canonique de E>q-module.

Démonstration. Le spectre E>¢ A E>( est connexe, donc le morphisme de structure
ug : ENE — E se factorise canoiquement a travers E>g — E, par le théoreme
De méme, 'unité ng : S — F se factorise canoniquement : S — F>¢ — E.
On vérifie par des arguments similaires que ces morphismes induisent une struc-
ture (canonique) de spectre en anneaux sur E>.

La démonstration que My, est canoniquement un E>y-module procéde de la
méme maniere. O

Exemple 15.6.2. Soit KU le spectre qui représente la K-théorie complexe. Alors,
le spectre KUx est le spectre de K-théorie complexe connexe, qui est dénoté fré-
quemment par ku (parfois par bu).
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16. SPECTRES C-ORIENTES
16.1. Orientations.

Définition 16.1.1. Soit F un spectre en anneaux commutatif. Une orientation com-
plexe du spectre E est une classe de cohomologie i € E?(CP™) tel que restriction
de la classe le long S? = CP' < CP® induite

E*(CP>®) — E*(S*)~E°
zp +— 1eE°

Un spectre C-orienté est un spectre en anneaux commutatif, muni d"une orienta-
tion z g.

Remarque 16.1.2. 1l existe un isomorphisme canonique de E*-modules
E*(CPY)= E*(CP™)® E™.

Cet isomorphisme est induit par la suite cofibre S — CPS’ — CP> d’espaces

pointés, associés a un choix de point de base de CP*°. (Puisque CP™ est connexe

par arcs, le choix d"un point de base est anodin). En cohomologie, on obtient une
suite exacte courte de E*-modules

0 — E*(CP*) — E*(CPY) — E*(5°) — 0.

Cette suite ne dépend pas du choix de point de base et elle est scindée canonique-
ment par le morphisme induit par la projection CPY — S°.

Une orientation complexe z d’un spectre en anneaux commutatif induit une
classe canonique dans E?(CPS°) qu’on dénotera toujours z g, dont la composante
dans E* est triviale.

Exemple 16.1.3. Le spectre MU est muni d'une orientation canonique x 7. En
effet, par la construction explicite du spectre MU, on a MU, = CP> (I'espace de
Thom du fibré canonique A sur CP* est homéomorphe a CP*). Il y a un mor-
phisme de spectres canonique induit

N°CP® — MU|2]
qui correspond a la classe z ¢

Exemple 16.1.4. Les spectres HZ, HF,, KU sont tous C-orientés. Par contre, le
spectre KO qui représente la K-théorie définie par les R-fibrés vectoriels n’est pas
C-orienté.

Proposition 16.1.5. Soit E un spectre C-orienté et F' un spectre en anneaux commutatif,
muni d'un morphisme de spectres en anneaux f : E — F. Alors, F est C-orienté par la
classe f.(xg) € F2(CP™).

Démonstration. On vérifie directement que la classe f*(z ) est une orientation com-
plexe de F. O

Exemple 16.1.6. Soient E, F' deux spectres en anneaux commutatifs. Si E est C-
orienté, alors I'orientation complexe induit une orientation complexe de £ A F'. En
particulier, si £, I sont tous les deux C-orientés, alors £ A F' est muni de deux
orientations complexes distincts.

Corollaire 16.1.7. Soit E un spectre en anneaux commutatif. Alors, le spectre E N MU
est C-orienté.

Démonstration. Evident. O

Le résultat suivant montre qu’on peut toujours se ramener a 1’étude des orien-
tations de spectres connexes.
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Proposition 16.1.8. Soit E un spectre C-orienté. L'orientation zp : X°CP> — E|[2]
se factorise canoniquement

seepe B0 Bl 2 B,
Démonstration. Le spectre X°°CP> est 1-connexe et le spectre E'>([2] est 1-connexe.
En particulier [E°CP>™, E,y[2]] = 0 = [E*°CP>, E-[1]]. Dong, la suite exacte
longue induite par [E*°CP>, —] appliquée a la suite cofibre E>¢[2] — E[2] —
Eo[2] fournit I'orientation recherchée. (On vérifie la propriété de restriction par
essentiellement le méme argument.) O

16.2. Calculs.
Proposition 16.2.1. Soit E un spectre C-orienté. Alors, I'orientation x g induit un iso-
morphisme de E*-algebres :

E*[[zg]] = E*(CPY).
La structure de H-space de CP*>°, CP*° x CP>® — CP™ (qui classifie le produit tensoriel
de fibrés en droites complexes) induit une structure de loi de groupe formel sur E*.

Démonstration. Le calcul de E*(CPZY) en tant que E*-module est facile, a I'aide
de la filtration cellulaire et la suite exacte de Milnor. Il faut vérifier que la structure
multiplicative est celle annoncé dans la Proposition. Ceci découle de la suite exacte
de Gysin. (Ou voir [Ada95, Part I, Lemma 2.5]). O

L’accouplement de Kronecker
(=, —): E*(CPT)® E.(CPT) — E.
permet la définition d"une base canonique pour I’'homologie E,(CP’) en tant que
E.-module.
Proposition 16.2.2. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme cano-
nique de E,-modules
E.(CPY) = E.(5Pli > 0)
oir BF est I'élément unique tel que (x7,, BE) = 6;;.
Démonstration. Exercice. (Conséquence élémentaire de la Proposition[16.2.1]) (Voir
également [[Ada95| Part I, Lemma 2.14].) O

L’orientation complexe z ;U induit un morphisme de spectres
°CP>” — MU2

(on n’a pas besoin du point de base disjoint) et, donc, pour tout spectre £, on
dispose d’un morphisme

E.(CP*®) — E, oMU.

Notation 16.2.3. Pour E un spectre C-orienté, soit b € E»; MU l'image de I’élément
BE.| € Eai41)(CP™). Par construction, 'élément b € EqMU est’élément neutre
de l'anneau £, MU.

Théoréme 16.2.4. Soit E un spectre C-orienté. Alors, le morphisme canonique de F.,-
algebres

E.[bY[j > 1] — E.MU
est un isomorphisme.

Démonstration. (Indications) On peut calculer 'homologie de E, MU en tant que
E,-module en calculant E,(MUs,), pour n € N. Par l'isomorphisme de Thom (qui
est une conséquence de l'existence d’une orientation complexe), cette homologie
est isomorphe a E,(BU(n)). Ce dernier, on peut calculer comme pour le cas £ =
HZ. 1l reste & vérifier que la structure multiplicative est correcte.

(Voir [Ada95, Part I, Lemme 4.5].) |
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Exemple 16.2.5. Le théoréme fournit un isomorphisme
MUMU = MU, [b}'7|j > 1].

Corollaire 16.2.6. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme cano-
nique de E.-algebres

E.MU ®p. E,MU = E,(MU A MU).
Démonstration. Exercice. |

Par la Proposition|15.5.3} la E-homologie donne un morphisme de E.-modules
de la E*-cohomologie vers des morphismes de I,-modules.

Corollaire 16.2.7. Soient E un spectre C-orienté et d € Z un entier. Alors, les mor-
phismes de E.-modules :

EYCP®) = Homg, (E,(CP®),E,_y)
E'MU = Homp (E,MU,E,_y)
EYMUAMU) 5 Homg, (E.(MUAMU),E,_qg)

sont des isomorphismes.

Démonstration. Ce résultat est essentiellement une conséquence formelle du Théo-
reme|16.2.4] (Voir [Ada95, Part I, Lemma 4.2 et Lemma 4.6].) (]

Corollaire 16.2.8. Soit E un spectre C-orienté. L'orientation xpy : CP™ — MU|2
induit un diagramme commutatif :

E°(MU) E*(CP™)

Nl l~

Hompg, (E.(MU), E,) — Hompg, (E.(CP*), E._2).

Démonstration. Naturalité. g
16.3. Orientations et morphismes de spectres en anneaux.

Notation 16.3.1. Pour E un spectre en anneaux commutatif, soit Orientc(E) 'en-
semble des orientations complexes de E. (Cet ensemble est non-vide si et seule-
ment si £ admet une orientation complexe.)

—_~—

Notation 16.3.2. Pour A un anneau commutatif gradué, soit A[[z]] le sous-ensemble
de A[[z]] des séries formelles ¥;>0a;z' ™!, ott ag = 1.

Lemme 16.3.3. Soit E un spectre en anneaux commutatif, muni de deux orientations

P

complexes 1,2 € E?(CP™). Alors, il existe f}, f € E*[[z]] tels que, dans E*(CP) :
zy = fy(x1)
z1 = fi(za).

En particulier, f} et f? sont inverses I'un a I'autre pour la composition de séries formelles.

Démonstration. On peut identifier E*(CP°) avec le sous E*-modules de E*[[z1]],
des séries dont le terme consant est trivial. Ainsi, il existe une telle série formelle
f3 telle que f3(z1) = 2. La condition sur la restriction de l'orientation complexe a
la cohomologie de S? entraine que le coefficient du terme linéaire est 1. O

En particulier, on a le résultat suivant.

Lemme 16.3.4. Soient (E,zp), (F,xp) deux spectres C-orientés et f : E — F un
morphisme de spectres en anneaux. Alors, il existe une série formelle ¢ ¢ (y) = Z; iy €

F*[[y]] telle que ¢po = 1et f(zg) = ¢¢(zF).
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Démonstration. Evident. O
Le résultat suivant est une motivation pour le résultat principal de cette section.

Lemme 16.3.5. Soit E un spectre C-orienté. Alors, il existe un isomorphisme naturel
d’ensembles :
Homyigp, (E«MU, E,) = Orientc(E).

Démonstration. 1l existe un isomorphisme naturel d’algebres E, MU = E, [bf l7 >
1], donc par la propriété universelle des algebres de polyndmes, un morphisme
d’algebres est détérminé uniquement par 1'image des générateurs. Donc, par res-
triction le long du morphisme E, (x¢7) (voire le Corollaire on déduit que
Hom 4, (E.MU, E,) est isomorphe au sous-ensemble des morphismes dans

Hompg, (E.(CP%), E,_2)

tels que l'image de B3 est 1 € Ej. Sous Iisomorphisme du Corollaire [16.2.7} cet
sous-ensemble est isomorphe a Orientc (E). O

Soit E un spectre en anneaux commutatif. Un morphisme de spectres p : MU —
E induit un morphisme de E,-modules

EMU — E,,

par le Corollaire [16.2.7| Si p est un morphisme de spectres en anneaux, alors ce
morphisme est un morphisme de E,-algebres.

Théoréme 16.3.6. Soit E un spectre C-orienté. Alors le morphisme
Homging e (MU, E) — Hom g, (E.MU,E,)

est un isomorphisme.
La composition avec la bijection du Lemme[16.3.5|fournit une bijection

Homwing.,, (MU, E) = Orientc(E).
qui associe a4 un morphisme de spectres en anneaux p : MU — E 'orientation p. (v ).

Démonstration. Un morphisme de %97, g : MU — E est un élément de E'MU,
dong, par Corollaire est donné par un morphisme de E,-modules, o, :
E.MU — E.. De maniére similaire, un morphisme MU A MU — E correspond a
un morphisme de E,-modules E,(MU A MU) — E,.

En particulier, la composition

MUAMU "™ MU 2% E
correspond a la composition
E.MU ®p. E.MU — E.MU 2% E,,

ot le premier morphisme est la multiplication de 1’algébre £, MU.
Par la Proposition [15.5.3} la composition de morphismes

MUANMUY EANE"S E
correspond au morphisme
E.(MUAMU) = E,MU ®p, E.MU 2™ B, 95, B, = E,.

Un morphisme de spectres g : MU — E est un morphisme de spectres en anneaux
si et seulement si les deux diagrammes suivant commutent :

gng
S MUANMU ——FEAE
nNIU\L & HJLIU\L ll‘E
MUT>E MU E.
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Par les remarques précédentes, le carré commute si et seulement si le carré suivant
commute

ag®ag

E.(MUAMU) —> E.MU @, E.MU B, ®E,

| |

E.MU E.,

Qg

dont les morphismes verticaux correspondent aux produits des algebres E, MU et
E, respectivements.
De méme, le triangle commute si et seulement si le diagramme

Z

NE« MU i \
NE,

E.MU —— FE,
Qg

commute, car le morphisme g, : MU, — E, se factorise MU, — E. MU % E..En
particulier, g est un morphisme de spectres en anneaux si et seulement si a4 est un
morphisme de E,-algébres.

L'indentification entre Homging . (MU, E) et Orientc(E) est une conséquence
immédiate de la commutativité du diagramme du Corollaire[16.2.8] O

Exemple 16.3.7. Le spectre HZ est C-orienté et est muni d’une orientation ca-
nonique, car Hom gy, (HZ .MU, Z) = {x}. Cette orientation correspond au mor-
phisme de Thom

MU — HZ.
Le méme argument établit que le spectre HF,,, p un premier, admet une orientation
canonique

MU — HF,.

Définition 16.3.8. Soit Zing%,, la catégorie des spectres C-orientés :
objets couples (E,zg), E un spectre en anneaux commutatif, 2 une orienta-
tion complexe ;
morphismes (E,zg) — (F,zr), un morphisme de spectres en anneaux f :
E — F tel que f.(zg) = zp.

Corollaire 16.3.9. Il y a une équivalence de catégories :
Ringyy = MU/ Ring s,

ott MU/ Zing.ser est la catégorie des spectres en anneaux en dessous de MU.
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17. COOPERATIONS HOMOLOGIQUES

17.1. Les morphismes de structure. Soit (E, i1, 7) un spectre en anneaux commu-
tatif. On dispose des morphismes de structure suivants

/T
EAn 3 ) EANAE
EFE—_—=FEANE—=EANEAE.
\ N\E s

oS

Apres passage aux groupes d’homotopie, utilisant les identifications E, = m,.(E)
et E.FE = 7, (EAE), on obtient les morphismes d’algebres commutatives graduées

suivants :
X
nL \( \/

E,—=%FE.E—>n (EAEMNE).
N4
Remarque 17.1.1. On a deux morphismes d’algebres 7, nr : E. = E.E qui, en

général, ne coincident pas. Les deux correspondent via le morphisme yx, qui induit
un diagramme commutatif de morphismes d’algebres :

E.E

E.E.

En plus, x est un isomorphisme d’algebres - en fait une involution - car x* = 1g, .
Par restriction de structure, on peut considérer E,E comme un E,-bimodule :
la structure de module a gauche est induites par 7, et la structure a droite par ng.
Le morphisme x : E.E — E,E n’est pas un isomorphisme de bimodules car il
échange le structures. Par contre, x : (E.E), — (E.E)q est un isomorphisme de
E,-modules oti les indexes et ; indiquent quelle structure est utilisée.

17.2. Spectres en anneaux plats. On va considérer I'anneau £, £/ comme I’anneau
des coopérations homologiques pour la théorie E. Cependant, afin de pouvoir utiliser
cette structure, on a besoin de pouvoir exprimer 7. (E A E A E) en termes de E, et
E.E.

Définition 17.2.1. Soit E un spectre en anneaux commutatif. Alors £ est plat si
E,E est plat en tant que F,-module a gauche (ou, condition équivalente par Re-
marque|(l7.1.1} F, E est plat en tant que E.-module a droite).

Soit X un spectre; il existe isomorphismes naturels
E EAX)2m(ENEAX)=(ENE)(X)

et, en particulier E, (E A X) est un E, E-module. Dong, on dispose (par induction)
d’un morphisme naturel de F, E-modules

E.E®p. E.(X)— (EAE).(X)E.(EAX).

Proposition 17.2.2. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors, pour tout
objet X € Ob.75¢, le morphisme naturel

E.E®p, E.(X) > m(EAEAX)

est un isomorphisme de E, E-modules.
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Démonstration. Par un argument évident de passage a la colimite, il suffit de dé-
montrer le résultat lorsque X est un CW-spectre qui admet une filtration cellulaire
de longueur finie. Le cas d"une filtration cellulaire de longueur une correspond au
cas X = \/,L. S™, un bouquet de spheres. Le résultat est établi en ce cas par 'ad-
ditivé des théories de cohomologie considérées et le fait que le produit tensoriel
commute aux sommes directes.

Pour démontrer le cas général, on utilise un argument de récurrence standard,
basé sur la longueur de la filtration cellulaire. Soit X — Y — Z une suite cofibre, et
supposer que la transformation naturelle est un isomorphisme pour X et Y. Alors,
il existe un diagramme commutatif :

... (B\E@p, Ei(X))n — (E,E®p, E.(Y))n — (E.E ®p, E(Z))y — -

| ] |

ABEANE)(X) ———— (EAE)(Y) ———> (EAE)u(2)

dont les lignes sont exactes, par les suites exactes longues en homologie pour E et
pour E A E et le fait que le foncteur E,F ®g, — est exact, par hypothese.

Par 'hypothese sur X,Y’, les morphismes verticaux qui correspondent a ces
spectres sont des isomorphismes. Ainsi, par le lemme des cing, le morphisme
(E.E ®g, E.Z), — (E N E),(Z) est un isomorphisme. O

Corollaire 17.2.3. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors, il existe des
isomorphismes naturels, pour 1 <n € Z:
J(EN...NE)=E.E E.E E.FE,
m(EAN...NE) QF, ®Ep, .- Op,
n+1 n

oit chaque produit tensoriel E.E Qp, E.E correspond au produit tensoriel (E.E)y Qp,
(ELE),.
Exemple 17.2.4. Les spectres en anneaux commutatifs suivants sont plats :
(1) HF,, p un nombre premier
(2) KU
3 MU.
Par contre, le spectre HZ n’est pas plat.

17.3. La structure algébrique. Soit £/ un spectre en anneaux commutatif et plat.
Alors, les morphismes de structure s’écrivent de la maniere suivante :

X
nL \( 7 A
E,—=F,F——FE.FEQg, E.E.

N\

Ces morphismes définissent une structure algébrique qu’on appelle un algébroide
de Hopf. Pour expliquer la forme de cette structure, on considere d’abord les al-
gebres de Hopf.

Définition 17.3.1. Soit R un anneau commutatif. Une algebre de Hopf commuta-
tive graduée est une R-algebre commutative graduée (unité n : R — A, munie de

morphismes d’algebres A — S ARz A (coproduit), A X4 (conjugaison),
A —= R (augmentation) tels que les diagrammes suivants commutent :

counité

A<—A®€A ®pr A A

3

eRA
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A e
A—— AQRRrA coassociativité

Al Jea

A®RAT®>AA®RA®RA

et la conjugaison donne :
la = po(x®1la)oA
= po(la®x)oA.

Notation 17.3.2. Pour R un anneau commutatif, soit 27 lgr la catégorie des R-algebres
graduées commutatives.

Lemme 17.3.3. Soit R un anneau commutatif. Le produit tensoriel (gradué) est le copro-
duit dans la catégorie o/ lgp.

Démonstration. Soient B, C deux algebres commutatives graduées. Alors B @ C
a la structure d’une R-algebre commutative graduée, et les morphismes R — B,
R — C induisent des morphismes naturels B — B @ C « C d’algeébres commu-
tatives graduées.

Soient f : B — D, g : C — D deux morphismes de R-algébres commmutatives
graduées, alors le morphisme f ® g : B®pg C — D, défini par (f ® ¢)(b® ¢) =
f(b)g(c) est un morphisme de R-algebres graduées commutatives. On vérifie que
cette construction est universelle.

O

Proposition 17.3.4. Une R-algebre de Hopf graduée commutative est équivalente a un
objet cogroupe de la catégorie o/ lgr. En particulier A € Ob/lgg est une algeébre de Hopf
commutative graduée si et seulement si le foncteur Hom g4, (A, —) prend ses valeurs dans
la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. O

Définition 17.3.5. Un groupoide est une catégoire dont chaque morphisme est in-
versible ; un groupoide est petit si les objets forment un ensemble.

Remarque 17.3.6. Un groupoide petit est défini par un couple d’ensembles (O, M),
qui représentent I'ensemble des objets et ’ensemble de tous les morphismes. La
structure du groupoide est donnée par les applications :

O)
s
Mt xo *M —m> | T ()7

./

ol m est la composition, s,¢ : M = O la source et but d'un morphisme, c I'inverse
d’un morphisme et 7 le morphisme identité associé a un objet. Noter que le produit
fibré M' xo *M correspond a ’ensemble de couples de morphismes qui sont
composables.

Ces morphismes satisfont les axiomes évidents (exercice : préciser les axiomes !).

Définition 17.3.7. Un R-algébroide de Hopf est un couple d’objets (A,I') de la
catégorie &7/lgr muni de morphismes de structure A : I' = T'®@a ', np,nr: A =T,
x:I' =T, e: T — A qui définissent un objet cogroupoide de la catégorie #7lgg.

L’algébroide de Hopf (A,T") est plat si I' est un A-module plat par rapport a la
structure donnée par 7y..

Remarque 17.3.8. Une R-algebre de Hopf graduée commutative est un exemple
d’un R-algébroide de Hopf. (Observer qu’on peut considérer un groupe comme
un groupoide a un seul objet.)
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Théoréeme 17.3.9. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors (E,, E.E)
admet une structure canonique d’algébroide de Hopf plat.

Démonstration. Exercice. O

Exemple 17.3.10.
(1) Soit p un nombre premier. Alors <7, := HF,,HF, est une F,-algébre de
Hopf graduée commutative. Cette algebre de Hopf est la duale de 1’algebre
de Steenrod.
(2) L'algébroide de Hopf (MU., MU,MU) représente, par le théoreme de Quillen,
le groupoide des lois de groupe formel et leurs isomorphsimes stricts.
17.4. Comodules.
Définition 17.4.1. Soient R un anneau commutatif et (A, I") un algébroide de Hopf
dans #lgg.

(1) Un I'~comodule & gauche est un A-modules A/ muni d’'un morphisme de
structure ¢ps : M — I' ®4 M qui est un morphisme de A-modules tel que
les diagrammes suivants commutent

Ym

M—=T®s M Counité
\\ ie@]&f
M,
M M I'ea M Coassociativité

le \LF(@’(/)M

F®AMT®>MF®AP®AM.

(2) Soient M, N deux I'-comodules a gauche. Un morphisme de I'-comodules
f+ M — N est un morphisme f des A-modules sous-jacents tel que ¢ o
f=T®f)otm.
Remarque 17.4.2. Sil’algébroide de Hopf (A,T") a la forme (A, H), ou H est une R-
algebre de Hopf gradué commutative, alors un H-comodule en tant qu’algébroide
de Hopf est équivalent a un H-comodule (au sens habituel).

Proposition 17.4.3. Soient R un anneau commutatif et (A,T') un algébroide de Hopf
dans o/ lgg.

(1) Les I'-comodules a gauche forment une catégorie r&omod.

(2) Si(A,T)estplat, il existe une structure unique de catégorie abélienne sur pComod
telle que le foncteur oubli

r€omod — 4900
est exact.

Démonstration. Exercice. O

Théoreme 17.4.4. Soit E un spectre en anneaux commutatif et plat. Alors I’homologie
E, : S — UAb®" prend ses valeurs dans la catégorie g, p€omod. Pour X € Ob.2¢ un
spectre, le morphisme de structure de E,.(X) est donné par

E.(X) Y E.E®p E.(X)
T (E N X) T (ENENX).

_—
mx (EANAX)
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Démonstration. Exercice. O
Remarque 17.4.5. Par le Théoreme|17.4.4} la théorie d’homologie associée a un spectre
en anneaux commutatif et plat induit un foncteur

FE,: S — E*ECUmUD.

Ce foncteur conserve bien plus de renseignements sur la catégorie .”7# que le fonc-
teur naif :

E, : 550 — A%
Par exemple, le morphisme de Hopf 7 : S? — 52 induit une suite cofibre
§* 5 §% - P2
Le morphisme 7 induit le morphisme trivial HF; . () et, donc, on obtient une suite
exacte courte
0 — HF,,(S?) — HF,,(CP?) — HF,,(S*) — 0.
En tant que suite exacte courte de groupes abéliens gradués, cette suite se scinde.

Par contre, elle n’est pas scindée dans la catégorie wr, . e, Comod - donc les coopé-
rations permettent la détection du morphisme 7!
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18. QUELQUES PROPRIETES DE MU, MU

18.1. Rappels. On n’a pas encore déterminé la structure de MU, ; par contre, on
sait que, en tant que MU,-algebre (par rapport a la structure de MU,-module a
gauche), il existe un isomorphisme

MU, MU = MU, [b;|i > 1],

bng MU c

ol on écrit b; pour la classe qui est, par définition, 'image de la classe (3", |
MU, (CP®) par l'application induite par I'orientation complexe, MU, (CP>) —
MU,_oMU.

Remarque 18.1.1. Cette observation entraine que MU est un spectre en anneaux
commutatif qui est plat, donc (MU, MU.MU) a la structure d’un algébroide de
Hopf. Le morphisme diagonal est le morphisme en homotopie induit par MU A
NnAMU : MUANMU — MU NMU AN MU, etil est de la forme :

MU, MU = MU, [b;] — MU,MU ®yp. MU MU = MU, [b;] @ Z[t}] = MU, [b;, b)),

qui est un morphisme de MU.-algebres.
Donc, le morphisme diagonal est déterminé par 'image des générateurs b; €
MUQ»LMU dans MU* [bl, b;]

18.2. Résultats généraux sur les spectres C-orientés. Soit (E,zg) un spectre C-

~

orienté; I'orientation complexe induit un isomorphisme d’algebres E*(CPZ") =
E*[[zg]]. 'homologie E,(CPT) est un E,-module gradué libre, et il existe un is-
morphisme canonique de E,-modules

E.(3F]i > 0) = E.(CPY),

ott la classe 37 est duale, par rapport a I’accouplement de Kronecker E, (CPY) ®

E*(CPY) e E,, ala classe z%;. En particulier, 'accouplement de Kronecker in-

duit un isomorphisme
EYCPY) S Homg, (E.(CPY), E._q)

qui envoie une classe de cohomologie f : CPS’ — X¢E a la composition :

E.(CPY) % E.(3'E) = E,_4E S E..

En particulier, cet isomorphisme envoie la classe 2, € E?(CPY) au morphisme
de E,-modules défini par :

1 n=:1
E
B = { 0 sinon,

par définition des classes 5.

Lemme 18.2.1. Soient (E,x ) un spectre C-orienté et g : E — F un morphisme de
spectres en anneaux. Alors, g induit une structure de spectre C-orienté (F,xp 1= g.xp)
et, par rapport a l'orientation xp de F', on a

BF = g.(BF) € Fyu(CPY)
bE = g.(bF) € Fp; MU.

Démonstration. Exercice. O

Remarque 18.2.2. Le morphisme g, : E,MU — F.MU est le morphisme unique de
E,-algebres tel que bF — bl
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Si (E,zg) est un spectre C-orienté, alors le spectre E A MU est muni de deux
orientations différentes, qui sont induits par les morphismes de spectres en an-

neaux
TEAMMU

MU —< EANMU,
ne ANMU

et qu’on dénotera (par abus de notation) (E A MU, zg) et (E N MU, x v ).
Le résultat suivant est fondamental.
Proposition 18.2.3. Soit (E, x ) un spectre C-orienté. Alors le morphisme
(EAMU)YCPY) — Homp, (E.(CPY), (EAMU).—q)

qui envoie une classe de cohomologie f : CPS — SYE A MU a la composition

E.(CP?) —2L B (sim A MU

im

est un isomorphisme.
Cet isomorphisme envoie la classe x'y, € (E A MU)*(CPY) au morphisme de E,-

modules induit par
85 {5 o

sinon.

Démonstration. (Indications.) L'isomorphisme correspond a l'isomorphisme

(E A MU)YYCPY) = Hom( gy, (E A MU)L(CPY), (EAMU),_q)

(le morphisme ne dépend pas du choix d’orientation complexe).
On utilise le fait qu’il existe un isomorphisme canonique de (EAMU),-modules

o

(EAMU), ®@g, E.(CPT) = (EAMU),.(CPY)
qui envoie 3 ala classe 87 de (E A MU),(CPS) qui correspond a l'orientation
(ENMU,zg). Le foncteur (E A MU), ®g, — est 'adjoint a gauche du foncteur
oubli de la catégorie des (E'A MU).-modules vers les E,-modules, donc on obtient
I'isomorphisme recherché.
Le calcul de I'image de la classe 2%, € (E A MU)%*(CPY) est élémentaire. [

Corollaire 18.2.4. Soit (E,xg) un spectre C-orienté et soient (E N MU, xg), (E A
MU, zpv) les deux orientations de E A MU associées. Alors, dans (E A MU)?(CPY),
ona

MU — bE(ICE) = ZblEl‘ZEJrl
i>0
Démonstration. Par définition des classes bZE , on voit que z sy correspond au mor-
phisme de Hompg, (E.(CPY),(E A MU)._2) qui envoie 3§ a zéro et BE | — bF
pour i > 0. Le résultat en découle. (Exercice!) ]

Remarque 18.2.5. Les générateurs b” de E, MU définissent une série formelle b” (¢) :=
350 bET! sans terme constant et telle que (b%)’(0) = 1. Ceci explique la notation
utilisée dans "énoncé du Corollaire.

Notation 18.2.6. Soit ¢(t) € R[[t]] une série formelle. On écrit ¢, pour le coefficient
de t* dans la série formelle. Donc, pour tout nombre naturel j € N, (;5{8] est le
coefficient de ¢* dans la série formelle ¢(t)7.

Le corollaire[18.2.4|fournit une relation entre les générateurs 37 et 3MY de (E A
MU).(CPT), par dualité.
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Proposition 18.2.7. Soit (E,xg) un spectre C-orienté et soient (E N MU, xg), (E A
MU, zpu) les deux orientations de E N MU associées, qui fournissent les systemes de
générateurs {BF|i > 0}, {BMY]i > 0} de (E A MU),(CPY). Alors
E _ E\j gMU _ E\j gMU
B = )81 =208

7>0 =0
Démonstration. Par le corollaire(18.2.4} on a
ngU =08 (ep)
pour tout j € N.

On sait qu’on peut écrire B = >° .. ciB}'Y, ot les coefficients {c]} de (E A
E

s

#0)- Le résultat s’en découle immédiatement.
|

18.3. Coproduits pour MU. Le coproduit de 'algébroide de Hopf (MU.,, MU, MU)
peut étre déterminé & l'aide des résultats de la section précédente. D’abord, on
considere le morphisme de structure ¢ pour le comodule MU, (CPT’). Par défini-
tion, ce morphisme figure dans le diagramme commutatif :

MU), sont donnés par ¢/ = (

MU, (CP) M (v A MUY, (CPY)

x%

MU.MU @yy, MU, (CPY)

otl le morphisme vertical est 'isomorphisme de MU, MU-modules qui est induit
par le morphisme de M U,-modules MU, (CPTY) — (MUAMU),(CPT’) induit par
MU An (en particulier, on utilise la structure de module a droite sur (MU AMU).).

Pour calculer le morphisme 1, qui est un morphisme de MU,-modules, il suffit
de préciser 'image des générateurs 3*V dans (MU A MU).(CPS). Par fonctoria-
lité, MU — gMUL e générateur défini par rapport a l'orientation a gauche de
MU N MU. Par contre, par rapport a 'isomorphisme vertical, il faut ’exprimer en

termes des générateurs B qui correspondent a I’orientation a droite.

Notation 18.3.1. Pour simplifier la notation, écrivons 5, € MU,(CPY) et b, €
MU, MU pour les éléments 5}V et b}'" respectivement. La série formelle ;. bt/ !
sera toujours dénotée bMY (t), pour éviter de la confusion éventuelle.

Proposition 18.3.2. Le morphisme de structure » : MU,(CPT) — MU.MU ® v,
MU, (CPZ) est déterminé par

vBs =Y (M) © ;.

Jj=>0
Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition O

Remarque 18.3.3. On peut considérer bV comme une somme formelle graduée

Y 5o bi, ot ;| = i et (bMY)7 comme la somme formelle graduée (3",-,b;)’. (La
. nt (5'17)]
est égal au terme de degré s — j de (3_,5 bi)’. C'est cette notation qui est utilisée
par exemple dans JAda95, Section 11.11].

graduation remplace le variable de la série formelle). Alors, le coefficient (

Corollaire 18.3.4. Le morphisme diagonal
A: MUMU — MUMU ®py, MUMU

est détérminé par
41
Ab, =Y (MY)H @b,
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Démonstration. Exercice! O

Remarque 18.3.5. Si on utilise la graduation introduite dans la remarque cette

expression devient
Ab, =Y M) @ b;.
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19. L’ALGEBRE DE STEENROD

19.1. Opérations stables cohomologiques.

Définition 19.1.1. Soit p un nombre premier. L’algebre de Steenrod (sur F)) est la
[F,-algebre graduée
o = [L*HF,,HF,]

des opérations cohomologiques stables. La structure d’algebre est donnée par la
composition des morphismes.

Remarque 19.1.2. Cette algebre n’est pas graduée commutative.
Exercice 19.1.3. Démontrer que </ est une F,-algebre associative.

Proposition 19.1.4. La cohomologie modulo p, HF,* : /¢ — Ab®", prend ses va-
leurs dans la catégorie des <7 -modules (gradués). En particulier, si X est un spectre, alors
HF, * X est muni d'une structure naturelle de <7 -module :

o @p, HF,* X — HF, " X.
Démonstration. Exercice. O

Remarque 19.1.5. L'algebre de Steenrod est de type fini : en chaque degré d, I'espace
vectoriel /¢ est de dimension finie. On en déduit que I’homologie (HF, ) HF, est
isomorphe (en tant qu’espace vectoriel gradué) a Homy, (27, ), 'espace vectoriel
dual de 7. (Exercice : préciser les graduations.)

Rappeler que HIF,, est un spectre en anneaux commutatif et donc HF, A HF,
I’est aussi. Par conséquent, (HF,,) HF, est une [F,-algébre graduée commutative.

Notation 19.1.6. On écrit «/* pour la F)-algebre graduée commutative (HF, ) HF,,,
'algebre de Steenrod duale.

Lemme 19.1.7. Soit X un spectre. 1l existe un isomorphisme naturel
HF, .(HF, A X) = o/* @5, HF,,X.
Démonstration. Exercice. O

19.2. Algebres de Hopf (graduées commutatives). On fixe un anneau commutatif
unitaire R (non-gradué). (Par exemple, on peut prendre R = Z ou R = F,).

Notation 19.2.1. Pour R un anneau commutatif, soit &7lgr la catégorie des R-algebres
graduées commutatives.

Lemme 19.2.2. Soit R un anneau commutatif. Le produit tensoriel (gradué) est le copro-
duit dans la catégorie o/ lgp.

Démonstration. Soient B, C' deux algébres commutatives graduées. Alors B ®p C
a la structure d’une R-algeébre commutative graduée, et les morphismes R — B,
R — C induisent des morphismes naturels B — B ®r C' «+ C d’algebres commu-
tatives graduées.

Soient f : B — D, g : C — D deux morphismes de R-algebres commmutatives
graduées, alors le morphisme f ® g : B®g C — D, défini par (f ® g)(b® ¢) =
f(b)g(c) est un morphisme de R-algebres graduées commutatives. On vérifie que
cette construction est universelle.

O

Définition 19.2.3. Soit R un anneau commutatif. Une algebre de Hopf commuta-
tive graduée est une R-algébre commutative graduée (unité  : R — A, munie de
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morphismes d’algebres A — 5 AR A (coproduit), A X4 (conjugaison),

A —= R (augmentation) tels que les diagrammes suivants commutent :

A counité
A <T®<-:A ©r A ERA A’
A—2 > AgRA coassociativité
e
A®RAT®>AA®RA®RA
et la conjugaison donne :
la = po(x®1la)oA

= po(la®x)oA.

Notation 19.2.4. Pour A une R-algébre de Hopf graduée commutative, on écrit A
pour le noyau de 'augmentation € : A — R, de telle sorte que A =~ A & R en tant
que R-modules (exercice!).

Exemple 19.2.5. L'algebre de Steenrod duale, &%, est une F,-algébre de Hopf gra-
duée commutative. Par le lemme[19.1.7 il existe un isomorphisme = (HF, AHF,, A
HF,) = &/* ®F, «/* et les morphismes de structure sont les morphismes induits
en homotopie suivants

— augmentation : induit par le produit HF, A HF,, — HF), ;

— conjugaison : induit par la transposition des facteurs 7 : HF, AHF, — HIF, A

HF, ;

— coproduit : induit par HF,, A n A HF,, : HF,, A HF, — HF, A HF, A HF,,.
(Exercice : vérifier que ces morphismes induisent une structure d’algebre de Hopf.)
Proposition 19.2.6. Une R-algebre de Hopf graduée commutative est équivalente a un
objet cogroupe de la catégorie o/ lgr. En particulier A € Oblgg est une algebre de Hopf

commutative graduée si et seulement si le foncteur Hom o4, (A, —) prend ses valeurs dans
la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 19.2.7. Soient Ai, Ay deux R-algebres de Hopf graduées commutatives.
Alors I'algebre A1 ®r Ao est muni d’une structure naturelle d’algebre de Hopf graduée
commutative qui représente le foncteur S — Hom 4, (A1, S) x Hom g, (A2, S) a va-
leurs dans la catégorie des groupes.

Démonstration. Exercice. O

Définition 19.2.8. Une R-algebre de Hopf graduée commutative A est graduée co-
commutative (et donc graduée bicommutative) si le diagramme suivant commute :

2N

A®p A A®p A

ou 7 transpose les facteurs (utilisant les signes de Koszul associées a la graduation).
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Exercice 19.2.9. Soient R = F un corps (quelconque) et A une F-algebre de Hopf
graduée bicommutative de type fini. Montrer que A* := Homp(A, F) a une struc-
ture canonique d’algebre de Hopf graduée bicommutative de type fini.

Montrer que A est isomorphe, en tant qu’algebre de Hopf graduée bicommuta-
tive, a (A*)*.
Remarque 19.2.10. Le morphisme diagonal est un morphisme d’algebres, donc est
déterminé par sa restriction & un sous R-module gradué @) C A tel que les éléments
de Q engendrent A en tant qu’algebre.

Définition 19.2.11. Soit A une F-algebre de Hopf graduée commutative.
(1) Un élément homogene de A est primitifsiAz =2 ® 1+ 1® x.

(2) L'algebre de Hopf A est primitivement engendrée s'il existe un sous-espace
vectoriel gradué V < A qui engendre A et tel que tout élément homogene
x € V est primitif.

Exercice 19.2.12. Soit A une F-algebre de Hopf graduée commutative. Montrer que
(1) les éléments primitifs de A forment un sous-espace vectoriel gradué PA <
A;
(2) l'algebre A est primitivement engendrée si et seulement si les éléments de
I'espace PA engendrent A;

(3) si A est primitivement engendrée, alors A est graduée bicommutative.

Exemple 19.2.13. Soit F un corps.
(1) L'algebre graduée polynomiale F[z], z un élément homogene de degré pair,
est munie d’une structure canonique d’algebre de Hopf graduée commu-
tative pour laquelle x est primitif.

(2) L'algebre extérieure A(y), y un élément de degré impair, est munie d'une
structure canonique d’algebre de Hopf graduée commutative pour laquelle
y est un élément primitif. (L'espace vectoriel gradué sous-jacent a A(y) est
F @ F.y).

Les algebres ci-dessus sont des algebres graduées commutatives libres. En géné-
ral, pour tout espace vectoriel gradué V, l'algebre graduée commutative libre sur
V, L(V), est canoniquement une algebre de Hopf primitivement engendrée. (L'al-
gebre (V') est isomorphe au produit tensoriel de I'algebre symétrique S*(Vpair)
et de l'algebre extérieure A(Vimpair), 0t V' = Viair @ Vimpair est la décomposition
évidente de I'espace vectoriel gradué V'.)

Exercice 19.2.14. Soit F un corps.

(1) Soient A, B deux F-algebres de Hopf graduées commutatives connexes et
de type fini (de dimension finie en chaque degré et trivial en degrés néga-
tifs). Montrer que 'algébre de Hopf (A ®r B)* est naturellement équivalent
a A* ®p B*.

(2) Montrer que la F-algebre de Hopf duale A(y)* est une algebre extérieure
A(y")-

(3) Soit p un nombre premier. Montrer que 1'espace vectoriel des primitifs de
l’algebre de Hopf graduée commutative A(y) ®r, I, [x] est 'espace vectoriel

(y,x,xp,zPQ, P D).

(4) Montrer que l'algebre de Hopf duale F,[z]* est isomorphe en tant qu’al-

gebre graduée commutative a

Fylal® = QB [ri) /2,

i>0
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ol z; est dual au primitif 2?'" dans la base duale. (Les primitifs de A sont
duaux aux indécomposables de A*.)

19.3. Homologie de quelques espaces classifiants.

Remarque 19.3.1. L'espace CP> est un H-espace commutatif. On peut l'identifier
avec
— BU(1), l'espace classifiant du groupe unitaire U(1), qui est homéomorphe
a S, considéré comme le sous groupe topologique de C* des éléments de
norme 1;
- K(Z,2), I'espace d’Eilenberg-MacLane. (En effet, QBU (1) ~ U(1) & S, et le
cercle est un espace d’Eilenberg-MacLane K (Z,1).)

Remarque 19.3.2. Soit p un nombre premier. L'espace d Eilenberg-MacLane K (Z/p, 1)
est I'espace classifiant BZ/p du groupe abélien Z/p; il possede la structure d'un
H-espace commutatif. Par la théorie des revétements finis, il existe un modele ex-
plicite pour BZ/p :

considérer S?"~! comme les éléments de norme 1 dans C". Le groupe topo-
logique S' C C* agit sur C et donc, par l'action diagonale, sur C". Le groupe
Z/p C S* C C* des p-ieme racines d’unité agit par restriction sur $*"~! C C" et
ces actions sont compatibles pour les différents n € N, en particulier C"* — C"*!
induit un morphisme Z/p-équivariant :

SQn—l N S2n+1'
On définit BZ/p := colim(S*"~1/(Z/p)).
Remarque 19.3.3. Lorsque p vaut 2, il existe une équivalence d’homotopie BZ/2 ~
RP°.
Exercice 19.3.4.

(1) Alaide du modele de BZ/p donné ci-dessus, montrer qu’il existe un mor-
phisme BZ/p — CP>. (On peut considérer que ce morphisme est induit
par le foncteur B— ‘espace classifiant” appliqué a l'inclusion de groupes
Z/p — Sh)

(2) Montrer que HF,*(CPY) et HF,*(BZ/p4) sont des F,-algebres de Hopf
graduées bicommutatives.

Proposition 19.3.5. Soit p un nombre premier. Alors, il existe des isomorphismes d’al-
gebres de Hopf graduées commutatives primitivement engendrées :
(1) HF,*(CPY) = Fplz], |z| = 2;
(2) sip > 2, HF,*(BZ/p) = Aly) @ Fpla], 2] = 2, |y| = 1, 00t BZ/p — CP™
induit l'inclusion de ’algebre polynomiale I, [x] en cohomologie ;
(8) sip =2 HF,*(BZ/24) = Falu], |u| =1, ot BZ/p — CP* induit l'inclusion
de I'algebre polynomiale Fy[x] = Fo[u?] en cohomologie.
Démonstration. (Indications). Le premier énoncé est une conséquence immédiate
du fait que HF,, est C-orienté. Le deuxieme point découle du fait que le morphisme
BZ/p — CP est un S'-fibré principal, donc on peut utiliser la suite exacte de
Gysin associée a
S' — BZ/p — CP*™.
|

Corollaire 19.3.6. Soit p un nombre premier. Alors, il existe des isomorphismes d’algébres
graduées commutatives :

(1) HF,.(CPT) = Q50 Fp [/Bpi]/ﬁfji, o (3 est dual a ¥, donc est de degré 2p°;
(2) sip>2, I']IFp*(BZ/p+) = A(w) @ ®i20 Fp[ﬂpi]/ﬂgi/ oil |w‘ =1,
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(8) sip =2, HF2.(BZ/21) = @, F2[C2:]/(5i, 0it Coi est dual u2', donc est de
degré 2¢.
Démonstration. Exercice. O
19.4. L'algebre de Steenrod duale. Par construction du spectre d’Eilenberg-MacLane,
'espace classifiant BZ/p est 1'espace (HF,, );, donc il y a un morphisme canonique
de spectres
Y*BZ/p — HF,[1] = XHF),.
Le morphisme de groupes Z — Z/p induit un morphisme
CP>* ~ K(Z,2) — K(Z/p,2) = (HF, )2
et donc on dispose d’un morphisme
$°CP> — HF, 2]

qui correspond a l'orientation complexe canonique du spectre d Eilenberg-MacLane
HF),. Ce morphisme se factorise a travers le morphisme canonique

Y*K(Z/p,2) — HF,[2].
Ces morphismes induisent en homologie
(HF,),(CP™) — (HF,)

QI_EFP
(HF,),(BZ/p) — (HF,),_,HF

*—

*—1 p-

Remarque 19.4.1. Les morphismes canoniques
(HFp), (K(Z/p,1)) — (HF,), HF,
(HFp),(K(Z/p,2)) — (HF,), ,HF,.
se factorise respectivement a travers les morphismes ‘suspension homologique’ :
(HF, ), (K(Z/p,1)) — (HF,), ,(K(Z/p,2))
(HF, ), (K(Z/p,2)) — (HF,), ., (K(Z/p,3))
respectivement. (Exercice : vérifier cette affirmation en utilisant le calcul de 1'ho-
mologie d'un spectre en termes de 1'homologie des espaces du spectre.)
La suspension homologique, pour X un espace pointé, est le morphisme naturel
HF, ,(Q2X) — HF, ._1(X) qui est induit par la counité d’adjonction QX — X.
L'espace de lacets X est un H-espace, donc HF, . ((2X);) est une algebre,
munie du produit dit de Pontrjagin. Il est un fait fondamental que 'image des élé-

ments décomposables pour ce produit par le morphisme suspension homologique
est triviale.

Pour simplifier la présentation, on suppose désormais que p > 2. Le cas p = 2
peut étre traité par des arguments similaires.

Notation 19.4.2. Soit p > 2 un nombre premier. Pour ¢ > 0,

(1) soit&; € (HFy )y, ;) HF, I'image de I'élément 3, € (HF)), ,(CP™).
(2) soit 7; € (HF} ), ,HF, 'image de I'élément §,; € (HF, ), .(BZ/p).
Lemme 19.4.3. L'élément &y = 1 dans HF,, . HF,.
Démonstration. Exercice. (]

Remarque 19.4.4. Par la remarque(19.4.1} les images de (HF, ) _(BZ/p) etde (HF,,)_ (CP>)
dans (HF, ) HF, sont contenues dans

(13,&li > 0).

(L'image de I'élément w € (HF, ), (BZ/p) est I'unité, donc coincide avec I'image
de f())
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L'algebre de Steenrod duale (HF,) HF, est une [F,-algebre graduée commuta-
tive et donc, par la propriété universelle de I'algeébre graduée commutative libre, il
existe un morphisme canonique d’algebres :

Fpl&ili > 1] @ A(7y|j > 0) — (HF,) HF,.

Théoréme 19.4.5. Soit p > 2 un nombre premier. Le morphisme
Fpl&ili > 1] @ A7;]j = 0) — (HF, ) HF,,.

est un isomorphisme d’algebres.

*

Démonstration. (Indications.) Pour démontrer ce résultat, normalement on calcule
I'homologie HF, . (K(Z/p,n)) des espaces d Eilenberg-MacLane Vn. Une approche
élégante est due a Ravenel et Wilson, en utilisant la théorie des ‘anneaux de Hopf’
(voir [Wil82, Section IL.8]). Le calcul par Serre est en cohomologie en utilisant la
suite spectrale de Serre et Cartan a fait des calculs au niveau des chaines. O

Remarque 19.4.6. Pour p = 2, il existe une construction similaire. Le morphisme
canonique X*°RP>* — HF; [1] induit un morphisme en homologie et on définit ¢;
comme l'image de la classe (i, donc |§;| = 2t — 1. Alors, il existe un morphisme
canonique d’algebres

Fyl&]i > 1] = HF, ,HF,.
Rappeler que MU est un spectre connexe et que my(MU) = Z, par l'isomor-

phisme d’'Hurewicz et donc il existe une augmentation canonique d’anneaux gra-
dués commutatifs : MU, — Z.

Corollaire 19.4.7. Soit p > 2 un nombre premier. Le morphisme de Thom © : MU —
HF,, induit le mophisme d’anneaux commutatifs : MU, — HF, . = F, qui est la compo-
sition de I'augmentation MU, — 7Z avec la réduction modulo p.

Le morphisme © AN © : MU N MU — HF, A HF, induit en homotopie :

MU,MU — HF, . HF,

”T Tu

MU, [bMV] ——Fp[&] ® A(7))
le morphisme de MU .-algeébres défini par :

pMU & i=pt -1
¢ 0 sinon.

Démonstration. L'identification du morphisme MU, — (HF) ), est élémentaire. Le
morphisme X*°CP*> — HF, [2] se factorise :

TMU

YoCP® —— MU|[2|
S
HF, [2],

par construction du morphisme de Thom, ©.
Par définition, la classe bV est I'image de la classe B € MUs(;41)(CP™) et,

par naturalité, BMY — fff’ € HF,5(;+1)(CP*) sous le morphisme de Thom. Le
résultat en découle de la définition des classes &;. |

Remarque 19.4.8. En termes de séries formelles, ce morphisme induit :
Sh e e
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19.5. Le coproduit. Soit p > 2 un nombre premier. Pour calculer le coproduit de
o/*, on procede comme pour MU, MU : d’abord on détermine le morphisme de
structure (HF, ), (CPT) — &* ®p, (HF, ), (CPY).

Rappeler que le morphisme de Thom, ©® : MU — HF,, induit un morphisme
d’algébroides de Hopf (MU,, MU.MU) — (F,<*) et, en particulier, un mor-
phisme d’algebres MU. MU — <7* dont I'image est F,[£;].

Proposition 19.5.1. La coaction v : (HF,) (CPY) — o/ ®, (HF,), (CPY) est don-

née par : o
WaE =3 Gt N @8

i>0
Démonstration. Le morphisme de Thom © : MU — HF, induit un diagramme
commutatif :

MU, (CPY) ——= MU,MU ®y1, MU,(CPY)

| |

(HF,), (CPT) ——— /" @p, (HF,),(CPT).

Le morphisme vertical a gauche est surjectif, donc le résultat est une conséquence
immédiate de la Proposition [18.3.2 O

Théoréme 19.5.2. Soit p > 2 un nombre premier. Le coproduit de I'algébre de Steenrod
duale

HF, . HF, = F,[&[i > 1] ® A(7;]j = 0)
est donné par

A = Y806
=0

n .
A, = > & @n+mel
=0

Démonstration. Le calcul de la diagonale des éléments {¢;} est une conséquence de
la Proposition [19.5.1) comme pour le calcul du coproduit de MU, MU a partir de
la structure de comodule de MU, (CPT).
Pour les éléments 7;, on utilise les morphismes de spectres
HF, [1] — *°BZ/p — S°CP>,
qui induisent morphismes de /*-comodules
HF, . HF,[1] — HF,.BZ/p — HF, .CP>.

Le morphisme HF), ,X>*° BZ/p — HF ), ,CP est un isomorphisme en degrés pairs.
En utilisant la forme du coproduit sur HF,, .CP, on déduit facilement le copro-

duit A7, (exercice!!), en utilisant le fait que le terme 7,, ® 1 est imposé, car &7 * est
une algebre de Hopf. O

Notation 19.5.3. (Soit p > 2 un nombre premier.) Soit P* la sous-algebre F,[¢;] de
.

Remarque 19.5.4. L'algeébre P* est 'image du morphisme d’algebres MU, MU —
(HF, ), HF, et est une sous-algébre de Hopf de «*.
Il existe une suite exacte courte d’algebres de Hopf

P* o of* = A(7jlj > 0)
ou l'algébre extérieure est primitivement engendrée en tant qu’algébre de Hopf.

Linclusion P* — &/ admet un rétracte &/* — P*, qui est un morphisme d’al-
gebres de Hopf.
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On a le résultat suivant :

Lemme 19.5.5. Soit p > 2 un nombre premier.
(1) L'inclusion P* — </* induit un foncteur exact (corestriction)
p+Comod — o« Comod
de la catégorie des P*-comodules a gauche vers la catégorie des o7 *-comodules a
gauche.
(2) Soit M un a/*-comodule gradué tel que M est concentré en degrés pairs. Alors le

morphisme de structure de M se factorise canoniquement :

M—->P M — " ®M.

Démonstration. (Indications.) Si W est un P*-comodule, on définit le .&7*-comodule
associé par le morphisme de structure :

W =P QW — o W.

Soit M un &/*-comodule concentré en degrés pairs et soit z un élément de degré
minimal tel que Yz ¢ P* @ M (s'il existe). L'élément 1)z est de degré pair, donc ne
peut pas étre linéaire dans les éléments 7; (qui sont de degré impair). En utilisant la
coassociativité de la coaction, on déduit facilement une contradiction a I’hypothese
que z soit de degré minimal. (Exercice!) O

Exemple 19.5.6. (Soit p > 2.) Les &/ *-comodules (HF, ) CPY) et (HF,) MU sont
concentrés en degrés pairs, donc sont définis par des structures de P*-comodules
(HE,),(CPT) — P @ (HE,),(CPY)

(HF,), MU — P*® (HF,) MU.

19.6. L'homologie de MU en tant que &/*-comodule. Soient E, F' deux spectres
en anneaux commutatifs tel que E est plat, donc (E., E,E) est un algébroide de
Hopf. Alors, le morphisme de structure £, F — E,E ®@p, E,F est un morphisme
d’algebres. Par exemple, ceci entraine que le morphisme de structure

(HF,) MU = F[b;li > 1] — /" @ (HF,) MU

est un morphisme d’algebres, donc est déterminé par 1'image des générateurs {b;|i >
0} (rappeler que by = 0).
L'orientation complexe X°CP* — MU 2] induit un morphisme de </*-comodules :

(HF,),(X*°CP>) — (HF,), ,MU

*—2
qui envoie le générateur (en tant qu’espace vectoriel) 511 a b; (¢ > 0). On en déduit
le résultat suivant :

Proposition 19.6.1. Soit p > 2 un nombre premier impair. La structure de comodule
Y (HF,) MU — &* @ (HF,) MU

est déterminée par :

vby =D (&t )y @ b

i>0

Démonstration. Conséquence immédiate de la Proposition(19.5.1} par la discussion
ci-dessus. (Observer que cet argument est ’'analogue de celui utilisé dans la dé-
monstration du Corollaire|18.3.4}) (]

Corollaire 19.6.2. Soit p > 2 un nombre premier impair. Modulo les éléments indécom-
posables (pour la structure d’algebre), la coaction

¥ (HF) MU — o/" @ (HF, ) MU
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est de la forme suivante

Vb, = 1®by 1 +&®1 s=p'—1
ST 1® b sinon.

Démonstration. Evident. O

Définition 19.6.3. Soit N la Fp-algebre graduée N :=F,[z,|s € N, s # p* — 1], telle
que |z4| = 2s (on pose g = 1) et soit v : (HF, ) MU — N le morphisme d’algebres
graduées détérminé par

bSH{ xs s#p -1

0 s=p'—1.
Définition 19.6.4. Soit ¥ : HF, .MU — &* ® N la composition (&* @ v) o ¢ :

HF, MU —*% P* @ HF, , MU %% p* o N,
oll, par abus de notation, on écrit ¢ : HF, .MU — P* @ HF, .MU pour la structure
de P*-comodule.

Remarque 19.6.5. On peut considérer P* @ N comme un P*-comodule, muni de la
structure étendue.

Proposition 19.6.6. Le morphisme ¥ : HF, MU — P* ® N est un isomorphisme
de F-algebres graduées commutatives et de P*-comodules (et donc, par corestriction, de
o/ *-comodules).

Démonstration. Le fait que ¥ est un morphisme d’algeébres et un morphisme de
comodules est évident.

Il est clair que (HF, ), MU et P* ® N sont isomorphes en tant qu’algebres gra-
duées commutatives et que ces algebres sont de type fini (de dimension finie en
chaque degré). Donc, pour démontrer que ¥ est un isomorphisme, il suffit de mon-
trer que V¥ est surjectif. Les algebres sont connexes, donc il est suffisant de montrer
que ¥ induit une surjection sur les éléments indécomposables.

On a calculé la coaction ¢ modulo décomposables en Corollaire On en
déduit que, modulo décomposables, ¥ est de la forme suivante :

[ 1®z, s#pi—1
\I/bb:{fz@)l szpi—l.

Ceci établit la surjectivité et donc conclut la démonstration. O
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20. RESOLUTIONS D’ ADAMS ------ >
20.1. Spectres E-injectifs.

Définition 20.1.1. Soit E un spectre en anneaux. Un spectre X is E-injectif s’il est
un rétract d'un spectre de la forme EA Y.

Lemme 20.1.2. Soit E un spectre en anneaux. Un spectre X est E-injectif si et seulement

si le morphisme

XesAaXx "™ Eax

admet un rétract.

Démonstration. L'implication <« est évidente, donc on démontre =-.
Supposon que X est rétract de £ A Y. Alors, on dispose d'un diagramme com-
mutatif
X —>EAY —=X
\—/

1x

Le morphisme 4 induit un morphisme de F-modules: EA X — EAY etla com-
position

ENX -ENY B X
est le rétract recherché. O
Définition 20.1.3. Soit £ un spectre en anneaux.

(1) Unesuite ... X,4+1 — X, — X1 — ... de morphismes (les compositions
successives sont triviales) est EF-exacte si, Vn € Z et VI E-injectif,

[Xn—&-laﬂ — [Xnaj] — [Xn—lvj]
est exact.

(2) Unmorphisme f : X — Y est un E-monomorphisme si 0 — X LY est B-
exacte. (Cette condition est équivalent a [f, I] étant surjectif, VI E-injectif.

Lemme 20.1.4. Un morphisme f : X — Y est un E-monomorphisme si et seulement si
ENf:ENX — ENY admet un rétract.

Démonstration. Le spectre EAX est E-injectif et [Y, EAX]| — [X, EAX] est surjectif.
Dong, il existe un morphisme g qui rend commutatif le triangle :

Y
e
g
\
XT/\?(E/\X.

Le morphisme g induit un morphisme de E-modules EAY — E A X qui est le
rétract recherché. O

Remarque 20.1.5. Soit X un spectre. Alors, par le résultat précédent, le morphisme
NAX : X — EAX estun E-monomorphisme. En particulier, pour tout spectre X,
il existe un E-monomorphisme X — I, o1 I est un E-injectif. Dong, la catégorie
IH possede suffisamment de E-injectifs.

On en déduit directement le résultat suivant :
Lemme 20.1.6. Soit E un spectre en anneaux et soit Z un spectre.
(1) Si I est E-injectif, alors I A\ Z est E-injectif.

(2) Si f: X — Y est un E-monomorphisme, alors f NZ : X NZ — Y A Z est un
E-monomorphisme.
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(8) Un morphisme f : X — Y est un E-monomorphisme si et seulement si X f :
XX — XY est un E-monomorphisme.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 20.1.7. Soit X Ly = Z unesuite cofibre. Alors f est un E-monomorphisme
si et seulement si la suite
0-X—-Y—-2-0

est E-exacte.

Démonstration. On démontre 'implication =, la réciproque étant évidente.
Puisque X — Y — Z est une suite cofibre et f est un E-monomorphisme, par
hypothese, il suffit de montrer que ¥ — Z induit un monomorphisme [Z,] —
[Y, I], quelque soit I un E-injectif. Ceci découle de la suite exacte longue induite
par [—, I]. O

Remarque 20.1.8. La classe .# dans .#7# des objets E-injectifs est une classe injec-
tive stable par suspension, dans la terminologie de 1’algebre homotopique.

On note le résultat suivant en £-homologie, qui est une conséquence immédiate

du Lemme

Proposition 20.1.9. Soit X — Y — Z une suite cofibre, ot X — Y est un E-
monomorphisme. Alors la suite exacte longue en E,-homologie induit une suite exacte
courte de E.-modules :

0— E.(X)— E.(Y)— E.(Z)—0.
Démonstration. Par Lemme le morphisme E A X — E AY admet un ré-

tract, donc il est injectif en homotopie. Par la définition méme de E.-homologie,
E.(X) — E.(Y) est injectif. O

20.2. E-résolutions.

Définition 20.2.1. Soit E un spectre en anneaux. Une E-résolution de X € Ob.%%¢
est une suite de la forme :

0ox o phpes
telle que
(1) la suite est F-exacte;
(2) chaque objet I°, s € N, est E-injectif.
Soient X — I°®, Y — J*® deux E-résolutions. Un morphisme de E-résolutions est

un morphisme f* : I* — J* tel que, ¥n € N, le diagramme suivant commute

n *7”> In+1

fﬂl lf’HJ

T =

Lemme 20.2.2. Soit X un spectre. Alors, X admet une E-résolution.

Démonstration. La construction est par récurrence ; pour démarrer la construction,
soit X — I° un E-monomorphisme ou I° est un E-injectif; ceci fournit une suite
cofibre X — I° — CY. Pour I'étape de récurrence, on suppose qu’on ait construit
une suite cofibre

Cn—l BN NS L
ou I" est E-injectif et C"~! — [" est un E-monomorphisme. (On pose C~1 := X.)
Alors, on choisit un E-monomorphisme C" — I ntl oy [7tL est E-injectif, et on
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prend pour C"*! la cofibre de ce morphisme, et pour I"™ — I"*! la composition
" — Cn s 1n+1.

On vérifie a 1'aide de la Proposition que la suite ainsi construite est une
E-résolution. O

Ce résultat admet une réciproque.

Lemme 20.2.3. Soit X — I*® une E-résolution. Alors, il existe un raffinement

0 It J2
/ A \ / A \ / A
X o O g

dont les triangles décorés par A\ correspondent a des suites cofibres, les autres triangles
commutent et les morphismes C™ — 1" sont des E-monomorphismes.
Le raffinement est unique a isomorphisme non-unigue pres.

Démonstration. La construction du diagramme est récursive : le morphisme I —
C™ est la cofibre du morphisme C"~! — I" et, C" — I"*! est une factorisation de
I"™ — I™*1 On utilise le fait que la suite X — I*® est E-exacte pour déduire que, a
chaque étape, C" — ™! est un E-monomorphisme.

L’'unicité a isomorphisme pres est une conséquence du fait que la cofibre d'un
morphisme est unique a isomorphisme non-canonique pres. O

Remarque 20.2.4. Attention! Ceci n’est pas encore une résolution d’Adams, pour
lesquelles il y a un décalage, car la construction se fait en prenant les fibres et pas
les cofibres.

Définition 20.2.5. Soient f°®,g* : I* =% J* deux morphismes entre E-résolutions.
Une homotopie de chaines entre f*, g® est un ensemble de morphismes {h" : I" —
J"~!n € N} (on convient que h° = 0) tel que : f* — g™ = h" 1 oi"+ j"oh™,Vn € N.

Proposition 20.2.6. Soit E un spectre en anneaux et soient X — I°, Y — J*® deux
E-résolutions. Un morphisme f : X — Y se releve en un morphisme f*® : I®* — J* tel
que

X ——=1°

e
Yy ——= 0

commute. Si f®,g* : I* =3 J* sont deux relevements de f, alors ils sont homotopes par
une homotopie de chaines.

Démonstration. Exercice. (Essentiellement le méme argument que celui utilisé en
algebre homologique classique.) O

20.3. Résolutions d’Adams.

Définition 20.3.1. Une E-résolution d’Adams d’un spectre X est un diagramme
de triangles exacts :

X = XO it Xl i X2 < 22 s 4
JAN o/ A o/ Ao )
3° yas 1t s 52 2
K° K! K?
oti les objets K'® sont E-injectifs et les morphismes X° — K* sont des E-monomorphismes.

Proposition 20.3.2. Il existe une bijection entre I'ensemble de E-résolutions d’Adams et
I'ensemble de E-résolutions muni d'un raffinement (voir Lemme|20.2.3).
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Démonstration. Soit (X*, K*,i®,j°, k*) une résolution d’Adams. On lui associe la
E-résolution

X—->K' oy lK' 5 S5 YK — L,
muni du raffinement évident. Cette construction est évidemment une bijection. [

Exemple 20.3.3. Il y a une maniere canonique de construire une résolution d’Adams.
L'unité n : S — E est un E-monomorphisme et induit une suite cofibre

S—E—FE
qu’on peut écrire comme une suite cofibre
»'E—-S—E.

Ainsi, on obtient une résolution d’Adams de X dont J* = E A X*® et, par récur-

rence : B
X5 = (DB AX.
Cette construction est fonctorielle.
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21. LA SUITE SPECTRALE D’ADAMS

21.1. Enoncé. On fixe un nombre premier p. Rappeler que Z, est I'anneau des

entiers p-adiques :
Zy, = UmZ/p".
“«—n

Théoreme 21.1.1. Soit X un spectre tel que m,.(X) = 0 Vr << 0 et HF,, X est un
[F,-espace vectoriel de type fini. Alors, il existe une suite spectrale (E5*,d,.), telle que
d, : B3t — Estritr—let

(1) Ey' = Ext®). (F,,HF, . X)

(2) La suite spectrale converge vers my_ (X ) ® Z,, (il existe une filtration de 7, (X) ®
Zy telle que E5T", s € N, est le groupe gradué associé i la filtration).

Corollaire 21.1.2. Soit X un spectre tel que m,(X) = 0 Vr << 0 et HF, . X est un F-
espace vectoriel de type fini. Si Ext®). (F,, HF, . X) = 0 pour t — s impair, alors la suite
spectrale d’Adams dégéneére. En particulier, Vn € Z, il existe une filtration de 7, (X ) ® Z,,

s,5+n

tel que Ext. ;" (Fp,, HF, . X) est le groupe gradué associé a cette filtration.
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22. LE THEOREME DE QUILLEN
22.1. Enoncé du théoréme de Quillen.

Théoréme 22.1.1. Le morphisme L — MU, d’algebres, induit par I’orientation complexe
canonique de MU, est un ismorphisme.

Une approche a la démonstration de ce résultat utilise la suite spectrale d’Adams.
On a besoin d"une compréhension du morphisme d’Hurewicz intégral hz, qui in-
duit un diagramme commutatif de morphismes d’anneaux :

) L——> MU,

Ny

HZ .MU <— Z[bFZ].

Le spectre HZ A MU possede les deux orientations complexes z ;¢ et iz, qui sont
reliées par I'équation

MU — bHZ (LL'Hz)
Les deux structures de loi de groupe formel sur (HZ A MU)*(CPY) sont induites
par CP* x CP* — CP® (la structure de H-espace habituelle) qui induit un
morphisme d’algebres en cohomologie. On a donc

Fyu(emo, ymu) = 8 (2w + ymz ),
ol Fiyp est la loi de groupe formel associé a x y;7, puisque la loi associée & zyyz, est
la loi additive.
Donc b™7 est un isomorphisme strict entre la loi de groupe formel additive et
Faru. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 22.1.2. Les morphismes du diagramme (9) induisent des isomorphismes d’al-
gebres
LoQ=MU.®Q=HZMU®Q,
et bPZ est I'exponentiel de la loi de groupe formel universel sur MU..
En particulier

(1) HZ .MU C MU, ® Q est la sous-algebre de MU, ® Q engendrée par les coeffi-
cients {m;} du logarithme de la loi de groupe formel universel ;

(2) il existe un choix de générateurs L = Z[a,] tels que, modulo les éléments décom-

posables
—bi 7 7é pi -1
a“r { —pb; i=p'—1,
p un nombre premier quelconque.

Démonstration. L'équation Fyrp (v, ymy) = b (vaz + yrz ) montre que b2
est 'exponentiel de la loi de groupe formel Fj;y sur HZ .MU @ Q = Q[b;]. Soit
> i>o m;xz' ! l'inverse de bHZ pour la composition de séries formelles, m; € HZo; MU,
alors m; = —b" modulo éléments décomposables et il est évident que L —
HZ .MU devient un isomorphisme apres ®Q et la série formelle Y, , m;z* ™! est
le logarithme de la loi de groupe formel universelle. Puisque, le morphisme d'Hu-
rewicz est un isomorphisme apres ®Q, on a les isomorphismes de Q-algébres.
Enfin, par l'identification de I'anneau L de Lazard on sait qu’il existe un choix
de générateurs L = Z[a;] tel que
a; — { mg Z # Pi -1
pm; i=p'—1,

p un nombre premier quelconque. Ceci conclut la démonstration. O
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22.2. Le morphisme de Hurewicz (modulo p). Rappeler le résultat suivant :
Proposition 22.2.1. Soit p un nombre premier. L’homologie HF .. induit un foncteur
S —  y«Comod
X +— HF,.X,
a valeurs dans la catégorie des o7 *-comodules a gauche

Définition 22.2.2. Soit M € Ob -C€omod un &/ *-comodule a gauche, muni du
morphisme de structure

v:M— "R M.
Un élément homogene x de M est primitif (pour la structure de comodule) si ¥z =
1®x. L'espace vectoriel gradué des éléments primitifs de M est dénoté par P/« M.

Corollaire 22.2.3. Le morphisme d’Hurewicz 7.(X) — HF, . X se factorise en tant que
morphisme de groupes abéliens :

7m(X) — Py-HF, , X — HF,, X.
Démonstration. Le morphisme de Hurewicz s’identifie a la composition
[S", X] — Hom -« (X"F,, HF) . X) — Homp, (X"F,, HF,.X) = HF,, X.
On vérifie que Homy+ (X"F,, HF, . X ) = (Py-HF, . X),,. O
Exemple 22.2.4. Soit p > 2 un nombre premier impair. La structure de «/*-comodule

de HF,, .MU est la corestriction de la structure de P*-comodule et il existe un iso-
morphisme de P*-comodules :

HF, .MU = P*® N.
L'espace des «7*-primitifs de HF,, , MU est donc
Py-HF, .MU = N = Flzy|s # p].
Le morphisme de Hurewicz donc induit un morphisme
MU, — Py-HF, MU = N = Flzy|s # p].
Le produit de HF, . MU induit une structure de [F,-algébre graduée commutative
sur Py-HF, . MU.

Rappeler que l'orientation complexe canonique de MU induit un morphisme
d’algebres L — MU, ; (le fait que c’est un monomorphisme est une conséquence
de I'identification de la composée avec le morphisme d’'Hurewicz intégral MU, —
HZ . MU).

Proposition 22.2.5. Soit p un nombre premier. Alors la composition
L — MU, — Py-HF, MU = N
est un morphisme surjectif d’algebres.

Démonstration. (Indications.) Le morphisme de Hurewicz MU, — HF, .MU se
factorise
MU, — HZ .MU — BZ .MU © F, = HF, .MU,
puisque HZ ., MU est sans torsion additive.
On considere le diagramme commutatif induit :

L MU,
HZ. MU
P-HF, MU HF, ,MU.
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Par la proposition on sait décrire L — HZ .MU modulo les éléments dé-
composables : il existe un choix de générateurs L = Z[a;] tel que

aiH{ —b;, i#p —1

—pbi 1= pj — 1.
Il est donc évident que le morphisme L — N est surjectif sur les éléments indé-
composables, donc surjectif, les algebres étant graduées connexes. O

Remarque 22.2.6. Le morphisme MU, — HZ,MU est un morphisme d’algéebres
graduées ; puisque HZ .MU est sans torsion additive, ce morphisme se factorise
canoniquement :
MU, — MU, /tors — HZ .MU,

ol tors est 1'idéal des éléments de torsion dans MU, (en particulier les morphismes
sont des isomorphismes d’algebres). Dans la catégorie des groupes abéliens gra-
dués, on a un isomorphisme MU, = MU, /tors @ tors.

Le morphisme MU, /tors — HZ,.MU est un monomorphisme (puisqu’il de-
vient un isomorphsime apres ®Q).

Le résultat précédent montre que le morphisme d"Hurewicz modulo p permet
de détecter une sous-algebre polynomiale de MU./tors.

22.3. Spectres modulo p. Soit p un nombre premier. Rappeler que le spectre S/p
est un spectre de Moore de type Z/p.

Notation 22.3.1. Soit X un spectre; on écrit X/p pour le spectre cofibre du mor-
phisme p: X — X.
Lemme 22.3.2. Soit X un spectre, alors X /p = X N S/p dans S5 .

Démonstration. Le produit smash X A — avec la suite cofibre S % S — S/p induit
une suite cofibre

X ﬁ) X —-X / P
et, puisque la cofibre est unique a isomorphisme (non canonique) pres, on en dé-
duit le résultat. O

Proposition 22.3.3. (Cf. [Ada95| Proposition II1.6.6].) Soit X un spectre. Il existe une
suite exacte courte de groupes abéliens

0 — (X)) @F, — m,(X/p) — Tor}(m,_1(X),F,) — 0.
Si p est impair, la suite exacte courte est scindée et m,(X/p) est un groupe d’exposant p
(autrement dit, équivalent a un F,-espace vectoriel).

Démonstration. La suite cofibre X — X — X/p induit une suite exacte longue en
homotopie
(X)) B (X)) = 1 (X p) — o1 (X) — ..
qui fournit la suite exacte courte.
Si p est impair, alors le morphisme p : S/p — S/p est trivial dans #5# (exer-
cice!!), donc le morphisme p : X/p — X/p est trivial. On déduit que les groupes
d’homotopie 7. (X/p) sont d’exposant p. O

Remarque 22.3.4. Pour A un groupe abélien, Tors(A,F,) est le groupe p — tor(A)
des éléments de A de p-torsion (a € A tel que pa = 0).

Corollaire 22.3.5. Soit X un spectre.
(1) Le groupe ,,(X/p) est un p-groupe d’exposant p*, ¥n € Z.

(2) Sile groupe d’homotopie m,(X) est finiment engendré en tant que groupe abélien,
Vn € Z, alors les groupes d’homotopie m,,(X/p) sont des p-groupes finis.

Démonstration. Evident. O
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22.4. Lespectre MU/p et calculs homologiques. On connait la structure du groupe
abélien gradué libre MU, /tors, puisque MU, /tors ® Q =2 L ® Q = Q[a;], |a;| = 2i.
L'inclusion MU, ® F, — m,(MU/p) induit un monomorphisme

(MU, /tors) ® F,, — 7, (MU/p)

(puisque MU, /tors est facteur direct, en tant que groupe abélien, de MU.,). Donc
on connait 'image, qui est isomorphe a 'espace vectoriel sous-jacent de l'algébre
de polynémes F[a;|i > 1], |a;| = 2i.

On va démontrer, a 1’aide de la suite spectrale d’Adams, que (MU, /tors) @ F,, =
(MU /p), qui montre que MU, n’a pas de p-torsion.

Notation 22.4.1. Pour p > 2 un nombre premier, soit P la sous-algebre IF,,[§;[i >
1] ® A(7o) de &7*.
Lemme 22.4.2. Soit p > 2 un nombre premier. L'algébre Py est une sous-algebre de Hopf
de o/ * qui est isomorphe, en tant qu’algebre de Hopf, a

P* ® A(1),

oit Ty est primitif.
11 existe une suite exacte d’algébres de Hopf :

Pr — " — M7lj 2 1),
ot A(7;) est primitivement engendrée en tant qu’algebre de Hopf.
Démonstration. Evident. (Comparer le cas P* — &7*.) ]
Le morphisme d’algebres de Hopf P; — &/* induit un foncteur de corestriction
py€omod — g+ Comod.

Proposition 22.4.3. Soit p > 2 un nombre premier. Le o/ *-comodule HF,, ,(MU/p) est
la corestriction du P;-comodule :

HF,,(MU/p) = P; ® N.

Démonstration. (Indications.) Le spectre MU/p est isomorphe dans .27 a MU A
S/p. 11y a un isomorphisme de Kiinneth :
HF,.(MU A S/p) = HF, .MU @ HF, .(S/p),

qui est un isomorphisme de .2/*-comodules. Pour terminer la démonstration, il
suffit de calculer HF,, ,.(S/p) en tant que </*-comodule. (Exercice!) O

Pour calculer avec la suite spectrale d’Adams, on utilise les deux résultats sui-
vants :

Proposition 22.4.4. Soit Z un F,-espace vectoriel et considérer Py @ Z comme le <f*-
comodule, induit par corestriction par la structure de Pl-comodule étendue. Alors, il existe
un isomorphisme

Extyy. (Fp, Pf © Z) 2 Exty( .o (Fp, ) © Z
de Fp,-espaces vectoriels.

Démonstration. 1l s’agit d'un cas particulier d'un théoreme de changement d’an-
neaux. O

Remarque 22.4.5. Plus généralement, il y a un foncteur exact :
A(r;|j>1)Comod — - Comod

qui envoie un comodule W sur A(7;|j > 1) a &0y ()W, le produit cotensoriel
défini comme le noyau de la diffénence entre les deux morphismes

A QW —= & @A) @W,
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donnés par le morphisme de structure de comodule a gauche de W et le mor-
phisme &* — &* ® &/* — &* ® A(1;) induit par la diagonale et la projection,
qui muni &/* d’une structure de comodule & droite. L'exactitude du foncteur est
une conséquence du fait que &/* = P} ® A(r;) en tant que comodules a droite. En
particulier, en tant qu’espaces vectoriels, &0y )W = Py @ W.

Ce foncteur est I’adjoint a droite du foncteur

a7+ &omod — A (7,];>1)Comod

induit par la projection &7* — A(7;), qui envoie un .7 *-comodule M a M muni du
morphisme de structure

M— "M — A(1j) @ M.

Un argument formel d’adjonction montre qu’il existe un isomorphisme de chan-
gement d’anneaux :
Bt (M, /" O, W) = BXELC o) (M, W),

Dans le cas qui nous intéresse, (HF, ), (MU/p) = &/*0Oy(,,)N, olt N est muni de la
structure triviale de A(7;)-comodule.

Proposition 22.4.6. Soit A une IF,-algebre de Hopf graduée commutative. Alors
Exty" (Fy, Fy)
a la structure d'une IF-algeébre bigraduée.

Proposition 22.4.7. Soit p > 2 un nombre premier. 1l existe un isomorphisme

Fp[ij > 1] - Eth\?.,-jUZl)(Fpan)

d’algebres bigraduées, oit |w;| = (1,2p7 — 1).
Démonstration. Exercice. O

Corollaire 22.4.8. Soit p > 2 un nombre premier. Alors, MU, n’a pas de p-torsion.

Démonstration. 1l suffit de montrer que le morphisme
(MU, /tors) @ F,, — (MU/p).

est un isomorphisme.

Donc, pour chaque n € Z, il suffit de montrer que (M U/p),, admet une filtration
tel que le groupe gradué associé a la méme dimension que (MU, /tors) ® F, en
degré n. On utilise la filtration d’Adams.

Les Propositions[22.4.3)[22.4.4let[22.4.7/montrer que Ext®, (F,,, HF,,.(MU/p)) est
trivial si ¢t — s est impair, isomorphe a

Fp[ij > 1] ® N,

ou un élément y de N de degré |y| a bidegré (0, |y|). Donc, on peut appliquer le
Corollaire[21.1.2} qui montrer que la suite spectrale d’Adams pour MU /p dégénere.
L’espace vectoriel

D Ext (B, HF, . (MU /p)) = (Fylw;lj > 1] @ N)>"+

est isomorphe au sous-espace de degré n de Fj[w;|j > 1] ® N, ot maintenant
on considere le degré total ||w;|| = 2(p’ — 1). En tant qu’espace vectoriel gradué,
Fplw;|j > 1]® N estisomorphe a F,[a;|i > 1] = (MU, /tors) ® F,,, donc ceci conclut
la démonstration. g
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Remarque 22.4.9. On n’a pas besoin d’utiliser les structures multiplicatives dans la
démonstration de ce Corollaire. Le corollaire montre que (MU/p). = MU, ® F,,
donc est muni d'une structure naturelle d’algebre graduée commutative. (On n’a
pas besoin de démontrer que M U/p est un spectre en anneaux commutatif ; pour
p impair MU /p est un spectre en anneaux commutatif, pour p = 2 il faut faire
attention!)

Remarque 22.4.10. Pour p = 2, on peut utiliser un argument similaire pour démon-
trer que MU, n’a pas de 2-torsion.

Corollaire 22.4.11. L'anneau MU, n’a pas de torsion additive. Donc MU, est une al-
gebre graduée commutative, concentrée en degrés pairs.

Démonstration. Alaide de la suite spectrale d’Adams pour tout premier p, on mon-
trer que MU, n’a pas de p-torsion, donc est sans torsion. U

22.5. Démonstration du théoréeme de Quillen. Pour démontrer le théoreme de
Quillen, on doit raffiner le résultat du Corollaire[22.4.11

Proposition 22.5.1. L'anneau MU, est isomorphe a une algeébre de polynomes Zla}|i >
1], fa] = 2.

Démonstration. (Indications.) On utilise la structure multiplicative de la suite spec-
trale d’Adams et le fait que les éléments en Ext?,. et Ext.,. engendrent Ext" % (F,, (HF, ), MU),
en tant qu’algebre, quelque soit p. O

Le morphisme L — MU, est un monomorphisme entre deux algebres de po-
lyndmes. Pour démontrer le théoreme de Quillen, il suffit de montrer que le mor-
phisme induit sur les indécomposables :

QL — Q(MU,)

est un isomorphisme. Pour le faire, on utilise le diagramme commutatif de mor-
phismes d’anneaux :
L MU,

HZ., MU,

qui induit un diagramme commutatif de morphismes de groupes abéliens

QL — Q(MU,)

™~ |

Q(HZ, MU).

Le morphisme QL — Q(HZ.MU) est un monomorphisme, donc tous ces mor-
phismes sont injectifs.

En degrés # p' — 1, pour i € N et p un nombre premier, tous les morphismes
sont des isomorphismes. Donc il suffit de considérer le cas de degré p’ — 1.

Le morphisme d’algebres HZ .MU — &/* (induit par HZ A MU — HF, AHF,)
envoie le générateur b, _, a §; (par définition des classes &;). L'image du générateur
ayi—y de L dans Q(HZ .MU est —pb,,: _y, par la Proposition 22.1.2}

La composée MU, — HZ .MU — o/* est trivial en degrés positifs (exercice!),
donc on déduit que, en ce degré aussi, le morphisme QL — Q(MU.,) doit étre un
isomorphisme (exercice!!). I'im
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