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1. RAPPELS

O XN UG B WN -

La catégorie AOPD/Qlff\]k des préfaisceaux simpliciaux sur d2ff;, = (cdga; )P est

de cette structure jouent un réle important.

Définition 1.1. Un préchamp dérivé est un objet fibrant de 3P St,,.

munie de la structure de modele projective. La catégorie des préchamps dérivés
PPGSH;, est cette catégorie, munie de la structure de modele localisé. Les objets fi-
brants

Lemme 1.2. Un préfaisceau simplicial F' € AOPD/Qlﬁ est un préchamp dérivé si et seule-

ment s

i:

(1) VX € 22ffy, F(X) est un complexe de Kan dans A°P€Ens;
(2) VX =Y équivalence faible de 0ffy, F(Y) = F(X) est une équivalence faible de

A°P¢&ns.
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1

Démonstration. Exercice - en utilisant la construction d’une localisation de Bous-
field a gauche.

O
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Remarque 1.3. Si le préfaisceau simplicial F' € AOPD/Ql-ff\]k satisfait les conditions du
Lemme 1.2 lorsque X, Y sont des objets fibrants, alors le préfaisceau dérivé

RF := F o Q°P

est un préchamp dérivé.

Remarque 1.4. @La structure de modele P&ty est ni fibrant ni cofibrant. Les objets
cofibrants sont construits a partir des préfaisceaux représentables.

2. LE PLONGEMENT DE YONEDA

Soit ¢ une catégorie petite et % la catégorie des préfaisceaux d’ensembles ens?”.
Le plongement de Yoneda fournit un plongement pleinement fidele :

h:€—%

qui envoie un objet X au préfaisceau hx := ¢ (—, X). Le lemme de Yoneda fournit
la bijection
Hom(hx, F') = F(X).
Lemme 2.1. Si € posséde les limites finies, h : € — % les préserve. En particulier, pour
X, Ye¥&,
hx My = hx X hy.

Démonstration. Exercice. O

Pour généraliser au cadre simplicial, rappelons que le foncteur structure simpli-
ciale constante cst : €ns — A°PEns admet les adjoints suivants :
(1) I'adjoint a droite, le foncteur A°PEns — Ens, X — Xo;

(2) l'adjoint a gauche, le foncteur A°P€Ens — €Ens, X — m(X), ol mo(X) est le
coégalisateur du diagramme dans Ens

X1 = Xo.
Exercice 2.2. Démontrer cette affirmation.

En particulier, le foncteur cst induit un foncteur cst : € — AP qui possede
les adjoints :
0 — cst 4 (7)0

Par composition, on obtient le plongement de Yoneda (encore dénoté h).
" ¢

APE .

€

Lemme 2.3. Le foncteur cst : Ens — A°PEns préserve les limites finies. Ainsi, si €
possede les limites finies,

h:€ — APE
préserve les limites finies.
Démonstration. Exercice. O
Lemme 2.4. Soient X € € et F € A°PC, alors il existe un isomorphisme naturel :
Hom y o, a(hx, F) =2 F(X)o.

Démonstration. Exercice! O
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La catégorie A°PE est munie d’une structure simpliciale (héritée de A°P¢&ns).
En particulier, pour F, G € A°P%, Map Aop%;(F, G) est un ensemble simplicial, dont
Map g op 2 (F, G)n = Hom 5 o, o(F' x A", G),

ol (F x A™)(U) = F(U) x A" (produit de A°"€&ns a droite).
Le lemme de Yoneda donne alors :
Map popp(hx, F) = F(X)

en tant qu’ensemble simplicial.

2.1. Yoneda et préchamps dérivés. En particulier, c’est ce foncteur h qui définit le
plongement de Yoneda :

b 92ff,. — 0BG,

Proposition 2.5. Le plongement de Yoneda h : dff, — 0PSt, prend ses valeurs
dans la sous-catégorie des objets cofibrants. (Autrement dit : h(Spec(A)) est cofibrant,
VA € cogay.)

Démonstration. Un Corollaire immédiat du Lemme 2.4. O

Remarque 2.6. @Méme lorsque Spec(A) est fibrant, hgp,c.(4) N'est pas (en général)
un préchamp dérivé : en général, une équivalence faible X = Y de d2ff; n’induit
par un isomorphisme

hSpec(A) (Y) — hSpec(A) (X)7
entre les ensembles simpliciaux discrets, donc pas une équivalence faible de la

structure de modele projective sur AOPD/Qlﬁ.

Toén et Vezzosi fournissent (voir la Remarque 2.8 pour la définition) une modi-
fication explicite de h, a savoir un foncteur :

ﬁ . Dmff]k — D‘p@tk

muni d’une transformation naturelle h — h. Le foncteur dérivé ho Q°P sera dénoté
RhA.

Proposition 2.7. [TV05, Lemmas 4.2.1, 4.2.2] Les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) SiSpec(A) est fibrant, alors hg,e.a) est fibrant dans 0B&ty, donc un préchamp
dérivé.
(2) Le morphisme composé h — Rh est un isomorphisme dans Ho(dBSt,, ).

Remarque 2.8. La théorie générale des catégories de modele fournit un foncteur
résolution cofibrante

T : 02ff, — oAFfL
ot1 la catégorie des objets cosimpliciaux d2lffi est munie de la structure de modele

de Reedy.
Le foncteur h est alors défini par :

hgpec(a)(X) := Hompgjs, (I'(X), Spec(A)) € A €ns.

(On note que la catégorie d2ff est 'opposée de la catégorie A°Pcdga;” des algebres
différentielles graduées simpliciaux.)
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2.2. Le Hom interne. Le produit dans la catégorie des préfaisceaux simpliciaux
AC°PUff est induit par le produit de A°P€&ns, donc

((F x G)(X)),, = F(X)n x G(X)n,

muni de la structure simpliciale diagonale. La catégorie AOPﬁff\ﬂ( admet un hom
interne

Hom AP, x APORSF, — A°PIRAff,

Aopgg[/?]k (_7 _) : (
de sorte qu’on ait un isomorphisme naturel :

MapAupw[ff (F, Hom (G,H)) = MapAopm(F x G,H).

S Aop 21,
En particulier, en prenant F' := h(X), X € 22ff,, on ait

Hom 557 (G, H)(X) = Map - (h(X) x G, H).

Exemple 2.9. Soit Y € 22ff, et H € AOPDQlff]k, alors Hom
préfaisceau simplicial :

Hom 5 o, 55577 (h(Y),H) estle

X — H(X xY).

Proposition 2.10. Soient G un objet cofibrant de ¥PSty et H un préchamp dérivé (un
objet fibrant), alors

H AOPDQLff (G H)

est un préchamp dérivé.

3. LA TOPOLOGIE ETALE SUR 021ff,

Les morphismes étales sont ’analogue algébrique des difféomorphismes locaux.
(Une référence classique pour les morphismes étale, le site de Grothendieck as-
socié et la cohomologie étale est [Mil80]).

Définition 3.1. Un morphisme de schémas f : X — Y est étale sil est plat et
non-ramifié.
Remarque 3.2.

(1) La définition d’un morphisme étale est Zariski locale par rapport a la source
et le but, donc il suffit de considérer les morphismes entre schémas affines.

(2) Ondit qu'un morphisme R — S d’anneaux commutatifs est étale si et seule-
ment si Spec(S) — Spec(R) est étale.

(3) Dans le cas affine, plat et non-ramifié correspondent aux notions habituelles
d’algebre commutative.

Exemple 3.3.
(1) Une immersion ouverte est étale.

(2) Une extension K — L de corps est étale si et seulement si elle est finie,
séparable.

(3) Soit R un anneau commutatif ; le morphisme
R— S:= R[ml,...,xn]/(fl,...,fn)

est étale si et seulement si det(0f;/0x;) est inversible dans S.

Proposition 3.4. Un morphisme f : X — Y entre schémas lisses est étale si et seule-
ment si, pour chaque point de X, f induit un isomorphisme entre les espaces tangents
correspondants.
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Définition 3.5. Une famille de morphismes {Spec(A4;) — Spec(A)};cz de Affy est
un recouvrement étale si

(1) chaque A — A, est étale;
(2) il existe un sous-ensemble fini J C I tel que
e rSpec(A;) — Spec(A)
est surjectif.
Remarque 3.6. Cette définition fournit une topologie de Grothendieck sur Affy, et donc
le gros site étale.

3.1. Laversion dérivée. On généralise au cadre dérivé en suivant Toén et Vezzosi,
notamment [TV08, Definition 2.2.2.12] et [TV08, Lemma 2.2.2.13].
Définition 3.7. Un morphisme Spec(B) — Spec(A) de dUff;, est étale si

(1) Ho(A) — Hy(DB) est étale;

(2) A — B induit un isomorphisme :

Ho(B) @py(ay Ho(A) 5 H.(B).

Remarque 3.8. Ceci correspond au fait que le schéma affine sous-jacent de A est
Hy(A); les propriétés des morphismes sont définis en termes des morphismes in-
duits sur les schémas sous-jacents.

De méme on a la définition d"un recouvrement étale :
Définition 3.9. Une famille de morphismes {Spec(4;) — Spec(A)};c7r de d2Aff, est
un recouvrement étale si
(1) chaque Spec(A;) — Spec(A) est étale dans d2Aff, ;
(2) la famille {Spec(Hy(A;)) — Spec(Ho(A))}icz de Affi est un recouvrement
étale.

Toén et Vezzosi ont introduit la notion d'une (pré)-topologie modele (de Gro-
thendieck) sur une catégorie de modelé .# (voir [TV05, Definition 4.3.1] et [TVO0S,
Definition 1.3.1.1]) ; ceci correspond a une topologie de Grothendieck sur Ho(./Z).

Remarque 3.10. Cf. la définition d"une topologie modéle (de Grothendieck) dans le
contexte des quasi-catégories [Lur(9, 6.2.2.1].

Proposition 3.11. [TV05, Example 4.3.6(2)], [TV08, Lemma 2.2.2.13] Les recouvre-
ments étale définissent une pré-topologie modele (de Grothendieck) sur d2ffy,.

Remarque 3.12. Dans la pratique, étant donné une algebre semi-libre A de cdga;,
on se restreindra souvent au petit site étale

(0Affi/Spec(A) et
dont les objets sont les morphismes étales Spec(B) — Spec(A) (et on peut suppo-
ser B semi-libre).
Remarque 3.13. [TV05, Definition 4.5.1] Soit A € cdga; une algébre semi-libre, alors
I’adjonction :
Oubli : 02Affy /Spec(A) = DAffy + — Xspec(k) SPec(A)

induit la (pré)-topologie modele étale sur dAff;, /Spec(A) et, en particulier une to-
pologie de Grothendieck sur Ho(d21ff, /Spec(A)).

Remarque 3.14. @Soit Spec(A) un objet fibrant de d2ff, ; en général les catégories
Ho(021ff, /Spec(A)) et Ho(d2(ff, )/CAT ne sont pas équivalentes. Pourtant, ceci ne
pose pas de probleme pour la considération de la pré-topologie modele induite
(cf. [Lur09, Remark 6.2.2.3]).
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4. LES (PRE)FAISCEAUX D’"HOMOTOPIE LOCAUX

Définition 4.1. Pour F' € A"pm = PG, un préchamp dérivé (un objet fi-
brant), soient

o —

(1) mo(F) € Ho(d2fy) le préfaisceau :
Spec(A) — moF(Spec(4))
ot Spec(A) € d2ff, est fibrant.

o —

(2) 7' (F) € Ho(d2Uffy) le faisceau associé pour la topologie étale sur Ho(d2ff;, ).

Remarque 4.2. @Le foncteur my : A°P€Ens — Ens envoie les équivalences faibles
sur des isomorphismes, donc passe a la catégorie des préfaisceaux simpliciaux
AOPD/Qlff\k munie de la structure de modele projective. Par contre, il n’y a aucune
raison pour que ce foncteur préserve les équivalences faibles provenant de d2(jfy.
L’hypothese que F' soit fibrant permet de contourner ce probleme; dans le cas
général, il faut remplacer F' par une résolution fibrante.

Pour définir les groupes d’homotopie supérieure, on a besoin d'un point de
base. Ceci est fourni par une section de 7y (F'), donc la donnée d’une algebre (qu’on
peut supposer semi-libre) A de cdga;” et d'une section s € F(Spec(A))o. Par le
lemme de Yoneda 2.4, ceci correspond a un morphisme de préfaisceaux simpli-
ciaux

h(Spec(A)) > F.
Remarque 4.3.

(1) Unmorphisme Spec(B) — Spec(A) induit un point de base dans F'(Spec(B))o,

donc (F, s) fournit un préfaisceau simplicial pointé sur dAff, /Spec(A).

(2) Unmorphisme « : F' — G entre préchamps fibrants induit

(F,s) — (G, a(s)).

Définition 4.4. Soient F' € Aopa/mﬁ = ¥PSt;, un objet fibrant, s € F(Spec(A4))o
un point de base et 0 < n € N.
Soient
(1) mp(F, s) le préfaisceau de groupes sur le petit site étale (02ff, /Spec(A))et
défini par Spec(B) — 7, F'(Spec(B)), par rapport au point de base induit;
(2) wet(F, s) le faisceau étale associé sur Ho(d2lff, /Spec(A))et-

Remarque 4.5. @Ceci est une version approximative de la définition donnée par
Toén et Vezzosi (voir [TV05, Definition 4.5.3]).

Définition 4.6. Un morphisme o : F' — G entre préchamps dérivés (objets fi-
brants) est une w,-équivalence si

(1) ©§*(F) = 75t (G) est un isomorphisme de faisceaux (sur le gros site étale de
02Affy) et,
(2) quelque soient A € cdga; (semi-libre), section s € mo(F)(Spec(4)) et 0 <
n €N,
T (F) = 7wt (Fa(s))
est un isomorphisme de faisceaux sur Ho(d2ff, /Spec(A))et.

Remarque 4.7. Si A — F(Spec(A)) (respectivement pour G) ne dépend que de
Hy(A), on se réduit a la considération de la topologie étale classique sur Affy.
Ainsi on retombe sur la définition d’une équivalence pour la topologie étale entre
préfaisceaux simpliciaux.
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4.1. Recouvrements dans les préchamps. On peut dores et déja donnée la définition
d’un recouvrement pour les (pré)champs :

Définition 4.8. (Cf. [TV08, Definition 1.3.1.2].) Un morphisme F' — G entre préchamps
dérivés est un recouvrement (pour la topologie étale) si

o (F) = 76 (G)
est une surjection de faisceaux étales.

Remarque 4.9. Toén et Vezzosi ne considérent cette définition que pour les champs
dérivés (voir la Section suivante).

5. LE 0o-TOPOS DES CHAMPS DERIVES

[TV05, Theorem 4.6.1] nous assure que la co-catégorie suivante (au fait, un oo-
topos) existe :

Définition 5.1. La oco-catégorie des champs dérivés, 06ty est la localisation de
Bousfield (a4 gauche) de la co-catégorie des préchamps, ¥PBSt,, par rapport aux
m-équivalences.

L’adjoint a droite de ’adjonction de localisation associée :

06t = PSS,
est le foncteur champs associé.
Remarque 5.2. Par construction (composition de deux localisations de Bousfield a

gauche), la catégorie 061ty est une localisation de Bousfield a gauche de la structure
de modele projective sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux :

AP,

Puisque la structure projective sur AOpm est simpliciale, cette localisation est
déterminée par ses objets fibrants .
Il y a deux conditions pour qu'un préfaisceau simplicial soit fibrant :

(1) il doit étre un préchamp dérivé (fibrant dans PGSty ) ;

(2) satisfaire la condition de hyper-descente pour la topologie étale de djf;, (cette
condition est explicitée ci-dessous).

Définition 5.3. Un champ dérivé est un préfaisceau simplicial de AOPW qui est
fibrant pour la structure de modele de d&t;.

La définition de hyper-descente utilise notamment des résolutions simpliciales
d’objets de 02(ff;.. En considérant les objets simpliciaux, les idées de la construction
de la structure de Model de Reedy (voir [Hov99] ou [G]09] ou [Lur(9, Section A.2.9])
interviennent :

Définition 5.4. Pour X, € A°P% un objet simplicial d'une catégorie complete ¢
etn € N, soit M,, X, 'objet de ¢ :
M,Xe= _lim X,

[k]—=[n],k<n
muni de la transformation naturelle X,, — M, X,. (Il s’agit de 'objet X 98" de
[TVO05, Section 3.2].)

Un morphisme d’objets simpliciaux de €, f : X, — Y, induit un morphisme
naturel de ¢ :
Xn — YIL XM, Y, MnXo

1. Il s’agit du Yoga général de localisation. Cf. [Lur09, Definition 5.5.4.1] dans le contexte des oco-
catégories et [Lur09, Section A.3.7].
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Définition 5.5. Un hyper-recouvrement étale d'un objet fibrant Spec(A) de d2Iff;
est un objet simplicial X, de d2ff, /Spec(A) tel que, Vn € N:

(1) X,, est un objet fibrant de d2jf, ;

(2) X — My Xe Xar,spec(a) Spec(A) est une fibration et recouvrement étale, o
Spec(A) est considéré comme objet simplicial constant.

Remarque 5.6. @

(1) Definition 5.5 est une version approximative; par exemple, Toén et Vezzosi
utilisent des foncteurs dérivés dans I'expression M,, Xo X a7, pec(a) SPec(A).

(2) D’autre part, Toén et Vezzosi [TV05, Definition 4.4.1] avaient besoin de se
permettre des coproduits formels d’objets de d2ff;,. Comme dans [TV08],
puisque la topologie étale est quasi-compacte (cf. [TV08, Assumption 1.3.2.2]),
on peut s’affranchir de cette étape.

Définition 5.7. (Cf. [TV05, Corollary 1.3.2.4] et [TV08, Lemma 2.2.2.13]) Soit F' €
P&t un objet fibrant. On dit que F' satisfait la condition hyper-descente si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Pour tout hyper-recouvrement étale X, — A, le morphisme induit
F(Spec(A)) — lim F(X,)
[nleA
est une équivalence faible. (Noter que [n] — F(X,,) est un ensemble simpli-
cial cosimplicial ; lim est pris dans A°P&ns par rapport a la structure cosim-
pliciale.)
(2) Pour toute famille finie {X; € 02ff, } d’objets fibrants,

FOLX;) — [ F(X0)
est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

Remarque 5.8. @L’objet IT; X; n’est pas en général fibrant.
Remarque 5.9. Soit Xy — Spec(A) une fibration et recouvrement étale, ott Spec(A)
est fibrant. L'objet simplicial de Cech associé, X,, est donné par

Xn — ngsloec(AﬂhLl7

ol les morphismes de structure sont induits par les projections et les morphismes
diagonaux.

En particulier, la condition hyper-descente est alors analogue a la condition de
descente pour un champs algébrique (ou encore, la définition d'un faisceau étale
dans la situation discrete).

6. PROPRIETES DES CHAMPS DERIVES

Par la suite, on utilise la version dérivée Rh du plongement de Yoneda modifié
h.

Théoréeme 6.1. ([TV08, Corollaire 1.3.2.5] et [TV08, Lemme 2.2.2.13].) La topologie
étale sur dUff, est sous-canonique : le plongement de Yoneda se factorise a travers la
catégorie des champs dérivés

061y,

|

oAff, — > WPSY.
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Théoreme 6.2. Le plongement de Yoneda Rh : 0Aff;, — 06ty est pleinement fidele et
préserve les limites (homotopiques).

L’adjonction de Quillen
Hy : 0ff” = AffyP i

permet de comparer les champs dérivés et les champs algébriques supérieurs a la
Simpson (ceci sera utilisé a la Section 10).

Par exemple, un préfaisceau F' de AOpA/ff\k induit un préfaisceau simplicial sur
0Uffy par:
A F(Hy(A)).

Théoréme 6.3. ([TV08, Section 2.2.4] et [TVO05, Section 4.8].) L'adjonction Hy — i
induit une adjonction de Quillen :

St 2 06t : to
dont Sty — 090Gty est pleinement fidele.

6.1. Sections généralisés. Si F' est un champ dérivé, pour tout Spec(A4) € d2Aff,
on a les isomorphismes d’ensembles simpliciaux :

F(Spec(A)) = Map, g, (h(Spec(4)), F') = RMap, g, (h(Spec(A)), F)

(en notant que h(Spec(A)) est cofibrant).
Ainsi, pour X € 96t un objet cofibrant, on définit :

F(X) i= Mapye,, (X, F).
Cf. [PTVV13, Definition 1.12] dans le cas particulier ot1 F' correspond au préchamp
des p-formes (respectivement fermées).

Remarque 6.4. @L’hypothése X cofibrant est la pour assurer que X — F(X) ait

le bon comportement homotopique. Si X = Y est une équivalence faible de 9Gt;
entre deux objets cofibrants, alors

F(Y) S F(X)

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

7. PREMIERS EXEMPLES
Dans cette section on présente quelques exemples plutdt naifs.

Exemple 7.1. Le plongement de Yoneda modifié
RA : 22ffy, — 061,
nous fournit les champs dérivés représentables.

Exemple 7.2. Soit G € d2Uff, un schéma en groupe affine dérivé (un objet en groupes
de ?2ff,). (Par le plongement de Yoneda h : 02(ff;, — 06ty, on peut également le
voir comme un objet en groupes de 05ty.)

On lui associe un objet simplicial (de A°PoRAff;) :
G x @ G % *

ce qui (par le plongement de Yoneda h) fournit un objet de AOPD/Q(ﬁ.

Meéme en remplagant i par Rh, on n’obtient pas en général un champ dérivé
il faut passer au champ dérivé associé, qu’on dénotera :

[+/G].
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Si G est lisse (et non-dérivé), on peut identifier le champ dérivé associé en termes
du foncteur G-torseurs, qui prend ses valeurs dans les groupoides (pour passer
dans les ensembles simpliciaux, on prend le nerf).

Exemple 7.3. Si G est abélien, on peut généraliser 1'exemple précédent et définir
les champs d’Eilenberg-MacLane dérivés (pour n € N) :

K(G,n) € 06¢ty.

Exemple 7.4. Supposer que G (de 'exemple 7.2) agit sur X dans d2(ff;.. La construc-
tion de BG se généralise :

XxGx@Xxé/_:\;X.

Le champ dérivé associé correspond au champ quotient [X/G]|.

@H faudrait imposer des conditions de lissitude sur G et sur 'action X x G —
X.

Exemple 7.5. On généralise I'exemple 7.4 en considérant des objets en groupoide
de 965ty donné par un couple de champs dérivés (X1, Xo) (les ‘morphismes’ et les
‘objets’) muni des morphismes de structure

£
X1 === X,
la composition X; x x, X7 — X etl'inverse X; — X;. (Dansl'exemple précédent,
X1 =X x GetX() :X)
A T'aide de la composition, on obtient un objet simplicial X, de A°P0&ty :

Y AN L
X1 X X, X == X —= Xj.

Cet objet correspond a un préfaisceau bisimplicial sur 02(jf, ; pour obtenir le champ
quotient associé, on passe a la colimite homotopique (cf. la réalisation géométrique)
par rapport a la structure simpliciale de X, :

1 Xo| = L( X, x A")/ ~ .

@A la Section 9.1 on considérera les groupoides de Segal, qui généralisent cet
exemple. Dans ce cadre, il sera nécessaire d’imposer I'hypothese que dy : X1 — Xo
soit une fibration entre champs dérivés, afin que les produits fibrés soient homoto-
piques. De plus, on rajoutera des hypotheses de lissitude.

Exemple 7.6. Dans l'étude des structures symplectiques décalées, on introduira les
préchamps dérivés :
Ap(_7 n)
Ap,cl(f, n)

des p-formes (respectivement des p-formes fermées). Le résultat important [PTVV13,
Proposition 1.11] affirme que ce sont des champs dérivés.

8. MORPHISMES LISSES DE d2(ff;,

Toén et Vezzosi considérent dans [TV08, Section 2.2.2] les classes de morphismes
définis dans leur cadre général de [TV08, Section 1.2].

En particulier, [TV08, Definition 2.2.2.3] fournit la définition de fortement lisse
et [TV08, Theorem 2.2.2.6] montre que cette classe coincide avec celle des mor-
phismes lisses, donc on peut prendre la définition suivante :

Définition 8.1. Un morphisme f : A — B de cdga; est lisse si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :
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(1) Ho(B) ®pyca) He(A) 5 H,(B) estun isomorphisme ;
(2) SpecHo(B) — SpecHp(A) est lisse.

Notation 8.2. Soit P la classe des morphismes lisses de d2jf,.

Proposition 8.3. (Cf.[TV08, Assumption 1.3.2.11 et Lemma 1.3.2.12] et [TV08, Lemma
2.2.3.1].) La classe P des morphismes lisses de 02Lff,, est étale locale :

(1) les morphismes étale sont lisses ;
(2) P est stable par compositions, équivalences et par produits fibrés ;

(3) un morphisme f : X — Y est lisse si et seulement s’il existe un recouvrement étale
{U; — X} tel que chaque morphisme composé U; — Y est lisse ;

(4) pour X,Y € 2ffy, les morphismes naturels X — X 1" Y et Y — X 11" Y sont

lisses ;
(5) pour toute famille finie de morphismes de P, {X; — X},
nmx, - X
est lisse.

Remarque 8.4. Dans [TV08, Section 1.4.3], Toén et Vezzosi introduisent des condi-
tions de compatibilité (conditions d’Artin) entre une classe de morphismes P et une
(pré)topologie modele 7. Ces conditions sont importantes lorsqu’on généralise les
propriétés des champs algébriques d”Artin. Voir la [TV08, Definition 1.4.3.1].

Proposition 8.5. [TV08, Proposition 2.2.3.2] La classe P des morphismes lisse satisfait
les conditions d’Artin par rapport a (O2Affy et

9. CHAMPS DERIVES GEOMETRIQUES

Notre objectif est de généraliser la définition des champs algébriques d’Artin.
(La référence générale pour cette section est [TV08, Section 1.3.3].)

Notation 9.1. Soit Spec(A) € d2ff, un objet fibrant, on écrit Spec(A) € 26t pour
h(Spec(A)).

Remarque 9.2. @Si An’est pas cofibrant, il faut dériver ce foncteur, en considérant
RSpec(A).

La définition suivante est simplement une version dans le cadre dérivé de la
définition de représentabilité habituelle.

Définition 9.3.
(1) Un champ dérivé est représentable sil est dans I'image essentielle de Rh ;

(2) un morphisme de champs dérivés, f : F' — G, est représentable si, pour tout
morphisme U — G, ot U est représentable, le produit fibré homotopique

h
FxsU
est représentable.
On a également la définition d’'un morphisme lisse de préchamps :

Définition 9.4. Un morphisme de champs dérivés, f : ' — G, est lisse (ou —1-P)
s'il est représentable et, pour tout morphisme U — G, o1 U est représentable, le
morphisme de dff;,

FxLU—=U

est lisse.
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Remarque 9.5. De la méme manieére, on a la notion d’immersion ouverte (pour la
topologie Zariski). Un morphisme Spec(B) — Spec(A) est une immersion ouverte
si

(1) Ho(B) ®py(a) He(A) 5 H,(B) estun isomorphisme;
(2) SpecHy(B) — SpecHy(A) est une immersion ouverte pour la topologie Za-
riski.
Un morphisme de champs dérivés, f : I — G, est une immersion ouverte s'il est

représentable et, pour tout morphisme U — G, out U est représentable, le mor-
phisme de d2ff;,

FxbLUu—U

est une immersion ouverte entre champs représentables.
Mutatis mutandis, on a la définition de morphisme étale.

Afin de donner une idée comment généraliser cette définition on utilise la ter-
minologie équivalente :

Notation 9.6.
(1) (—1)-géométrique < représentable (pour les champs dérivés);
(2) (—1)-représentable < représentable (pour les morphismes de champs dérivés).
Définition 9.7. [TV08, Definition 1.3.3.1]
(1) Un champs dérivé F est 0-géométrique si
(a) la diagonale F — F x" F est (—1)-représentable;

(b) F admet un 0-atlas : il existe une famille de morphismes de champs
dérivés {U; — F'} telle que

(i) chaque U; est représentable;
(ii) IIU; — F est un recouvrement;
(iii) chaque morphisme U; — F est lisse (ou (—1)-P).

(2) Un morphisme f : ' — G est O-représentable si, pour tout morphisme
V — G, ou V est représentable, le produit fibré homotopique V x % F est
0-géométrique.

Remarque 9.8. 1l faut considérer I1U; — F comme une présentation lisse de F' et
ainsi voir la définition précédente comme généralisation de celle d'un champs
algébrique d’Artin.

Remarque 9.9. La définition précédente se généralise de maniere récursive; voir
[TVO08, Definition 1.3.3.1]. On obtient alors les notions de :

(1) n-géométrique (pour les champs dérivés);

(2) n-représentable (pour les morphismes);

(3) n-P (pour les morphismes).

Remarque 9.10. Pour nous, les conséquences suivantes vont étre importantes (voir
[TV08, Corollary 2.2.3.3]) :

(1) un champ n-géométrique possede un complexe cotangent global ;
(2) un champ n-géométrique admet une théorie d’obstructions.

(Cf. [TVO08, Section 1.4.3] et les résultats [TV08, Proposition 1.4.1.11] et [TV0S, Pro-
position 1.4.2.7].)
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9.1. Champs dérivés quotients - a la Segal.

Remarque 9.11. 1l existe une caractérisation des champs géométriques en termes de
quotients par actions de groupoide (plus précisément, en utilisant les groupoides
de Segal). Voir notamment [TV08, Proposition 1.3.4.2].

Exemple 9.12. Soit X un champ dérivé géométrique, muni de la présentation :

v, - X eP

(@qu’on supposera une fibration afin que tous les produits fibrés considérés soient
homotopiques).
On pose X := IU; et X; := X x x Xo, munis des morphismes de structure :

VRN
X —= XOa

fournis par les deux projections et le morphisme diagonal. (La transposée des fac-
teurs fournit un morphisme ‘inverse’ X; — X;.)

En posant X,, := XX on obtient le nerf du morphisme I1U; — X, un objet
simplicial X, dont :

(1) tous les X, sont des II de représentables;
(2) les morphismes faces X,, — X, sont lisses.

L’objet X, permet de retrouver le champ X (cf. [TV08, Lemma 1.3.4.3]) : le mor-
phisme naturel

[ Xo| 5 X
est une équivalence faible de 0&t;.

Remarque 9.13. La construction précédente fournit un cas particulier d'un P-groupoide
de Segal.

Définition 9.14. Un objet simplicial X, € A°P0Sty est un groupoide de Segal si :
(1) les morphismes
Xo = Xy xh, X xh oooxh X
sont des équivalences faibles ;
(2) le morphisme correspondant a A3 — A?
XQ E) X1 Xso,Xo,do X1
est une équivalence faible.
X. est un P-groupoide de Segal si dy : X1 — X, est dans P.

Plus généralement, on a la définition de n-P-groupoide de Segal (cf. [TV0S,
Definition 1.3.4.1]) et :

Proposition 9.15. [TV08, Proposition 1.3.4.2] Tout champ dérivé n-géométrique de
06ty est quotient d'un (n — 1)-P-groupoide de Segal.

Remarque 9.16. L'exemple 9.12 exhibe X comme quotient d’un —1-P-groupoide de
Segal.
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10. CHAMPS ALGEBRIQUES SUPERIEURS GEOMETRIQUES

Lorsqu’on considere les schémas affines Affy (pas dérivés), la théorie générale
de Toén et Vezzosi fournit la catégorie des champs Sti, dont la catégorie sous-
jacente est A°P Aff,, munie de la structure de modele projective, localisée par rapport
a la topologie étale.

En particulier les objets fibrants sont les préfaisceaux simplicaux sur Affy tels
que:

(1) F(Spec(A)) est un complexe de Kan, VA ;

(2) F(Spec(A)II Spec(B)) = F(Spec(A)) x F(Spec(B)), VA, B;

(3) F satisfait la descente étale pour les hyper-recouvrements étale de Affy.

La définition de champ n-géométrique est analogue a celle de d2(f.

Remarque 10.1. La propriété n-géométrique pour les champs supérieurs est reliée
a la structure simpliciale par [TV08, Lemma 2.1.1.2] : si F' € Sty est n-géométrique,
alors F est (n + 1)-tronqué (Vs € mo(F (X)), n$*(F, s) = 0 pour i > n).

Exemple 10.2. Un espace algébrique d’Artin est un champ supérieur 1-géométrique

muni d’une présentation étale (voir [TVO08, Definition 2.1.1.4] et [TV08, Remark
2.1.1.5] pour les notions précises).

Le foncteur de troncation
to : 06t — Sty
est compatible avec la notion de champ n-géométrique, par [TV08, Proposition
2.2.4.4(1)].
De plus est, le théoreme de représentabilité de Lurie fournit une caractérisation
des champs n-géométriques en termes des champs algébriques supérieurs :

Théoreme 10.3. [TV08, Theorem 2.2.6.12] Soit F' € o0&ty un champ dérivé. Pour
n € NU {—1}, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) F est n-géométrique;
(2) F vérifie les trois conditions suivantes :
(a) toF est un (n + 1)-champ d’Artin ((n + 1)-tronqué et Im tel que toF est m-
géométrique) ;
(b) F admet une théorie d obstruction ;
(c) VSpec(A) € d2Uffy,

RF(Spec(4)) = RF(Spec(A<t))

ot A<y, C A est la sous-algebre dg engendrée par les éléments de degré < k.
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