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1. FAISCEAUX QUASI-COHERENTS

Rappelons que le plongement de Yoneda (modifié) fournit le foncteur pleine-

ment fidele :

RA : 22Uffy — 9GS t.
Un champ dérivé est dit représentable s’il est dans 'image essentielle de ce foncteur.
Ainsi un champ dérivé X est représentable si et seulement s'il est isomorphe a
h(Spec(A)) pour A € cdga; semi-libre; on écrira parfois Oy pour A.

Pour tout A € cdga,, on dispose de la catégorie Mod4 des A-modules (dans
¢hy), munie de la structure de modele induite par celle de €. Cette structure est
fibrante.

Le produit tensoriel de complexes est compatible avec la structure de modele,
donc Mod 4 fournit une oo-catégorie stable symétrique monoidale.

Définition 1.1. Pour X un champ dérivé représentable, la co-catégorie QCoh(X)
des faisceaux quasi-cohérents sur X est la co-catégorie associée a 9100 4.

Exemple 1.2. Soit X un champ dérivé représentable, alors Oy € QCoh(X) et
fournit I'objet neutre pour la ®-structure.

Rappelons qu'un morphisme f : X — Y entre champs dérivés représentables
correspond a un morphisme 0y : Oy — Ox de cdga; et que Oy induit l'adjonction
de Quillen :

Ox ®@py, — : Modg, = Mody, : Restr.
En particulier, 0x ® ¢, — induit un morphisme de co-catégories (stables, symétriques
monoidales) :
f*: QCoh(Y) - QCoh(X).
Pour F' un champ dérivé quelconque, on considére la catégorie :

0RAffy/ F
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dont les objets sont les morphismes X — F de 06t (out X est représentable) et
dont les morphismes sont les triangles commutatifs.

Définition 1.3. Soit F' un champ dérivé. La co-catégorie QCoh(F') des faisceaux
quasi-cohérents sur F est la co-catégorie :

QCOh(F) = honmX—)FGDQ{ffk/FQCOh(X)
ot1 la limite homotopique se forme dans la catégorie des oo-catégories stables.

Remarque 1.4. On peut également utiliser les dg-catégories comme cadre; en effet
les catégories QCoh(X) possedent beaucoup plus de structure provenant du fait
que Mod 4 est enrichie en Chy,.

Exemple 1.5. Les faisceaux quasi-cohérents O'x se recollent pour donner 1'objet
Or € QCoh(F).

On peut mettre la Définition 1.3 dans un contexte général a I'aide du théoréeme
suivant :

Théoreme 1.6. [TVO08] Les faisceaux quasi-cohérents QCoh(—) forment un champ dériveé,
en particulier satisfont la hyper-descente étale.

Démonstration. (Remarques.) La construction du préfaisceau simplicial sous-jacent
est non-triviale (probleme de strictification) ; dans [TV08], Toén et Vezzosi pro-
posent un modele rigidifié en utilisant les espaces classifiants a la Dwyer-Kan pour
avoir un ensemble simplicial. (Si on utilise les quasi-catégories comme modele
pour les co-catégories, QCoh(X) est par définition un ensemble simplicial.) On
note que le morphisme f* : QCoh(Y) — QCoh(X) est une équivalence de
Quillensi f : Oy — Ox est un quasi-isomorphisme. [l

Remarque 1.7. @La présentation précédente est un tantot approximative. En par-
ticulier, il faut distinguer entre les faisceaux quasi-cohérents les faisceaux de Or-
modules.

Dans [PTVV13], les références suivantes sont proposées : [Toé12] et [Lur].

Exemple 1.8. Soit G un schéma en groupes affine (lisse) et BG := [*/G] le champ
dérivé associé. La co-catégorie QCoh(BG) est équivalente a la co-catégorie des G-
modules de €h;.. (Un G-module est un complexe de chaine M muni d’une struc-
ture de O-comodule.)

Cette équivalence proviennent de la construction de BG a partir de 1'objet sim-
plicial de A°PoRAff;

et la notion de faisceau quasi-cohérent sur un objet de A°PoAff;.
Le faisceau quasi-cohérent associé a un € g-comodule M est fourni par la construc-
tion cobar (objet cosimplicial) :
S

ﬁ
M—m—=MQOs=—=M® Og ® O .
La construction de l'inverse est un exercice instructif.

Remarque 1.9. Soit X € d2jffy ; le foncteur ‘oubli’ Mods, — €h; correspond au
foncteur de restriction lelong de k — 0x (X — * dans 92(ff; ). On obtient ainsi le
foncteur (dérivé) des sections globales RI" : QCoh(X) — D (k).
En général, pour F' € 08ty on dispose du foncteur
RI': QCoh(X) — D (k)

analogue au foncteur des sections globales.
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Exemple 1.10. Rappelons que la catégorie QCoh(BG) est équivalente a la catégorie
des G-modules. Le foncteur

RT : QCoh(BG) — D(k)

est équivalente au foncteur dérivé (a droite) du foncteur (-)¢ des G-points fixes.
Ici, pour M un &g-comodule, M G est I'égalisateur de

M —=M® 0g.

2. LE COMPLEXE COTANGENT REVISITE
Pour A € cdga;, nous avons construit le module de différentiels :
Q4 € Mod 4.
Le complexe cotangent en est son foncteur dérivé ; explicitement on prend
A®qaQgasi € Mody,
ot QA = A est une résolution cofibrante de A. Ceci nous fournit, pour X un
champ dérivé représentable :
Lx € QCoh(X).

Remarque 2.1. 1l existe une résolution cofibrante fonctorielle dans cdga,, donc la
construction de Lx peut étre rendue fonctorielle.

Remarque 2.2. Soit F' € 06ty un champ dérivé.

(1) Pour z : X — F un X-point (dans d2ff, /F), le complexe cotangent au point
x est un objet Ly, € QCoh(X) (s'il existe).

(2) Le complexe cotangent global est une objet
Lr € QCoh(F)
(s'il existe).

Lorsque F' est n-géométrique, ces objets existent (et admettent des descriptions
plus explicites).

Remarque 2.3. @Pour éviter les difficultés techniques associées a la définition et
construction du complexe cotangent global, il faut mieux chercher a définir le com-
plexe cotangent (pour F' un champ n-géométrique par exemple) par

Lg := holim,.x , peonjs, /FLF2

dans QCoh(F).
(Il faut donner un sens a cette expression par rapport a la définition de QCoh(F)
comme holim des QCoh(X), car Lz, appartient a QCoh(X).)

2.1. Le cas des champs 0-géométriques. Soit F' € 9&t;, un champ 0-géométrique ?,
c’est a dire que la diagonale
PR R
est représentable et qu'il existe un 0-atlas
IL,U; - F

qui est un recouvrement (en particulier U; est représentable et U; — F est lisse Vi).

1. il faut vérifier I'indexation, car il semble y avoir une incohérence dans [TV08]
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Commencons par la construction de Lr, € QCoh(X) pour z : X — F dans
02ff, /F. On a le diagramme homotopiquement cartésien suivant

X—>XX]IEX—>XXhX
L

(c’est a dire qu’on identifie X x X avec le produit fibré homotopique du dia-
gramme -l), o1 les champs dérivés X, X x X et X x" X sont représentables
(pour le deuxiéme, on utilise que F' — F x" F soit représentable) et la composi-
tion
X5 Xxh X5 XxxhX

est la diagonale, out X x% X — X x” X est le morphisme canonique.

En particulier, pour tout U — X x’ X de 22ff,, on dispose du morphisme de
QCoh(U)

(1) ILX><’LX(U) - LXX*I;X(U)
(avec un abus de notation évident) qui représente le morphisme naturel
(2) DeTXXZX(Ua 7) - DeTXXhX(Ua 7)

de foncteurs sur QCoh(U).
Rappelons que, pour U — G € U/06ty, par définition :

Derg(U,—) := RMapU/DGtk(U[—], G).
L'espace Derg (U, —) est naturellement pointé, par la dérivation triviale.

Lemme 2.4. Soit G1 — F < Go un diagramme de U /0Gty. Alors on a les équivalences
naturelles :

Derg, xra, (U, —) =~ Derg, (U,—) x" Derg, (U, )
]D)erGl x G (U7 _) Derg, (U7 _) X]%Jerp(U.f) Derg, (U7 _)
et, par ces équivalences, le morphisme (2) correspond au morphisme naturel :

®)  Derx (U, =) Xpepp . Derx (U, =) = Derx (U, ) x" Derx (U, -)

12

du produit fibré homotopique vers le produit, associé au diagramme naturel d’espaces
pointés :

Derx (U, —)

|

Derx (U, —) —— Derp(U, —)
Démonstration. Exercice. O

Lemme 2.5. Soit Y — Z un morphisme d’espaces topologiques pointés; alors la fibre
homotopique du morphisme naturel

Y xbY Y xY
au point de base de Y x Y est QZ.

Démonstration. Le produit fibré homotopique Y x %Y est équivalenta Y x 2/ x 7Y
et le morphisme est la projection sur Y x Y. La fibre de ce morphisme au point de
basedeY x Y est Q7. O
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Corollaire 2.6. Soient F,U comme auparavant. Alors, la fibre homotopique de (3)
DerXx’I;X(Uv =) = Derxyxnx (U, -)

est naturellement équivalente a QDerp (U, —).

Définition 2.7. Soit L la fibre homotopique dans QCoh(U) de (1) :

Lxxnx(U) = Lxyn x(U),

de sorte qu’on ait le triangle distingué
Lxxnx(U) = Lxynx(U) = SL -

de QCoh(U).

Pour M € QCoh(U), en appliquant le foncteur RMapgcon () (—, M), on ob-
tient la suite fibre (homotopique)

RMap(SL, M) — RMap(Ly . x (U), M) - RMap(Ly x x (U), M)

et RMapQCoh(U)(EIﬁ, M) est naturellement équivalente & QRMapqcon(u) (L, M).
On en déduit I'équivalence naturelle :

ORMapqcon(wy (L, M) ~ QDerp (U, M).

RMapqcon() (L, M) est défini pour tout M € QCoh(U) (sans hypothese de
connexité) et ’équivalence naturelle

QORMapqcon(y (L, ZM) ~ RMapgcon(uy (L, M)

montre que RMapqcon(w) (L, M) est un espace de lacets infinis (au fait un espace
d’Eilenberg-MacLane généralisé).

Remarque 2.8. @Il ne me parait pas évident qu’on dispose en général de I'équivalence
faible

ODerp(U,XM) ~ Derp(U, M).

Pour F' un champ n-géométrique, on peut contourner ce probleme, en remplacant
Derp (U, M) par sa stabilisation (cf. I'hypothése de stabilité de [TV08, Proposition
1.4.1.11]).

Modulo ce détail technique, on conclut :
Proposition 2.9. Soient F, x,u comme ci-dessus. Alors
(1) XLF est représenté par un complexe de Smob}x ;
(2) L= Lg, € QCoh(U), oitu: U — F est la composition U — X x/u X — F.

Pour construire Ly € QCoh(F), il faut établir la cohérence de cette construc-
tion. Considérons un morphisme Z — X de ?2ff, /F. On lui associe le carré ho-
motopiquement cartésien de dff, /F :

ZxhZ ——s7Zxhz

.

X xh X —= X x" X,
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Alors, pour U — Z x Z de 22ff,, on obtient le carré homotopiquement co-
cartésien a gauche du diagramme de triangles distingués dans QCoh(U) :

Lixxnx(U) —>LX><’I§X(U) — SLx

ek

Lzxnz(U) — LZX’I}Z(U) — XLy

ce qui fournit ’équivalence entre les cofibres.

Remarque 2.10. @Pour démontrer le résultat suivant, il faut rigidifier la construc-
tion précédente.

Corollaire 2.11. Soit F' un champ dérivé 0-géométrique. Alors les L ,, se recollent pour
définir le complexe cotangent

Ly € QCoh(F).

Exemple 2.12. Considérons le cas de BG, G’ un groupe algébrique affine lisse.
Alors, le morphisme * — BG fournit un 0-atlas de BG (essentiellement puisque
tout G-fibré principal sur Spec(k) est trivial). Le produit fibré homotopique

*X%G*

est représentable et s’identifie avec G (la structure de groupe correspond a celle
provenant de I'espace de lacets via QBG ~ G).
A l'aide de la construction précédente, on identifie :

Lpc(G) =2 Y7 'Le € QCoh(G) = Mode,,.

Pour identifier Lgg € QCoh(BG), il faut exhiber le G-module qui lui cor-
respond. Pour cela, on utilise que ¢ /i est non-seulement un 0g-module mais
également un 0g-comodule et que ces deux structures sont compatibles. Par exemple,
en tant que Og-module,

Qo =0 ®g"
oug” = k®g,; g/, (dual al’algébre de Lie des dérivations). Le G-module associé
est g*, muni de I'action coadjointe. Ainsi, Lpg = ¥~ 1g*.

3. IALGEBRE DR™ DE DE RHAM

On présente ici une simplification du matériel de [CPT*15, Sections 1.1-1.3],
adaptée au cas qui nous intéresse.

3.1. Complexes mixtes.

Notation 3.1. Pour alléger la notation, on écrit 2t pour la catégorie de modele
€hy, (donc fibrante), munie de sa structure monoidale symétrique ® habituelle. La
catégorie de modele 9 est stable.

Définition 3.2. Soit MY" la catégorie MZ (dont les objets sont les suites (X, |n € Z)
d’objets de Mt et les morphismes les suites de morphismes Z-indexées) munie de sa
structure de modele ponctuelle (qui est donc fibrante) et de la structure symétrique
monoidale

(X @)y =iy n X ® Y,

ol1 la symétrie est induite par 7 : X; ® Y; 5 Y; ® X; provenant de 9)1.
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Pour n € Z, le foncteur d’évaluation eval,, : 99" — M envoie (X;|t € Z) = X, ;
le foncteur d’inclusion ¢,, : T — M9 envoie Y a l'objet

wr={5 tan

Exercice 3.3. Soit n € Z. Montrer que ¢,, est a la fois l'adjoint a gauche et a droite
du foncteur eval,,.

La catégorie ?" est munie du foncteur de décalage :
()=1)[a) s — o
qui envoie l'objet (X,,) a (Xp4+1[1]) (e. (X (=1)[1])p, = Xnt1[1]).
Remarque 3.4. Ce foncteur ne respecte pas la structure monoidale, mais on dispose
d’isomorphismes naturels :
(XeY)(-Di] = Xo Y (-1){])
~ X(-1)[l]eVY.

Définition 3.5. Soit ¢ — 99" la catégorie dont les objets sont les couples (X, €) ou

(1) X estun objet de M9";

(2) € est un morphisme X % X (—1)[1] tel que e(—1)[1] o€ = 0.
Un morphisme (X,e) — (Y,n) est un morphisme f : X — Y de MY" qui fait

commuter
X = X(-1)[1]

fl lf(—l)[l]

Y ——Y(-1)[1].

Le foncteur oubli e — 99" — M oublie le morphisme structural € et le foncteur
e=0: M9 — e — MY envoie X — (X,0).

Exercice 3.6. Montrer que le foncteur e = 0 : MM9" — € — MI” est pleinement fidele
et qu’il est une section du foncteur oubli € — 99" — MI".

Exemple 3.7. Soit 1 € M 1'objet unité de la structure symétrique monoidale. Alors
I'objet 1. € e —MI" est donné par (1.)p = 1, (1.)1 = 1[—1], tous les autres compo-
santes étant 0. Le morphisme de structure est induit par le morphisme identité de
1.

Proposition 3.8. La catégorie ¢ — 9MI" possede une structure symétrique monoidale
fermée pour laquelle le foncteur oubli

€ — M — MI”

est symétrique monoidale. Explicitement, le morphisme de structure de (X, €) @ (Y, n) est
e ® 1+ 1 ® n, interprété a I'aide des isomorphismes de la Remarque 3.4.

Démonstration. (Exercice!) Le décalage [1] dans la définition de ¢ — 99" est in-
troduite précisément pour que ce résultat soit valable; le point a vérifier est que
€2 = 0 sur le produit tensoriel. Pour le hom interne, voir [CPT*15, page 17]. O

Corollaire 3.9. Le foncteur oubli e — 99" — IMI" admet comme adjoint i gauche le
foncteur

Free,

e N
e — =L e —nor —Ls e —omor,
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Démonstration. Exercice. O

Théoréme 3.10. La catégoric ¢ — IM9" possede une structure de catégorie de modele
monoidale pour laquelle I'adjonction

Free, : MI" =2 ¢ — MI"

est une adjonction de Quillen. Explicitement, les fibrations * et les équivalences faibles sont
détectées par le foncteur oubli e — MI™ — IMI".

Remarque 3.11. @Soient n € Zetk(n) = 1,k € e — M. L'objet k(n) n'est pas
cofibrant ; un remplacement cofibrant Qlk(n) = k(n) est indiqué par le bicomplexe
(attention aux décalages qui doivent étre introduits)

do sorte que
@km)yi=4 b i=n

De plus, on dispose de 'inclusion

Free k(n) — Qk(n)
dont la composition avec Qk(n) — k(n) est la projection canonique Free.k(n) —
k(n).

3.2. Algebres commutatives. La catégorie e — MY" étant symétrique monoidale,
on peut considérer sa catégorie Comm(e — 99") de monoides commutatifs et uni-
taires, munie du foncteur oubli

Comm(e — MI") — e — MY".
Théoreme 3.12. La catégorie Comm(e — IMI") (respectivement Comm(IM9")) est une

catégorie de modele telle que les fibrations et les équivalences faibles sont détectées par le
foncteur oubli Comm(e — IMI™) — € — MI” (resp. Comm(IMI") — MI").

Démonstration. Cela découle par exemple de [Lurl4, Proposition 4.5.4.6]. O
Le foncteur evaly d’évaluation a 0 induit un foncteur
evalp : Comm(e — MMY") — Comm (M) = cdgay,
(A,) — Aop.

Théoréme 3.13. Le foncteur evaly : Comm(e — MM9") — Comm(9M) = cdga, admet
un adjoint a gauche _
DR : cdga;, = Comm(e — IMNI"),
le foncteur algebre de de Rham interne. L'adjonction
DR™ : cdga;, = Comm(e — M) : evaly

est une adjonction de Quillen.

2. typo dans [CPTT15, page 16]?
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Explicitement, pour A € cdgay, I'objet gradué de Comm (9M9") sous-jacent de DR™ (A)
est:

DR™(A); = S4(Qam[-1])
(AaQasic) 1]
muni du morphisme e de structure induit par la dérivation universelle d : A — Q4 /1.

1%

Démonstration. (Exercice!) Le point clé est le suivant : soit (4,) € Comm(e —
M) ; la structure multiplicative entraine que A; est un Ag-module et que le mor-
phisme de structure € : Ay — A;[1] est une dérivation, donc induit un morphisme
Q4,/k — A1 de Ag-modules. (I
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