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On fixe R un anneau commutatif, unitaire. Pour les applications a la théorie
homotopique des algebres différentielles graduées commutatives, on supposera
de plus que Q C R.

Dans ces notes, on utilise la notation homologique, tandis que [PTVV13] utilise la @
notation cohomologique.

1. OBJECTIFS

L’objectif est d’introduire la catégorie des schémas affines dérivés (a la Toén-Vezzosi
[TVO08]), telle qu’elle est utilisée dans [PTVV13].

L’avantage principal du cadre dérivé est qu’il nous permet de former des résolutions
par des objets construits a partir d’algebres lisses. Ceci est important :

(1) en théorie des déformations (introduction du complexe cotangent) ;

(2) pour la théorie (co)homologique des anneaux commutatifs, la cohomologie
d’André-Quillen ;

(3) en étudiant les intersections (les limites homotopigues se comportent mieux).

(Voir [Toé14, Section 1] ou [Cal14] pour un survol de cette motivation.)

Rappelons que, en géométrie algébrique classique, la catégorie des schémas
affines est équivalente a 1'opposée de la catégorie des anneaux commutatifs. La
catégorie des schémas affines dérivés est en fait une oo-catégorie, plus précisément
la (00, 1)-catégorie associée a une catégorie de modele.

Si Q C R, la catégorie sous-jacente est

0Aff g ~ (cogaj)P

ott cdga; est la catégorie des algebres différentielles graduées commutatives concentrées
en degrés (homologiques) non-négatifs. Pour rendre ceci plus précis, il faut intro-
duire la structure homotopique de cdgaf.
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2. COMPLEXES DE CHAINE

Soit €hp la catégorie des complexes de chaine de R-modules (Z-gradués, no-
tation homologique, différentiel de degré —1, morphismes de degré 0); (¢hz, ®, 1)
est une catégorie symétrique monoidale, ot1 1 est le module R, considéré comme
complexe concentré en degré 0 et ® est le produit tensoriel habituel :

(X@Y), =P Xi ®r Yoy

diz®y) = (dr) @y + (-1)*lz @ dy.
La symétrie 7 : X ® Y 5 Y ® X introduit les signes de Koszul :

e ®y) = (-1 My o .

Notation 2.1. Soit €¢hf; C €hy la sous-catégorie pleine des complexes N-gradués
(X, =0sin <0).

Remarque 2.2. La structure symétrique monoidale se restreint a une structure symétrique
monoidale (€h},, ®, 1).

L'inclusion i : €h}, < €h admet un adjoint a droite ¢ :
i Chfh 2 Chy i th,

ou t* est la troncature intelligente :

0 n <0
(t"X), ={ kerdg n=0
X, n > 0.

Théoreme 2.3. [Hov99] Les catégories Qﬁhg et €h admettent les structures de modele
suivantes :

(1) Chy : W = quasi-isomorphismes ; Fib = surjections;

(2) b : W = quasi-isomorphismes ; Fib = surjections en degrés strictement posi-
tifs.

Par rapport i ces structures, l'adjonction i 4 t+ est une adjonction de Quillen ',

Remarque 2.4. 1l s’agit de la structure de modele projective sur Chy. La catégorie
homotopique Ho(Ch ) associée est un modele pour la catégorie dérivée ©(R) non-
bornée de la catégorie des R-modules.

Notation 2.5. Pour n € Z, soient R[n] € €hy le complexe R concentré en degré n et
Din] le complexe concentré en degrésn, n — 1:

.0 RS RS0,
de sorte qu’il existe une suite exacte courte de complexes :
0 — R[n—1] = D[n] — R[n] — 0.
Exercice 2.6. Montrer que, pour X € Chpetn € Z:
Homgy, (D[n|, X) = X,
Homgy, (R[n],X) = kerd,
et que la surjection D[n] — R[n] induit l'inclusion ker d,, < X,.

Exercice 2.7. Soit f : C'— C’ un morphisme de €h . Montrer que :

1. t* envoie une surjection sur un morphisme surjectif en degrés strictement positifs et préserve les
quasi-isomorphismes
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(1) tout carré commutatif de la forme suivante admet un relevement (en poin-
tillés) :
C

D[n] —= C"

si et seulement si C,, — C), est surjectif;

(2) tout carré commutatif de la forme suivante admet un relévement (en poin-
tillés) :
Rn—1]——C

si et seulement si, V(x € CJ,, z € C,,_1) tels que dz = 0 et f(z) = dx, il existe
z e Cl telque f(Z) =xetd = 2.

Notation 2.8. Soient I, J les ensembles de morphismes de €h suivants :

I = {R[n—1]— Din]|neZ}
J = {0—=Din]|neZ}
et I'*, J* les ensembles de morphismes de €h7 :
I = {R[n—1]— D[n]|0<neZ}u{0— R0}
Jt = {0—=Dn]|0<neZ}

Remarque 2.9. Les morphismes de I, I sont des cofibrations et les morphismes de
J, J* sont des cofibrations triviales (en particulier des quasi-isomorphismes).

Théoréeme 2.10. [Hov99] La structure de modéle sur Chy, est cofibremment engendrée
par (I,J):

(1) Fib=J";
2) Fibnw =1
Idem pour €hk par rapport a (I*,JT).

Démonstration. Exercice (en admettant I’existence des structures de modele). [

3. ALGEBRES DIFFERENTIELLES GRADUEES COMMUTATIVES

Définition 3.1. Soient cdgay (respectivement cdgaj;) la catégorie des monoides
unitaires, commutatifs de €hp (resp. €h}) et cdgay — €hy (resp. cdgal; — €h7) le
foncteur oubli de structure.

Remarque 3.2. Un objet de cdgay est une algebre différentielle graduée commuta-
tive (unitaire) A, donc une algebre unitaire Z-graduée dont le produit est commu-
tatif :

ab = (—1)l1lpg,
munie d'une différentielle d qui est une dérivation :

d(ab) = (da)b + (—1)1la(ab).

Cette structure est encodée par les morphismes de structure dans €hp

n : 1—-A

b ARA—- A

qui munissent A d"une structure de monoide commautatif.
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Remarque 3.3. La catégorie cdga}, est la sous-catégorie pleine de cdgay des objets
dont le complexe sous-jacent appartient a €h ;.
Exercice 3.4. Montrer que I'adjonction i - ¢+ induit une adjonction
i:cdgaj, & cdgag th.
Notation 3.5. Soit S : €hyp — dgay le foncteur monoide commutatif libre, qui se

restreint a un foncteur :
S:ehf — cdgaf.
Remarque 3.6. Par définition, S : €hp — cdgay est I'adjoint & gauche du foncteur
oubli cdgap — €hy (idem pour cdga},).
Exercice 3.7. Décrire le foncteur S explicitement.
Proposition 3.8. La catégorie cdgay, (respectivement cdgay,) est complet et co-complet.
En particulier
(1) son objet initial est 1 et son objet final 0;
(2) le coproduit de A, B € cdgap est A ® B et le produit A ® B.
Théoréme 3.9. Supposons que Q C R. Alors cdgay, (respectivement cdga};) est munie
d’une structure de modeles dont les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et
les fibrations sont les surjections (resp. les morphismes surjectifs en degrés strictement
positifs).
De plus, les adjonctions :
S:Chp = cdgap
S:¢ht =2 cogag
sont des adjonctions de Quillen et I'adjonction de troncation :
gaf, = cdgag : tT
est éqalement une adjonction de Quillen.
Démonstration. Pour la démonstration pour des algebres différentielles graduées
commutatives concentrées en degrés non-positifs, voir [BG76], [GMO03, Section

V.3].
Voir [Lur14, Proposition 7.4.1.10] pour le cas Z-gradué. O

Remarque 3.10. Tout objet de cdgay, (respectivement cdga},) est fibrant.

Exemple 3.11. Supposons Q C R. Soit 0 < n € N; l'inclusion R[n — 1] — D[n] de
I't induit une cofibration génératrice

S(R[n — 1]) = S(D]n)).
Soient A € cdga}; ; un morphisme o : S(R[n — 1]) — A est équivalente a la donnée

d’un cycle dans A,_; (qu’on notera «, par abus de notation). La somme amal-
gamée

S(R[n, — 1]) —=

|._
S(D[n]) —— A ®s(rn-1)) S(D[n])

fournit I’algebre différentielle graduée :
A @s(rin-1)) S(D[n]) = (A @ S(yn), d),

ol A est un sous-objet, |y,,| = n et dy,, = a (par abus de notation).
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La cofibration
A= (A@S(yn), d)
est I'exemple type d'une cofibration de cdga},.

Dans le cas n = 0, on considére le morphisme 0 — R[0], ce qui fournit la cofi-
bration : 0 — S(yo) ainsi que

A— (A®S(yo), dyo = 0).
Définition 3.12. Une extension semi-libre dans cdgaj, est un monomorphisme de
cdgaj;
A= (A®S(V),d)
ol V est un R-module N-gradué tel que chaque V;, est un R-module libre.
Remarque 3.13. Lorsqu’on travaille dans cdgay, il faut imposer une condition sur

la différentielle, a savoir V = ), . V(n), ot V(n) sont des R-modules Z-gradués
tel que chaque V' (n); est un R-module libre, et la différentielle envoie :

n—1

d:V(n) = AaS(EP V).

i=0

(Il s’agit d"une condition de type cellulaire.)

La démonstration du Théoréme 3.9 utilise le résultat suivant, qui donne également

une caractérisation des cofibrations.

Proposition 3.14. Supposons Q C R. Alors

(1) tout morphisme f : A — B de cdga}; se factorise en
A (A®S(V),d) > B;
en particulier, tout B € cdga}, admet une résolution semi-libre
(8(V),d) = B;
(2) un morphisme est une cofibration si et seulement s’il est rétracte d’une extension
semi-libre.

Démonstration. Version algébrique d’approximation cellulaire. O
Notation 3.15. Dénotons par d2ffy la catégorie homotopique des schémas affines
dérivés :

(024ff)°P := Ho(cdga},) = cdogaf[# ']

(Pour étre plus précis, on travaillera avec la co-catégorie associée ; voir la remarque
4.8.)

Exercice 3.16. Montrer que la structure de modele sur cdga (respectivement cd ga})
est cofibremment engendrée

(1) cofibrations génératrices : S(I) (respectivement S(I1));
(2) cofibrations triviales génératrices : S(J) (resp. S(JT)).
Remarque 3.17. Les résolutions semi-libres jouent le réle de résolutions lisses. Com-

parer la définition d'un morphisme formellement lisse, qui est également donnée
par une propriété de relevement.

AN
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Exemple 3.18. Soit B le quotient de la R-algebre commutative A par une suite
réguliere x1, ..., x,. Alors le complexe de Koszul :

ol |y;| s’identifie a 1’algebre A ® A(y;) et fournit une factorisation de la projection

A — B (considérée dans cd gajg en degré 0)

A—— (AR S(y;),dy; = ;)

\ B
en particulier, si Q C R, ceci fournit une factorisation dans la structure de modéle
—
4. ENRICHISSEMENT SIMPLICIAL

Rappelons que les espaces affines n — A" forment un objet cosimplicial de la
catégorie des schémas affines. Cette structure peut étre comprise de la maniere
suivante; on dispose du schéma affine cosimplicial :

L
Al —= A2 == A®
ou Al = A? sont induits par les projections R[t1,ts] < R[t], t; +— 0,i € {1,2}, et
A% — Al par la diagonale R[t] — R[t1,t2], t — t1 + ta.
On considere A" < A™*! induit par la projection
R[tl, ce ,tn+1] - R[tl, ey tn+1]/(1fzti) = R[tl, e ,tn].
Ceci induit 'objet cosimplicial recherché ; par exemple
S
A —= Al

correspond au diagramme
N

t—0
R=— R[t]
t—1

de R-algebres.

Définition 4.1. Pour n € N, soit Q" l'algebre différentielle graduée commutative
de cdgag :
Q" = (S(ti, dts|1 <i < n+ 1)/ -5 1,5 at), d(t;) = di;)
ol |tz| =0et |dt,’| =—1.
Proposition 4.2.

(1) Les algébres différentielles commutatives Q1" forment un objet simplicial n — Q"
de cdgag.

(2) SiQ C R, alors R — Q" est une équivalence faible. De plus Q™ est semi-libre, en
particulier R — Q" est une cofibration triviale.

Exemple 4.3. Supposons Q C R. Pour n = 1, Q! = S(¢,dt). Les morphismes de
structure simpliciaux sont

R—=>S(t, dt)

e

R,

ol les morphismes verticaux envoient dt — 0.
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Soit A € cdgay, en prenant le produit tensoriel — ® A, on obtient le diagramme
suivant :
A= Qe A

RN

A

9

qui exhibe A — Q' ® A comme un trés bon objet chemin® de cdgay. En particulier,
ceci peut étre utilisé pour définir la relation d’homotopie (a droite).
Si A € cdga}, on peut adapter cette construction a cdgaj, en appliquant la tron-
cationa A ® Q' :
A==ttt Q' ® A)

3

Le morphisme A — 7 (! ® A) est une équivalence faible mais n’est plus en
général une cofibration, donc t7(Q! @ A) n’est qu'un bon objet chemin. On peut
toujours s’en servir pour définir la notion d’homotopie a droite.

Proposition 4.4. [BG76] La catégorie cdgap, est enrichie en ensembles simpliciaux par la
structure suivante :
Map(A, B) := Homcpga,, (4,Q° ® B),
muni de la structure simpliciale provenant de celle de Q® 3. La composition est fournie par
la composition dans la catégorie des 2™-algebres.
Cet enrichissement se restreint i cdgaf;, de sorte que

dga), < dgag
est une sous-catégorie enrichie pleine. En particulier, pour A, B € cdgak, ona:
Map(A, B) := Hom A tT(Q° @ B)),

cDga;( %

Démonstration. Exercice! (La structure simpliciale découle de celle décrite plus
haut.) O

Démonstration. Voir [BG76], [GMO3, Section V.3] pour le cas des algebres différentielles
graduées commutatives concentrées en degrés non-positifs ; I’argument s’adapte
au cas cogap. (]

Remarque 4.5. Un élément de Map(A, B); correspond a une homotopie a droite entre
les deux composées
A-Q'@B=B.

Exemple 4.6. Supposons Q C R. Alors t7Q" = Retn — t+(Q") est1'objet simpli-
cial constant. Ainsi, pour A € cdgaj;, Map(A, R) est 'ensemble simplicial constant
de valeur Hompgqa,, (4, R).

Remarque 4.7. Le foncteur Map(A, B) ne se comporte pas bien par rapport aux @
équivalences faibles si A n’est pas cofibrant. Par exemple, prenons R = Qet A =
Q[z]/z!, pour 1 < t € N, |z| = 0. L'algebre A admet la résolution cofibrante :

ty = t
B:= (S(z,y),dy = z') - A = Q[z]/a",
ou ly| = 1.
2. c’est a dire que A = ol ® A est une cofibration triviale et le morphisme Q'®A—» AP Aune

fibration
3. Map(A, B)n := Homcogap (A, Q" ® B) Hoan/mgﬂR Q"®A,Q"R® B)
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Considérons l'application :
Map(A, B) — Map(A, A)

d’ensembles simpliciaux, induite par B — A.

On vérifie que Map(A, A) est 'ensemble simplicial constant de valeur Hom o g, (4, A)
(essentiellement puisque A est concentré en degré zéro). Pour comprendre Map(A4, B),
on considere pour n € N.

Homoga,, (Qle] /", S(z, y) © Q™).

On a que (S(m, Y) ® Q")O est le Q[z, t;]-module engendré par les éléments 1, ydt;
i € {1,...,n}. Le sous Q[z]-module des cycles est engendré par les éléments 1 et
(737t} — ytpdt;), pour n € N. Ce module ne contient aucun élément nilpotent,
donc Map(A4, B) est1’ensemble simplicial constant de valeur Hom o gq,, (Q[z] /2", Q)
(c’est a dire x — 0).

L'application Map(A, B) — Map(A, A) n’est pas une équivalence faible d’en-
sembles simpliciaux.

Remarque 4.8. Au lieu de travailler avec la catégorie homotopique de cdga};, on
peut retenir plus d’informations (la philosophie des co-catégories) en considérant
la catégorie enrichie en ensembles simpliciaux 02ff; (par abus de notation !) dont :
— les objets sont les algebres semi-libres de cdga}; ;
— l'enrichissement est fourni par celui de cdgay.
Par la remarque 4.5, cette catégorie retient tous les renseignements de Ho(cdga},).

ANNEXE A. ALGEBRES SIMPLICIALES
Lorsque R n’est pas de caractéristique 0, on ne peut plus utiliser cdga};, pour
modéliser les schémas affines dérivés. Deux solutions se présentent :
(1) utiliser les E-algebres;
(2) utiliser les anneaux commutatifs simpliciaux (c’est le modéle utilisé par Toén
et Vezzosi [TV08, Chapitre 2.2]).

Notation A.1. Pour R un anneau commutatif, soient Modp la catégorie des R-
modules, CRingy, la catégorie des R-algébres commutatives et A°P€Ringy, la catégorie
des R-algeébres commutatives simpliciales.

Remarque A.2. Le foncteur oubli €Ring; — Ens induit un foncteur oubli :
A°PECRing, — AP CEns.

Théoréme A.3. [Qui67, Section 11.4], [G]J09] La catégorie A°PC€Ringy a la structure
d’une catégorie de modele simpliciale telle qu'un morphisme f de A°PCRingp est une
fibration (respectivement équivalence faible) si et seulement s’il en est une dans A°PEns.

Remarque A4. Le fait que A°PC€Ringy possede la structure d'une catégorie de
modele simpliciale rend un peu plus facile la considération de sa (o0, 1)-catégorie
associée.

La relation avec cdga}, provient de 'équivalence de Dold-Kan et son comporte-
ment par rapport aux structures monoidales respectives (voir [SS03]). Rappeler
que I'équivalence de Dold-Kan affirme que le foncteur complexe de chaine normalisé

N : A®Modp — Ch},

induit une équivalence de catégories, d'inverse I : @h; — A°PNMod k. (Voir [Lurl4,
Chapitre 1] pour une généralisation du théoreme de Dold-Kan.)
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Remarque A.5. Le foncteur N est lax symétrique monoidal tandis que I' n’est que
lax monoidal (par rapport aux structures ®).

Théoréme A.6. [SS03], [TV11, Appendix A] Le foncteur N induit un foncteur :
N : A°°€Ring, — cdgaj,

qui admet un adjoint a gauche.
51 Q C R, alors cette adjonction forme une équivalence de Quillen.

Corollaire A.7. 5i Q C R, alors la oo-catégorie associée d la catégorie de modele simpli-
ciale A°PCRingy est un modele de (dUffr)°P (comme défini précédemment).

Remarque A.8. Tout I'avantage de A°PCRingy est qu'on n’a pas besoin de I'hy-
pothése de caractéristique 0.
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