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L’objectif est d’étudier une partie de l’article [Vd12]. En particulier :

(1) l’algèbre de Lie différentielle graduée D(A, η) qui contrôle les déformations
de l’algèbre Calabi-Yau (A, η) ;

(2) le quasi-isomorphisme (de complexes de châınes) entre D(A, η) et l’homologie
cyclique négative ;

(3) la relation avec le crochet de Lie ‘Menichi’.

La première partie du groupe de travail sera consacrée aux structures de base :
l’homologie et la cohomologie de Hochschild ; l’homologie cyclique ; les algèbres
Calabi-Yau. Ensuite on introduira l’algèbre de Lie différentielle graduée D(A, η)
et on démontrera les théorèmes principaux de la [Vd12, Section 10]. Enfin, on se
penchera sur la théorie des déformations des algèbres Calabi-Yau, ce qui établit
l’intérêt de D(A, η). 1

Programme (version préliminaire) :

(1) Les (co)complexes de Hochschild. Il s’agit d’introduire une partie des struc-
tures présentées dans [Vd12, Section 4]. L’orateur pourra également consulter
[Lam10], [TT05] et [Lod98].
— [Vd12, Section 4.1] - les objets gradués sous-jacents.
— [Vd12, Section 4.2] - structures sur les cochâınes. (On pourra probable-

ment omettre la notion d’algèbre brace.) Crochet de Gerstenhaber [−,−] ;
différentielle exprimée en termes de [µ,−] ; le cup produit ; structure DG

Lie. Éventuellement la notion d’algèbre de Gerstenhaber DG.
— [Vd12, Section 4.3] - structures sur les châınes. Concatentation (cap pro-

duit) i ; dérivé de Lie L ; différentielle = Lµ ; les propriétés (4.3), (4.4),
(4.5).

(2) L’homologie cyclique. Il s’agit d’introduire l’homologie cyclique et ses va-
riantes négative et périodique, en suivant [Vd12, Sections 4.3 et 5.7] (et
[TT05] et [Lod98]). En particulier :
— L’opérateur B de Connes ; éventuellement la notion de Calculus structure.
— L’homologie cyclique (négative, périodique et usuelle). (On pourrait in-

troduire la notion de complexe mixte [Lod98].)
— La suite exacte de Connes (qui relie l’homologie cyclique négative à l’ho-

mologie de Hochschild). Application : [Vd12, Proposition 5.7] - en mettant
une hypothèse d’annulation (pour éviter de parler des algèbres Calabi-Yau
ici).

— L’algèbre de Lie DG D(A, η) introduite à la [Vd12, Section 8] en supposant
que η est un cycle (pas besoin de la notion d’algèbre Calabi-Yau).
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1. Dans un premier temps, on omettra la dernière partie [Vd12, Sections 11, 12], ce qui

nécessiterait l’introduction d’autres techniques.
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(3) Algèbres Calabi-Yau - en suivant [Vd12, Section 5] (voir aussi [VdB14], [Lam10],
[Gin06] . . . ).
— Définition d’une algèbre Calabi-Yau.
— Dualité de Poincaré pour une algèbre Calabi-Yau [Vd12, Proposition 5.5].
— Notion d’une algèbre Calabi-Yau exacte [Vd12, Définition 5.9].
— Quelques exemples : [Gin06], [BP14] . . .

(4) L’homologie de D(A, η). Montrer que l’homologie de D(A, η) est isomorphe
à l’homologie cyclique négative (en tant que groupe abélien gradué).
— Introduction de l’opérateur Ix := ix+uSx et ses propriétés [Vd12, Section

4.3].
— Définition du morphisme de complexes de châıne Ψ [Vd12, Section 10].
— Démonstration que Ψ est un quasi-isomorphisme lorsque (A, η) est Calabi-

Yau (conséquence de la dualité de Poincaré).

(5) Le crochet de Lie sur HC−. Relier le crochet sur l’homologie de l’algèbre de
Lie DG D(A, η) à la structure d’algèbre de Lie sur HC−(A).
— Définition du crochet de Menichi (comme dans l’énoncé du [Vd12, Théorème

10.2]).
— Démonstration du [Vd12, Théorème 10.1].

(6) Déformations d’algèbres Calabi-Yau - [Vd12, Section 6].
— Il faudrait commencer par quelques rappels sur les déformations d’algèbres

associatives - et éventuellement le rôle de la cohomologie de Hochschild.
— à préciser.

(7) Déformations d’algèbres Calabi-Yau ; le formalisme Maurer-Cartan. Il s’agit
de traiter les [Vd12, Sections 7, 8].
— Le formalisme Maurer-Cartan [Vd12, Section 7].
— Le rôle de D(A, η) dans la théorie des déformations : [Vd12, Théorème

8.1]. (Énoncé et démonstration.)
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