
L’ALGÈBRE DE LIE DIFFÉRENTIELLE GRADUÉE D(A, η) ET SON
HOMOLOGIE

GEOFFREY POWELL

1. RAPPELS

On fixe
— R, l’anneau commutatif de base ;
— A une R-algèbre ;
— A := A/R, si A est unitaire.

Convention 1.1. Pour V un R-module, ΣV est V concentré en degré homologique 1.

(1) Les cochaı̂nes de Hochschild :

C(A) :=
⊕
n≥0

HomR((ΣA)⊗n,ΣA)

sont munis du degré cohomologique |x| = n− 1 pour

x ∈ Cn−1(A) := HomR((ΣA)⊗n,ΣA).

Cochaı̂nes normalisées : C(A) :=
⊕

n≥0 HomR((ΣA)⊗n,ΣA)

(2) Le crochet de Gerstenhaber est compatible avec cette graduation :

[−,−] : Cm(A)⊗ Cn(A)→ Cm+n(A).

(3) Le produit de A induit µ ∈ C1 :

µ : ΣA⊗ ΣA → ΣA

a1 ⊗ a2 7→ −a1a2

(où le signe provient des signes de Koszul, à cause de la suspension).

(4) La différentielle d := [µ,−] : Cn(A)→ Cn+1(A).

Notation 1.2. Les chaı̂nes de Hochschild :

C•(A) :=
⊕
n≥0

A⊗ (ΣA)⊗n

avec degré homologique Cn(A) := A⊗ (ΣA)⊗n, n ∈ N. Version normalisée :

C•(A) :=
⊕
n≥0

A⊗ (ΣA)⊗n.

Remarque 1.3. Pour éviter quelques ennuis techniques, ce serait plus commode de
travailler avec :

ΣC•(A) ∼=
⊕
n≥0

ΣA⊗ (ΣA)⊗n,

toutefois en distinguant le premier facteur. (Cf. la définition du cap produit et de
la dérivée de Lie.)

Date: 5 mai 2015.
1



2 GEOFFREY POWELL

(1) Cap produit :

i : Σ−1Ck(A)⊗ Cn(A)→ Cn−(k+1)(A)

est donné par iϕ(a0⊗a1⊗ . . .⊗an) = a0ϕ(a1⊗ . . .⊗ak+1)⊗ak+2⊗ . . .⊗an,
où iϕ := i(ϕ⊗−) ; iϕ est de degré cohomologique |ϕ|+ 1.

(2) La dérivée de Lie définit une action de Lie

L : Ck(A)⊗ Cn(A)→ Cn−k(A)

donc Lx := L(x⊗−) est de degré cohomologique |x|.
(3) La différentielle de Hochschild est b := Lµ : Cn(A) → Cn−1(A) (de degré

cohomologique 1). À partir des définitions, il est formel que (C•(A), b) est un
DG-Lie module sur (C•(A), d). En particulier, [b, Lx] = Ldx.

(4) Si A est unitaire, l’opérateur de Connes B : Cn(A) → Cn+1(A) (de degré
cohomologique −1) envoie a0 ⊗ . . .⊗ an à

n∑
i=0

(−1)ni1⊗ ai ⊗ . . .⊗ an ⊗ a0 ⊗ . . .⊗ ai−1 +

n∑
i=0

(−1)n(i+1)ai−1 ⊗ 1⊗ ai ⊗ . . .⊗ an ⊗ a0 ⊗ . . .⊗ ai−2.

Lorsqu’on travaille avec C•(A), il suffit de considérer le premier terme.

Remarque 1.4. Il est un bon exercice de vérifier que [Lx, Ly] = L[x,y] ; conceptuel-
lement la démonstration devient plus claire lorsqu’on note que l’expression de
Lx est ‘normalisée’ par la condition que b0 (dans la notation de [Vd12]) contribue
toujours au premier facteur tensoriel.

Le cap produit et la dérivée de Lie induisent :

i : Σ−1C
k
(A)⊗ Cn(A) → Cn−(k+1)(A)

L : C
k
(A)⊗ Cn(A) → Cn−k(A)

Proposition 1.5.

B2 = 0

bB + Bb = 0

[b, ix] + idx = 0

De plus, pour x ∈ C
•
(A) et l’action de Lx sur C•(A),

[B, Lx] = 0.

Le complexe cyclique négatif (normalisé) est :

CC
−
• (A) := C•(A)[[u]]

(où u est de degré cohomologique 2), muni de la différentielle b + uB. Le cap pro-
duit ix et la dérivée de Lie Lx (x ∈ C

•
(A)) sont définis sur CC

−
• (A) par extension

u-linéaire.

Corollaire 1.6. Pour x ∈ C
•
(A),

[b + uB, Lx] = Ldx.

En particulier, CC
−
• (A) est un DG-Lie module sur C

•
(A).
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Remarque 1.7. Par construction, on dispose d’une suite exacte courte de complexes
de chaı̂nes :

0→ uCC
−
• (A)→ CC

−
• (A)→ C•(A)→ 0.

(En fait, de DG-Lie modules sur C
•
(A).)

2. L’OPÉRATEUR DE RINEHART

Tamarkin et Tsygan [TT05] introduisent l’opérateur (qu’ils attribuent à Rine-
hart) :

S : C
k
(A)⊗ Cn(A)→ Cn−k+1(A)

défini explicitement comme suit

Sx(a0 ⊗ . . .⊗ an) :=∑
m,j

(−1)• ⊗ am+1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ a0 ⊗ . . .⊗ aj ⊗ x(aj+1, . . . , aj+|x|+1)⊗ aj+|x|+2 ⊗ . . .⊗ am

où Sx := S(x ⊗ −) et la somme est prise sur les permutations cycliques pour
lesquelles a0 apparaı̂t à la gauche de x - explicitement j ≥ 0 et j + |x|+ 1 ≤ m ; le
signe est de Koszul.

L’opérateur Sx est de degré cohomologique |x| − 1. (Le fait d’augmenter la lon-
gueur des tenseurs diminue le degré cohomologique par 1.)

Notation 2.1. Pour x ∈ C
•
(A), soit

Ix := ix + uSx ∈ End(CC
−
• (A)),

qui est un opérateur linéaire de degré cohomologique |x|+ 1.

Proposition 2.2 (Équation (4.8)). Pour x ∈ C
•
(A),

[b + uB, Ix] + Idx = uLx.

Démonstration. (Indications.) Il suffit de montrer que

[B, ix] + [b, Sx] = Lx − Sdx ∈ End(C•(A)).

Ceci est un exercice amusant : en particulier, les signes étant de Koszul, on peut
donner une démonstration ‘diagrammatique’. �

Remarque 2.3. Dans cet exposé, on n’a pas besoin du [Vd12, Lemma 4.2], qui inter-
viendra plus tard, dans la démonstration du [Vd12, Theorem 10.2].

3. L’ALGÈBRE DE LIE D(A, η)

Rappelons que, pour M un DG-Lie module sur l’algèbre de Lie différentielle
graduée g, on dispose de l’extension semi-directe (en considérantM comme algèbre
de Lie abélienne) gnM , dont le complexe sous-jacent est g⊕M et le crochet

[(g1,m1), (g2,m2)] = ([g1, g2], g1m2 − (−1)|g2||m1|g2m1)

(signe de Koszul). Munie de cette structure, gnM est une algèbre de Lie différentielle
graduée.

Exemple 3.1. On peut appliquer cette construction à g := C
•
(A) etM := CC

−
• (A),

ce qui nous fournit le produit semi-direct :

C
•
(A) n CC

−
• (A).

Remarque 3.2. Si M est un DG-Lie module sur g, alors ∀n ∈ Z, ΣnM est un DG-Lie
module sur g, donc on peut former

gn ΣnM.
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Hypothèse 3.3. Soit η0 ∈ CC
−
d (A) un cycle de degré homologique d ∈ N.

Pour ce d ∈ N, on considère l’algèbre de Lie différentielle graduée :

(C
•
(A) n Σ−(d+1)CC

−
• (A), d).

Par construction, la classe ω := Σ−(d+1)η0 fournit un élément de degré cohomolo-
gique 1, telle que :

dω = 0

[ω, ω] = 0.

(Rappeler que Σ−(d+1)CC
−
• (A) est une sous-algèbre de Lie abélienne.)

Par conséquent, ω satisfait l’équation de Maurer-Cartan et

dη0 := d + [ω,−]

est une différentielle.

Remarque 3.4. La différentielle dη0 restreinte à C(A) (considéré comme facteur di-
rect en tant que R-module gradué de C

•
(A) n Σ−(d+1)CC

−
• (A)) est induite par

µ+ ω, c’est à dire :
dη0 |C(A) = [µ+ ω,−].

Définition 3.5. Soit D(A, η0) l’algèbre de Lie différentielle graduée :

(C
•
(A) n Σ−(d+1)CC

−
• (A), dη0).

Remarque 3.6.

(1) Pour effectuer cette construction, on n’a que besoin d’un cycle η0 du bon
degré.

(2) La classe d’isomorphisme de l’algèbre de Lie différentielle graduée D(A, η0)
ne dépend que de [η0] ∈ HC−d (A).

Lemme 3.7. L’opérateur [ω,−] agit trivialement sur le sous-complexe Σ−(d+1)CC
−
• (A)

et induit le morphisme :

[ω,−] : C
•
(A) → CC

−
• (A)

x 7→ (−1)|x|+1Lxω.

En particulier, Σ−(d+1)CC
−
• (A) est un sous-complexe de D(A, η0) (et sous-algèbre de

Lie abélienne).

4. LE MORPHISME Ψη0

Proposition 4.1. Soit η0 ∈ CC
−
d (A) un cycle, d ∈ N. Alors, il existe un morphisme de

complexes

Ψη0 : D(A, η0)→ Σ−d+1CC
−
• (A)

qui induit un morphisme de suites exacte courte de complexes

Σ−(d+1)CC
−
• (A)

∼=
��

// D(A, η0) //

Ψη0

��

C
•
(A)

Ψη0

��
uΣ−d+1CC

−
• (A) // Σ−d+1CC

−
• (A) // Σ−d+1C•(A),

où Ψη0 induit le cap produit (à signe près) en homologie.
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Démonstration. Il suffit d’étendre l’isomorphisme évident :

Σ−(d+1)CC
−
• (A)

∼=→ uΣ−d+1CC
−
• (A)

(rappeler que u est de degré cohomologique 2) à un morphisme de complexes.
Considérons le morphisme linéaire

C
•
(A) → Σ−d+1CC

−
• (A)

x 7→ Ψ(x) := (−1)|x|−1Ix(ω).

En passant au quotient par uΣ−d+1CC
−
• (A), ceci induit

Ψ : x 7→ (−1)|x|−1ix(ω),

ce qui induit le cap produit en homologie.
Il ne reste que à vérifier la compatibilité avec la différentielle. Proposition 2.2

fournit la relation :
[b + uB, Ix] + Idx = uLx.

En prenant la restriction aux (b + uB)-cycles, ceci donne

(b + uB) ◦ Ix ∼ uLx − Idx.

En particulier, pour x ∈ C
•
(A), puisque Ψ(x) = ±Ix(ω) et ω est un cycle (par

hypothèse),

(b + uB)Ψ(x) = (−1)|x|−1{uLx(ω)− Idx(ω)}
= (−1)|dx|−1Idx(ω) + (−1)|x|+1uLx(ω).

Alors, en utilisant l’identification dη0x = dx+ (−1)|x|+1Lxω fournie par le Lemme
3.7, on obtient que Ψη0 est un morphisme de complexes. �

Théorème 4.2. Pour le couple (A, η0), les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)
Ψη0 : D(A, η0)→ Σ−d+1CC

−
• (A)

est un quasi-isomorphisme ;

(2) l’image η ∈ HHd(A) de [η0] ∈ HC−d (A) induit un isomorphisme

− ∩ η : HHi(A)
∼=→ HHd−i(A).

Démonstration. Par le lemme des cinq, Ψη0 est un quasi-isomorphisme si et seule-
ment si Ψη0 en est un et Ψη0 induit (à signe près) le cap produit en homologie. �

Rappeler la définition [Vd12, Definition 5.9] d’une algèbre d-Calabi-Yau.

Corollaire 4.3. Si (A, η0) est une algèbre d-Calabi-Yau, alors Ψη0 est un quasi-isomorphisme.
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