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2 GEOFFREY POWELL

1. CATEGORIES ET FONCTEURS
1.1. Catégories.
Définition 1.1. Une catégorie C est la donnée
— d’une classe d’objets ObC ;
— d’un ensemble de morphismes Home(X,Y), VX, Y € ObC, (la classe de
tous les morphisms sera dénotée MorC) ;

— d’un élément neutre 1x € Home (X, X);
— d’une loi de composition

o: Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z2);
qui vérifient les propriétés suivantes
(1) ho(go f) = (hog)o f (associativité) ;
(2) Vf € Home(X,Y), 1y o f = f = f o 1x (élément neutre).

Définition 1.2. Une catégorie C est petite si ObC est un ensemble (et donc MorC
est un ensemble) ; elle est finie si MorC est fini.

Définition 1.3. Une sous-catégorie D de C est une catégorie telle que ObD est une
sous-classe de ObC et, VD1, Dy € ObD, Homp (D1, D3) C Home (D1, D2) et les lois
de composition et les éléments neutres sont compatibles.

Une sous-catégorie D de C est pleine si Homp(D1, D2) = Home (D1, Da).

Exemple 1.4.

(1) La catégorie discréte associée a un ensemble K, ObK = K et MorK = K
(les seuls morphismes sont les identités). Par exemple la catégorie vide, () et
la catégorie * ayant un seul objet.

2
3
4

Un groupe discret G définit une catégorie ObG = * et MorG = G.
La catégorie Ens des ensembles et des applications d’ensembles.

(2)
(3)
(4) La catégorie T des espaces topologiques et des morphismes continus.

(5) La catégorie T, des espaces topologiques pointés : objets (X, *x € X), X un
espaces topologique, et morphismes f : (X,xx) — (Y,*y), f: X - Y un

morphisme continu tel que f(*xx) = *y.

(6) La catégorie Gp des groupes et des homomorphismes et sa sous-catégorie
pleine Ab des groupes abéliens.

(7) Pour R un anneau unitaire, la catégorie R — Mod des R-modules (& gauche)
et des morphismes de R-modules.

Définition 1.5. La catégorie A des ordinaux est la catégorie
— objets : {[n]|n e NU{0}};
— morphismes : Homa ([m], [n]) I'ensemble des applications {0,...,m} —
{0,...,n} non-décroissantes (i < j = f(i) < f(j)).

Ezxercice 1.6. Donner une présentation de A par des générateurs et relations.

Définition 1.7. Soit C une catégorie. La catégorie opposée C°P est la catégorie
ayant ObC = ObC°P et Homeer (X,Y) = Home(Y, X), la loi de composition étant
induite par celle de C, idem pour les éléments neutres.

Définition 1.8. Une catégorie C est un groupoide si tout morphisme de C est
inversible.
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1.2. Foncteurs. Un foncteur est un morphisme entre deux catégories.

Définition 1.9. Un foncteur F : C — D est la donnée
— d’un objet F(X) € ObD, VX € ObC;
— d’une application : F': Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)),VX,Y € ObC;
telle que
(1) VX € ObC, F(lx) = 1F(X)a
(2) Flgo f)=F(g)o F(f)

Remarque 1.10. Un foncteur contravariant de C & D est un foncteur G : C°P — D.

Ezxercice 1.11. Soient F : C — D et G : D — £ deux foncteurs, montrer que la
composée G o F' donnée par

— GoF(X):=G(F(X)), VX € ObC;

— GoF(f) = G(F(f), Vf € MorC;
est un foncteur Go F': C — €.

Définition 1.12. Un foncteur F' : C — D est fidéle (respectivement pleinement
fidéle) si F : Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)) est une injection (resp. bijection),
VX,Y € ObC.

FExercice 1.13.

(1) Soit C une catégorie, montrer qu’il existe un foncteur identité 1¢ : C — C tel
que 1¢(X) = X, VX € ObC et 1e(f) = f, Vf € MorC.

(2) Soit D une sous-catégorie de C; montrer que l'inclusion définit un foncteur
fidéle D — C qui est pleinement fidéle si et seulement si D est une sous-
catégorie pleine.

(3) Soient C une catégorie et Z € ObC, montrer que Home(—, Z) : C°? — Ens et
Home(Z,—) : C — Ens sont des foncteurs.

(4) Soit Z[S] le groupe abélien libre engendré par un ensemble S'; montrer que
ceci définit un foncteur Z[.] : Ens — Ab et que Poubli de la structure d’un
groupe abélien définit un foncteur Ab — Ens. Identifier le foncteur Ab — Ens
donné par Homap(Z[S], —).

(5) Montrer que la topologie discréte sur un ensemble définit un foncteur Ens — ¥
et que 'oubli de la topologie définit un foncteur ¥ — Ens.

(6) Montrer que l'oubli du point de base définit un foncteur T, — ¥ et qu’il
existe un foncteur (—)4 : ¥ — T,, ot X = X I , pointé par . Identifier le
foncteur Home, (X, —).

Ezercice 1.14. Montrer que les petites catégories et les foncteurs forment une caté-
gories, CAT.

1.3. Transformations naturelles.

Définition 1.15. Une transformation naturelle n : F' — G entre foncteurs F, G :
C =2 D est la donnée d’un morphisme nx : F(X) — G(X), VX € ObC, telle que,
Vf:X —Y de MorC, le diagramme suivant commute :

Fx) 2% Py

G(X) G(Y).

Ezercice 1.16. Par oubli de la structure du groupe abélien, on peut considérer Z[—]
comme un foncteur Z[—] : Ens — Ens. Construire une transformation naturelle
1ens — Z[S] telle que, VS € ObEns, ng : S — Z[S] est une injection.

—_—
G(f)
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Définition 1.17.

(1) Une équivalence naturelle entre deux foncteurs F,G : C = D est une trans-
formation naturelle n : F' — G telle que, VX € ObC, nx : F(X) — G(X) est
un isomorphisme de D.

(2) Deux catégories C,D sont équivalentes s’il existe foncteurs F : C — D et
G : D — C et équivalences naturelles FG = 1p et GF S 1¢.

Exercice 1.18. Soit C une catégorie; montrer qu’il existe une catégorie A°PC, la
catégorie des objets simpliciauzx de C, ayant objets les foncteurs A°? — C et mor-
phismes les transformations naturelles entre foncteurs de cette forme. (Par exemple,
A°PEns est la catégorie des ensembles simpliciaux.)

Remarque 1.19. La catégorie AC des objets cosimplicaux de C est définie de maniére
analogue, en utilisant les foncteurs A — C.

Ezercice 1.20. Soient Z,J deux catégories petites et C,D deux catégories quel-
conques.

(1) Montrer que les foncteurs Z — C et leurs transformations naturelles forment
une catégorie, dénotée CZ.

(2) Soit a: Z — J un foncteur ; montrer que « induit un foncteur C* : 7 — C%,
par précomposition.

(3) Soit F: C — D un foncteur, montrer que F induit un foncteur FZ : C* — DT,
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2. ESPACES TOPOLOGIQUES

2.1. Espaces topologiques et applications continues. Pour X un ensemble,
P(X) est 'ensemble des parties de X.

Définition 2.1. Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble
0 C P(X) des parties ouvertes de X tel que

— toute intersection finie d’éléments de & appartient a & ;

— toute union (arbitraire) d’éléments de & appartient a &.

Remarque 2.2. Si (X, 0) est un espace topologique, X € & (une intersection vide
d’éléments de Z(X) est égal & X) et § € & (une union vide d’éléments de F(X)
est vide).

Définition 2.3. Une partie C' € Z(X) est une fermée de (X, 0) si X\C € 0.

Exemple 2.4. Voici quelques exemples d’espaces topologiques :
(1) les espaces métriques;
(2) la topologie grossiere (X, 0 = {0, X}), X un ensemble;
(3) la topologie discréte (X, 0 = P (X)).

Définition 2.5. Soient &), 05 deux topologies sur ’ensemble X. La topologie 0}
est plus fine que la topologie 05 si Oy C 0.

Remarque 2.6. La topologie grossiére est la topologie le moins fine sur un ensemble
X et la topologie discréte est la topologie le plus fine sur X. Les deux topologies
coincident si et seulement si X = {x}.

Définition 2.7. Soient X, Y deux espaces topologiques ; une application f : X =Y
est continue si, pour tout ouvert U C Y, f~}(U) C X est un ouvert de X.
Les espaces topologiques et les applications continues forment une catégorie .

Définition 2.8. Un homéomorphisme est un isomorphisme de la catégorie T ; deux

espaces topologiques X, Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme X =
Y.

Définition 2.9. Soient (X, ) un espace topologique et A une partie de X. La
topologie sous-espace sur A (induite par la topologie (X, 0)) est la topologie dont
les ouverts sont {U N A|U € 0’}.

Ezercice 2.10. Montrer que la topologie sous-espace sur A est la topologie le moins
fine sur A pour laquelle 'application d’inclusion A < X est continue.

Définition 2.11. Soient (X, &) un espace topologique et f : X — Y une applica-
tion surjective d’ensembles. La topologie quotient sur Y est la topologie telle que V
est ouvert dans Y si et seulement si f~1(V) est ouvert dans X. (On dit alors que
f: X - Y est un morphisme quotient.)

Ezxercice 2.12. Montrer que la topologie quotient sur Y est la topologie le plus fine
sur Y pour laquelle 'application X — Y est continue.

Définition 2.13. Une application continue f : X — Y est ouverte si U ouvert dans
X = f(U) est ouvert dans Y.
Exercice 2.14.

(1) Soient f : X — Y un morphisme quotient d’espaces topologiques et A C Y
une partie ouverte ; montrer que f~!(A) — A est un morphisme quotient.

(2) Donner un exemple d’un morphisme quotient f : X — Y qui n’est pas ouvert.

(3) Donner un exemple d’un morphisme quotient f : X — Y et d’une partie
B CY tels que f~'B — B n’est pas un morphisme quotient.
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. f . . .
(4) Soient X Y 5 7 deux surjections continues, ot f est un morphisme quo-
tient ; montrer que, si g f est un morphisme quotient, alors g est un morphisme
quotient.

Définition 2.15. Une base d'une topologie (X, &) est un sous-ensemble Z C & tel
que tout élément de € est une réunion (quelconque) d’éléments de . Une sous-
base de € est un sous-ensemble &’ C O tel que 'ensemble des parties qui sont des
intersections finies d’éléments de 9B’ est une base de 0.

FExercice 2.16.

(1) Soient X un ensemble et B C Z(X) un ensemble de parties de X. Montrer
qu’il existe une topologie (X, Oz) sur X telle que & est une sous-base de
Oxz.

(2) Soient (X, Ox), (Y,O0y) deux espaces topologiques et f : X — Y une ap-
plication. Si Ay est une sous-base de Oy, montrer que f est continue si et
seulement si f~!(B) est ouvert dans X, VB € By

Définition 2.17. Soit {(X;, &;)|i € #} un ensemble d’espaces topologiques. La
topologie produit sur [, , X; est la topologie définie par la sous-base {pr; }(U)]i €
I, U € 0}, oupr; : [[;c» Xi = X; est la projection.

FEzercice 2.18. Soit {(X;, 0;)|i € #} un ensemble d’espaces topologiques et (Y, Oy)
un espace topologique.

(1) Montrer que la projection pr; : [[,c , Xi — X; est un morphisme ouvert,
Vi e 7.

(2) Montrer qu’une application Y EN [I;cr Xi est continue si et seulement si

pr; o f est continue, Vi € .Z.

Définition 2.19. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Un voi-
sinage de A dans X est une partie B C X telle qu’il existe un ouvert U tel que
A Cc U C B. Un voisinage ouvert de A dans X est un ouvert de X qui est un
voisinage de A.

Définition 2.20. Soient X un espace topologique et A une partie de X.

(1) L’intérieur de A, Int(A), est Pouvert maximal de X contenu dans A (la
réunion de tous les ouverts contenus dans A).

(2) L’adhérence de A, A est le fermé minimal de X qui contient A (I'intersection
de tous les fermés de X qui contiennent A).

(3) La frontiére de A, DA, est le complément A\IntA.

Ezercice 2.21. Montrer que :
(1) A= X\(Int(X\A);
(2) Int(4) = X\(X\A):
(3) Int(AN B) =Int(A) NInt(B);
(4) AUB=AUB.
Monter qu’il existe des inclusions
(1) Int(AU B) D Int(A) UInt(B);
(2) AnB C ANB:
et donner des exemples ot les inclusions sont strictes.
Définition 2.22. Soient X un espace topologique et A une partie de X.
(1) A est dense dans X si A= X;
(2) A est nulle-part dense dans X si Int(A4) = 0.
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2.2. Espaces connexes.

Définition 2.23. Un espace topologique (X, &) est connexe si les seules parties
ouvertes et fermées de X sont {0}, X }.
Ezercice 2.24. Montrer que :

(1) un espace X est connexe si et seulement si toute application continue X —
{*1, %2}, out {*1,*2} est muni de la topologie discréte, est constante ;

(2) le produit X x Y de deux espaces topologiques est connexe si et seulement si
X et Y sont connexes;

(3) montrer que tout espace topologique X est homéomorphe & la réunion dis-
jointe d’espaces connexes (les composantes connezxes de X).

2.3. Espaces séparés.

Définition 2.25. Un espace topologique (X, &) est séparé si, Vo # y € X, U,V
ouverts de X telsquez e U,y e Vet UNV =0).

Exemple 2.26. Les espaces métriques sont séparés.

Ezercice 2.27. Montrer que
(1) un ensemble X muni de la topologie grossiére est séparée ssi X € {0, {x}};

(2) Tespace topologique X est séparé si et seulement si le sous-ensemble X C
X x X diagonal (les éléments (x, z)) est fermé dans X x X ;

(3) pour deux morphismes continus f,g : A = X, ou X est séparé, 'ensemble
{z € X|f(z) = g(x)} est fermé dans A;

(4) un sous-espace B d’un espace topologique séparé est séparé.
(5) Donner un exemple d’un morphisme quotient g : X — Y tel que X est séparé
mais Y ne l'est pas.

2.4. Espaces compacts.

Définition 2.28.

(1) Un recouvrement d’un espace topologique X est une famille {4;]i € Z} de
parties de X telle que X = |J; A;; il est un recouvrement ouvert si A; est
ouverte, Vi € Z.

(2) Un sous-recouvrement d'un recouvrement {A;|i € Z} est une sous-famille qui

est un recouvrement de X.

Définition 2.29. Un espace topologique X est quasi-compact si tout recouvrement
ouvert de X admet un sous-recouvrement fini ; il est compact si, en plus, il est séparé.

Exemple 2.30. L’espace [0, 1], considéré comme sous-espace de R (topologie mé-
trique habituelle) est compact ; (0,1) ne l’est pas.
Ezercice 2.31.

(1) Montrer qu'un ensemble X muni de la topologie grossiére est quasi-compact ;
quand est-il compact ?

(2) Montrer qu'un ensemble X muni de la topologie discréte est compact si et
seulement si X est un ensemble fini.

(3) Soient X un espace topologique et A C X un sous-espace. Montrer que
(a) si X est quasi-compact et A est fermé dans X, alors A est quasi-compact ;
(b) si A est compact et X est séparé, alors A est fermé.

(4) Soit f: X — Y un morphisme continu; montrer que, si A est compact dans
X, alors f(A) est quasi-compact dans Y ; en déduire que, si Y est séparé,
f(A) est fermé dans Y.
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(5) Soient A, B deux sous-espaces compacts d’un espace séparé X, tels que AN
B = (}; montrer qu'il existe voisinages ouverts U,V de A, B respectivement,
tels que U NV = (.

Définition 2.32. Un espace topologique X est localement compact si

(1) X est séparé;

(2) tout point z € X admet un voisinage compact B.

Exzxercice 2.33. Soit X un espace topologique localement compact. Montrer que toute
partie ouverte U de X est localement compact.

2.5. Espaces fonctionnels.
Notation 2.34. Soient X,Y deux espaces topologiques et K C X, U C Y deux
parties ;
(1) Map(X,Y) est ensemble des applications continues X — Y';
(2) W(K,U) C Map(X,Y) est le sous-ensemble des applications f telles que
f(K)CU.

Définition 2.35. Soient X,Y deux espaces topologiques, la topologie compacte-
ouverte sur Map(X,Y’) est la topologie ayant sous-base les parties W(K,U), ou K
est compacte et U est ouverte.
Ezxercice 2.36. Soient X,Y, Z trois espaces topologiques.
(1) Si f: X XY — Z est une application continue, montrer que le morphisme
adjoint f : X — Map(Y, Z) défini par (f(x))(y) = f(z,y) est continu.
(2) Si X est localement compact, montrer que le morphisme d’évaluation X x
Map(X, Z) — Z est continu.
(3) Si X,Y sont localement compacts, montrer qu’il existe un homéomorphisme
Map(X x Y, Z) 5 Map(X, Map(Y, Z)).
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3. HOMOTOPIE

3.1. Homotopie. En théorie d’homotopie, on considére les espaces topologiques et
les morphismes & déformation prés ; les déformations sont paramétrisées par 1’espace
topologique I = [0,1] (I'intervalle). Il existe deux morphismes 7y,7; : * = I dans
T, qui correspondent & l'inclusion des points 0, 1 respectivement.

Définition 3.1. Soient f,g: X = Y deux morphismes de ¥.

(1) f,g sont homotopes s’il existe une application continue H : X x I — Y qui
rend commutatif le diagramme

o JLE

X X xI

W

ou les morphismes 79,71 : X = X x I sont induits par 79,7 : * = I. On
notera f ~ g et on dira que H est une homotopie de f vers g.

X

(2) Soit A C X une partie de X telle que f|4 = g|a. Les morphismes f, g sont
homotopes relativement o A s'il existe une homotopie H : X x I — Y telle que
H(a,t) = f(a) pour tout t € I et a € A. On écrira f ~ grel Aou f ~ 1 4 g.

Remarque 3.2.

(1) Lhomotopie H n’est pas unique; si o : I — I est une application continue
telle que sy est 'identité, alors H o (1x X «) est une homotopie de f vers g.

(2) Une homotopie rel () est simplement une homotopie.

(3) Si A ==« € X, alors la notion d’homotopie relative concerne les morphismes
pointés, qui envoient * & un point fixé de Y ; il s’agit de la notion d’homotopie
pointé qu’il convient d’utiliser dans la catégorie des espaces pointés T,.

Ezercice 3.3. Montrer qu'une homotopie H : X X I — Y est équivalente a une
application continue H : X — Map(I,Y") et reformuler les définitions de homotopie
en termes de H.

Proposition 3.4. Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X et 1 :
A — 'Y une application continue. La relation ~ rel A est une relation d’équivalence
sur l'ensemble des morphismes Homz(X,Y'),, C Homz(X,Y) dont la restriction a
A est .

Démonstration.

— réflexivité : pour f € Homg (X,Y)y, il suffit de prendre ’homotopie constante :
Hy(w,t) = f(x);

— symétrie : si H est une homotopie rel A de f vers g, H' définie par
H'(z,t) = H(z,1 —t) est une homotopie rel A de g vers f;

— transitivité : si Hy est une homotopie rel A de f vers g et Hs est une
homotopie rel A de g vers h, on vérifie que application H : X x [ — Y
définie par

- Hl (LL', Qt) 0 <
Hw,t) = { Hyw,2t—1) L<

t
t
est continue et définit une homotopie rel A de f vers h.

IAIA
[u—y I

Notation 3.5. Soient X,Y deux espaces topologiques ; on écrit
[X,Y] := Homg(X,Y)/ ~

pour I'ensemble des classes d’homotopie.



10 GEOFFREY POWELL

Lemme 3.6. Soient h: X' - X, f,g: X =Y etk:Y — Y’ des morphismes de
X8 H:X xI—Y estune homotopie de f vers g, alors H :=ko Ho (h x 11) :
X' x I =Y’ est une homotopie de ko foh verskogoh.

Démonstration. L’application H' : X' x I — Y’ est continue, donc il suffit de
remarquer que H'(z',0) = ko foh(z') et H (z',1) = ko go h(z'). O
Ezxercice 3.7. Soient f,g: X =Y, l,m:Y = Z morphismes de ¥ tels que f ~ g
et [ ~ m. Montrer que les composées [ o f, mog: X = Z sont homotopes.
Proposition 3.8. Soient XY, Z trois espaces topologiques ; la composition d’ap-
plications continues induit une loi de composition
Y, Z] x [X,Y] = [X, Z]
qui définit une catégorie T/ ~ telle que ObT/ ~= ObT et Homg,(X,Y) = [X,Y].
La relation ~ induit un foncteur
T>%/~

qui est identité sur les objets.

Démonstration. Le résultat est une conséquence du Lemme et de 1'exercice B.7
O
Ezercice 3.9. Soit X un espace topologique ; montrer qu’il existe deux foncteurs :
[X,—] : ¥ —Ens
[-,X] : T°° - Ens.
Remarque 3.10. La catégorie T/ ~ n’est pas la catégorie homotopique étudiée en
topologie algébrique; pour définir cette catégorie, on a besoin de se restreindre &

une sous-catégorie des espaces topologiques (les CW-complexes) ou bien inverser
une classe plus large de morphismes (les équivalences faibles).

Définition 3.11.

(1) Un morphisme f : X — Y est une équivalence d’homotopie s’il existe un
morphisme g: Y — X tel que fog~ 1y et go f ~ 1x.

(2) Deux espaces topologiques X,Y sont homotopes (ou ont le méme type d’ho-
motopie) s’il existe une équivalence d’homotopie f : X — Y. On écrira X ~ Y
lorsque les espaces X,Y ont le méme type d’homotopie.

(3) Un espace topologique X est contractile si X ~ x.

(4) Un morphisme f : X — Y est homotopiquement trivial si f est homotope a
un morphisme constant.

Exzxercice 3.12. Montrer que les espaces suivants sont contractiles :
(1) Yintervalle I ;
(2) lespace euclidien R", n € N;
(3) le disque D™ C R™, D™ := {z]| ||z|| < 1}.
Ezercice 3.13.
(1) Montrer que deux espaces homéomorphes ont le méme type d’homotopie.

(2) Montrer que I’espace * IT +* muni de la topologie grossiére est contractile mais
que {0,1} C R ne l'est pas.

(3) Montrer que la relation ~ d’équivalence d’homotopie est une relation d’équi-
valence.

(4) Montrer que R?\{0} et S! ont le méme type d’homotopie (ces espaces ne ne
sont pas homéomorphes : mais comment le démontrer 7).
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FEzercice 3.14. Soit Y V'espace Map(I,I);,, des applications continues f telles que
flar = 1a5 (ie f(0) =0 et f(1) =1). Montrer que Y est contractile (remarquer que
le morphisme 1; appartient a V).

3.2. Exemples fondamentaux. La notion d’homotopie présente quelques pro-
blémes techniques.

Définition 3.15. Soit P C R? le sous-espace le peigne

1
Ix{0}U (({o}u (=0 <n ez} x I).
n
Lemme 3.16. L’espace P est contractile.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 'inclusion i : I x {0} < P est une équiva-
lence d’homotopie, puisque (0,0) < I est une équivalence d’homotopie.

Pour voir que i : T 2 I x {0} — P est une équivalence d’homotopie, considérer
la projection 7 : P — I induit par la projection R? — R, (x,y) — z. Alors mi = 1;
et im ~ 1p par ’homotopie H(z,y,t) = (z,yt), pour (z,y) € P. O

Exemple 3.17. Soit *p le point (0,1) € P et tp : P — P le morphisme constant
tp(x,y) = *p. Bien que P soit contractile, le morphisme tp n’est pas homotope
rel xp a l'identité 1p.

Car, supposons qu’il existe une homotopie H : P x I — P de 1p vers tp rel xp,
alors H : xp x I — xp. Soit U C P 'ouvert (I X (%, 1]) N P ; puisque I est compact,
on déduit qu’il existe un voisinage ouvert V' de xp tel que H : V x I — U, donc V
contient un point v := (%, 1). Considérons la restriction h : I x U de H a v x I
alors h(0) = v et h(1) = *p. Ceci est une contradiction, car les points xp et v
appartiennent a des composantes connexes différentes, tandis que I est connexe.

Exemple 3.18. Soient (P, *p, ), (P2, *p,) deux copies du peigne; le bouquet de P,
P est I’espace topologique

Pi\/ Py := (P 1 Py)/sp, = *p,,

pointé par 'image de xp, (on identifie les deux points de base).
Alors, l'espace P \/ P2 n’est pas contractile (exercice).

Le passage aux espaces quotients présentent également quelques difficultés :

Exemple 3.19. Soient f, g : 1 IIx2 = [0, 1] les deux applications continues f(x1) =
f(x2) =0et g(*1) =0, g(*1) = 1. Alors

(1) f ~ g sont homotopes;

(2) les espaces quotients [0, 1]/Imf = I et [0, 1]/Img = S* ne sont pas homotopes
(on verra une démounstration de ce fait plus tard).

L’espace [0, 1]/Imf est la somme amalgamée dans T du diagramme

*1]_[*2%[

|

*

et pareil pour g. Donc 'exemple montre que les sommes amalgamées ne sont pas
des constructions homotopiques.

3.3. Rétractes par déformation.

Définition 3.20. Soit A un sous-espace d’un espace topologique X, muni de I'in-
clusion canonique i : A — X ;

(1) Aestun rétractede X, s'il existe une rétractionr : X — A telle que roi =14

Démo exercice
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(2) A est un rétracte par déformation de X §'il existe une rétraction r : X — A
telle que et 107 ~ 1x;

(3) A est un rétracte par déformation forte de X si, de plus, i or ~ 1x rel A.
Exercice 3.21. Montrer que, si i : A — X est un rétracte par déformation par
rapport a la rétraction r : X — A, alors ¢ et r sont des équivalences d’homotopie.
Exemple 3.22.

(1) Le sous-espace X — X x I, donné par = — (z,0), est un rétracte fort par
déformation de X x I.

(2) Soit E — B un fibré vectoriel, alors la section en zéro, s : B — E, exhibe B
comme rétracte par déformation forte de FE.

(3) Le ruban de Mobius M est ’espace quotient de I x I par la relation (0,t) ~
(1,1 —1t). La projection pry : I x I — I induit une projection M — S*; cette
projection qui admet la section S' — M induite par I — I x I, y — (y,1/2).
L’espace S' est un rétracte par déformation forte de M.

Exemple 3.23. Le point *xp du peigne P est un rétracte par déformation de P,
mais n’est pas un rétracte par déformation forte de P.

Cet exemple montre qu’il faut imposer une condition sur le point de base d’un
espace pointé afin d’obtenir un bon comportement en théorie d’homotopie. Par
exemple, la condition suivante est utilisé dans [FT10] ; elle est légérement plus faible
que la condition bien pointé.

Définition 3.24. Un espace pointé (X, *x) est correctement pointé 8'il existe un
voisinage ouvert V' de xx tel que *x est un rétracte par déformation forte de V.

Ezercice 3.25. Montrer que (P, *p) n’est pas correctement pointé.
3.4. Le mapping cylindre d’un morphisme.

Définition 3.26. Le cylindre de base X (un espace topologique) est I'espace X x I,
muni des deux inclusions 7y, 71 : X — X x I (les bouts), induites par 0,1 € I, et de
la projection px : X x I - X.

Remarque 3.27. Les morphismes 19,71, px sont des équivalences d’homotopie.

Définition 3.28. Soit f : X — Y une application continue; le mapping cylindre
My de f est la somme amalgamée dans T du diagramme :

X" XTI
|
Y;

autrement dit, M est espace quotient ((X x I)IIY)/ ~, ou (z,1) ~ f(x) Vz € X.

L’inclusion 7y induit une inclusion iy : X < My, Y est un sous-espace de My et
la projection px : X x I — X induit une surjection continue ry : My — Y telles
que

X vy <oy

Tf
x \L ly
Y

Notation 3.29. Si A C X est un sous-espace, on écrira My 4) pour le mapping
cylindre de I'inclusion j : A < X, et ia : A = M(x 4y pour l'inclusion i;.

commute.
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Proposition 3.30. Soient f : X — Y une application continue et My son mapping
cylindre. Alors

(1) Y est un rétracte par déformation forte de My ;
(2) ry: My —Y est une équivalence d’homotopie ;

(3) U:=X x[0,3) C My est un voisinage ouvert de X x {0} et ng: X — U est
un rétracte par déformation forte.

Démonstration. Le morphisme 7 est un rétracte de ¥ — M. On définit une
homotopie H rel Y de iy ory vers 1y, par H(y,t) = y, Vy € Y C My et
H((z,5),t) = (z,1— (1 — s)t).

Le fait que rf est une équivalence d’homotopie est une conséquence immédiate
du premier point (voir exercice B.21]).

Il est évident que U est une partie ouverte de My qui contient I'image de iy ;
exercice montrer que iy : X — U est un rétracte par déformation forte. O

Remarque 3.31. Cette proposition donne une maniére fonctorielle de construire une
factorisation d’une application continue f: X — Y

X5 M Sy
ol ry est une équivalence d’homotopie et iy est une inclusion telle que X C M}
admet un voisinage ouvert U tel que X est un rétracte par déformation forte de U.
L’inclusion ¢y a un bon comportement homotopique.
Fonctorialité : pour un diagramme commutatif d’applications continues :

Xy BELNS Y

o

X2 — }/27
f2

la construction du mapping cylindre fournit un diagramme commutatif :

1
/\
)11 if ]Vifl T T
X, 1fa Mf2 Tf2 Y,
\_/
fa

Exemple 3.32. Soit (X, *x) un espace pointé quelconque et M(x . ) le mapping
cylindre de l'inclusion *x < X, pointé par (xx,0). Alors (M(x ), (¥x,0)) est
correctement pointé.

Proposition 3.33. Soient f,g : X = Y deux applications continues telles que
J ~ g par une homotopie H : X xI —'Y de f vers g. Alors H induit une application
continue H : My — My telle que le diagramme suivant commute :

ig iy
X—>~Mg<—

N

M.

En particulier, le morphisme H est une équivalence d’homotopie.
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Démonstration. Lhoméomorphisme I 2 I; UI, ([0, 1] 22 [0,2] = [0, 1]U[1, 2]) induit
un homéomorphisme
M, : (X x )1 U (X x I)U, Y.

On définit 'application H vers M; = (X xI)U;Y par ses composantes

(X xI) 3 XxI
(X xI), 2 v
Yy % v
(Exercice : vérifier que H est continue et que le diagramme commute. ) O

Le lemme technique suivant est une construction fondamentale.

Lemme 3.34. Soient f,g: X =Y deux applications continues et H: X x I =Y
une homotopie de f vers g. Alors

(1) Uapplication continue H' : X x I —'Y définie par
/ | H(z,2s) 0<s
H(x,s).—{ H(z,2s—1) s

est une homotopie de f vers f ;
(2) 1l existe une application continue S : (X xI) x I =Y
H(w,s,t) == H'(x, st)
telle que
H(x,0,t) = f(z) = H(x,1,t),¥(x,t) € X x I
H(x,5,0) = f(x),¥(x,s) € X x T
H(x,s,1) = H'(z,5),V(z,s) € X x I.

Démonstration. On vérifie facilement que les applications H' et .7 sont continues.
Par construction, H'(z,0) = f(z) = H'(x,1), donc H est bien une homotopie de f
vers lui-méme.

On vérifie les propriétés de 7 de la méme maniére. O

Proposition 3.35. Soient f,g: X =Y deux applications continues et H : X X1 —
Y une homotopie de f vers g. Alors le morphisme H : My — M est une équivalence
d’homotopie relativement a X .

Démonstration. La construction de la Proposition fournit deux morphismes
H:M, — M; et K : My — M, on K(x,t) = H(z,1 —t). Il suffit de montrer que
K o H est homotope relativement a X a 1 M, et que HoK est homotope relativement
a X a 1y, ; les deux arguments sont similaires.

L’étape clé de la démonstration utilise le lemme[3.34l Exercice : fournir les détails
de la démonstration. ]

Proposition 3.36. Soit (X,*x) un espace pointé tel que X est contractile. Alors
M x .y est contractile relativement a (*x,0).

Démonstration. L’hypothése que X est contractile entraine ’existence d’une homo-

topie H : X x I — X de 1x vers application constante a xx (ezercice /). On utilise

la décomposition M(x .,y = (*x x I) U X pour définir des applications continues;

donc un point de M(x . est représenté soit par x € X, soit par (xx,s) € xx x I.
Soit a1 I — M(x ) l'application continue :

ale) = { (5, 25)

0<s<
H(xx,2s—1) 1<s<
X
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Pour 0 <t < % :
H(x,t) = H(z,2t),VxeX
1
H(xx,s,1) = { gé;( ia —2|—t)2)t) —1) ES;E?{.
Pour % <t <1, on définit :
H(z,t) = «a2(1-1)),VzeX
H(xx,s,t) = «2s(1—1)).
Alors, H est une application continue qui définit une homotopie rel (xx,0) de
1., Vvers application constante & (xx,0). O

Exemple 3.37. Proposition B36 s’applique au peigne P pointé par xp = (0,1) (cf.
Exemple B.I7). Ainsi, en remplagant P par Mp, ) on peut éviter le comportement
pathologique de P.

3.5. Le cone d’un espace topologique et d’une application continue.
Définition 3.38. Soit X un espace topologique; le cone de base X est I’espace
topologique C'X quotient :
CX = (X xI)/(X x {0}).
Le point 1 de I induit une inclusion naturelle tx : X — CX.

Lemme 3.39. Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application
continue. Alors

(1) le cone CX est contractile ;

(2) le morphisme [ est homotopiquement trivial ssi il existe une factorisation

X 2 0x

s H
Y.

Démonstration. L’application continue CX x I — CX
XxIxI — XxI
(x,8,t) — (x,st)
induit une homotopie du morphisme constant au ‘sommet’ du cone vers le mor-
phisme identité de CX. Donc CX est contractile.
Le morphisme f est homotopiquement trivial ssi il existe une homotopie H : X X
I =Y telle que H(z,0) = *y (*y un point de Y') et H(z,1) = f(z), Vo € X. Par
la propriété universelle de ’espace quotient, H se factorise & travers le morphisme
quotient X x I — C'X par un morphisme H : CX — Y.

Pour la réciproque, on démontre (exercice) que tout morphisme qui se factorise
a travers un espace contractile est homotopiquement trivial. O

Erercice 3.40. Montrer que le cone de base S™ est homéomorphe & D" (ici S™,
la sphére de dimension n, est le sous-espace {x € R"™1| ||z|| = 1} et la boule D" *!
est le sous-espace {x € R""!| ||z|| < 1}; le bord D"t est S™).

Définition 3.41. Soit f : X — Y une application continue. Le céne de f est
I’espace topologique pointé Cf :

Cy:=My/(X x{0}),
pointé par 'image de X x {0} dans C/, donc
Cr =Y U CX =Y LI CX/((z) ~ f(x)).
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L’application continue 7y : Y — My induit une application continue ¢y : Y — C}
telle que le diagramme suivant commute :

Myp<2—y

|~

Cy.
Proposition 3.42. Soit f: X — Y une application continue.
(1) La composée X Ly C¢ est homotopiquement trivial.

(2) Soit g :' Y — Z une application continue; la composée X Ly % 7 est
homotopiquement triviale ssi il existe une factorisation

Yi>0f

Z.
Démonstration. Généralisation du Lemme B39 (exercice) . |

Proposition 3.43. Soient f,g : X = Y deux applications continues, qui sont
homotopes par une homotopie H : X xY — Y de f vers g. Alors le morphisme
H: My, — My de la Proposition [3.33 induit une application continue

H:Cy,— C
qui est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. La propriété universelle de la topologie quotient entraine que H
induit une application continue H : C;, — C}, par la commutativité du triangle a
gauche de la Proposition 3.33

Proposition montre que H est une équivalence d’homotopie relativement a
X. Alors, cette équivalence d’homotopie passe au quotient. O

Exemple 3.44. Pour les deux applications f,g : 1 Il xo0 = I de I'exemple 3.19
Cy~Cy~Sh

Le coéne d’une application continue est utilisée dans la construction des espaces
cellulaires :

Exemple 3.45. Rattachement d’une cellule : Soit f : S»~! — X une application
continue. Le cone Cy = X Uy D™ est ’espace obtenu par l’attachement d’une n-
cellule le long de lapplication f - en utilisant ’homéomorphisme D" = CS"~! de
Pexercice [3.40
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4. CHEMINS ET LE GROUPOIDE FONDAMENTAL

4.1. Chemins d’un espace topologique.

Définition 4.1.

(1) Un chemin d’un espace topologique X est une application continue a: I — X
(on la considére comme un chemin de a(0) vers a(1)).

(2) Deux points z,y € X sont connexes par un arc s’il existe un chemin a: I — X
tel que a(0) = = et (1) = y; on écrit & ~apc Y.
Lemme 4.2. Soit X un espace topologique. Si T ~apc Yy, alors x et y appartient o

la méme composante connexe de X.

Démonstration. L’intervalle I est connexe, donc son image dans X est inclus dans
une composante connexe de X. O

Proposition 4.3. La relation ~yc est une relation d’équivalence sur les points d’un
espace topologique X .

Démonstration. Exercice. O

Définition 4.4. Soit X un espace topologique.
(1) X est connexe par arcs si, Va,y € X, & ~arc Y-
(2) X est localement connezxe par arcs si, Vo € X et voisinage z € V C X, il
existe un voisinage * € U C V qui est connexe par arcs.

Exemple 4.5. Le peigne P est connexe par arcs mais n’est pas localement connexe
par arcs (considérer les voisinages de xp).
Proposition 4.6. Soit X un espace topologique. Alors

(1) si X est connexe par arcs, alors X est connexe;

(2) si X est connexe et localement connexe par arcs, alors X est connexe.
Démonstration. Ezxercice. g
Définition 4.7. L’ensemble des composantes connexes par arcs d’un espace topo-
logique X est ’ensemble quotient :

m0(X) := X/ ~are -
Remarque 4.8. Un espace topologique X est connexe par arcs si et seulement si
mo(X) = {x}.
Proposition 4.9. Soit X un espace topologique. Alors

(1) il existe une bijection mo(X) = [*, X|;

(2) mo(—) définit un foncteur my : T — Ens.

Démonstration. Il y a une bijection Homg (%, X) = X et deux morphismes x1,zs :
x = X sont homotopes si et seulement si x1 ~ac T2.
Le fait que mo(—) est un foncteur en découle immédiatement (Cf. Exercice B.3I).
0
Exercice 4.10.

(1) Soient X,Y deux espaces topologiques qui ont le méme type d’homotopie;
montrer que (X ) = mo(Y).

(2) Soient x € S'; Montrer que le mapping cylindre M := M s1 5) est connexe
et que M ~ S'. Montrer que X n’est pas homéomorphe & S*.

Ezercice 4.11. Soit O(2) le groupe orthogonal ; montrer que le déterminant O(2) —
Z/2 induit un isomorphisme 7 (0(2)) = Z/2.
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4.2. Composition de chemins et le groupoide fondamental.
Définition 4.12. Soit X un espace topologique.
(1) Le chemin constant & un point & € X est le chemin ¢, : I — % < X
(cz(t) = ).
(2) L’inverse d’'un chemin « : I — X est le chemin @ := awo x, ot x : [ ST est
I’homéomorphisme t — 1 — t.
(3) Soient a, 8 : I =% X deux chemins, tels que a(1) = 5(0). Le chemin composé
«. 3 est le chemin défini par
a(2t) 0
a.p(t) =
f®) { BRt—-1) 3
Lemme 4.13. Soient «, 8,7 trois chemins de X, tels que (1) = B(0) et 5(1) =
~v(0). Alors
(1) Ca(O)'a ~ rel 8I & ™~ rel HI a-ca(l) 5
(2) Q. (57) ~ rel OI (aﬁ)V 5
(3) . @ ~ rel 0T Ca(0) €L Q- ~ rel BI Ca(1)-
Démonstration. Par exemple : pour le premier point de (3), on définit une homotopie
H:IxI— X par

| a(2st) 0<s< %
Hs,t) := { a(2s— 1) l<s<l.
et on vérifie que H définit une homotopie rel 91 du chemin constant c,y vers

.. O

Notation 4.14. Soit « : I — X un chemin de X ; la classe d’homotopie rel 91 de «
est dénotée [a].
Définition 4.15. Soit X un espace topologique. Le groupoide fondamental de X
est le groupoide (petit) ayant
— objets : les points de X ;
— Hompx)(z,y) = {a: I = X|a(0) = 2, a(1) = y}/ ~ w1 01
dont la composition est induite par la composition des chemins ([5] o [o] := [«. 5]
si a(1) = B(0)) et I'inverse par [o] ! := [a].
Proposition 4.16.
(1) Le groupoide fondamental définit un foncteur
II(-): ¥ — GPD,
ot GPD est la catégorie des groupoides petits.
(2) Soient H : X x I — Y wune homotopie de f vers g. Alors, il existe un dia-
gramme commutatif :
Hompy(x)(z,y)
T(f) I(g)

Homyyy) (f(2), f(v)) . Homp(y)(9(x), 9(y)),

ot H,[B] = [H(y)|o[B]o[H ()], pour H(z) (z € X ) le chemin t — H(z,t).
Démonstration. Soit f : X — Y une application continue; le morphisme de grou-
poides TI(f) : TI(X) — TI(Y) est défini par II(f)[a] = [f o a], pour a : [ — X
un chemin dans X. (On vérifie directement que II(f) est bien un morphisme de
groupoides.)

Pour la deuxiéme partie, il suffit de vérifier que H induit une homotopie rel 97
entre f o a et le chemin H(z)™1.(go ). H(y). (Ezercice) O
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Remarque 4.17. On peut rendre le deuxiéme énoncé plus élégant en introduisant
une notion d’homotopie entre morphismes de groupoides.
Ezercice 4.18. Tous les groupoides considérés sont petits.

(1) Soit {G;|i € T} un ensemble de groupoides. Montrer que le coproduit 1T;c7G;
des groupoides existe (Ob( Iicr Qi) = I,z ObgG;).

(2) Soit G un groupoide ; vérifier que la relation « ~ y ssi Homg(x,y) # () est une
relation d’équivalence sur ObG et définir 7y(G) := ObG/ ~. Le groupoide est
conneze si mo(G) = {*}. En général, montrer qu'il existe un isomorphisme de
groupoides :

g= HjGﬂ'o(g)gj
tel que chaque G; est connexe (les G; sont les composantes connexes de G).
(3) Soient G un groupoide connexe et x € ObG. Montrer que l'inclusion
Autg(z) < G,
ol Autg () est la sous-catégorie pleine ayant pour objet z, est une équivalence
de groupoides.

Ezercice 4.19. Soit f : X — Y une équivalence d’homotopie ; montrer que TI(f) :
II(X) — TI(Y) est une équivalence de groupoides. (NB en général le morphisme
II(f) n’est pas un isomorphisme de groupoides; donner un exemple pour illustrer
ce fait.)

Définition 4.20. Un espace topologique X est simplement conneresi Homyy(x)(z,y) =
{x}, Va,y € X.
Remarque 4.21. Soit X un espace topologique.

(1) X est simplement connexe ssi X est connexe par arcs et, Va,y € X, & homo-
topie prés, il existe un chemin unique de x vers y.

(2) X est simplement connexe ssi II(X) est équivalent au groupoide trivial
(ayant un seul morphisme).

4.3. Espaces de chemins.

Définition 4.22. L’espace des chemins PX associé & un espace topologique X est
Map(7, X), muni de la topologie compacte-ouverte.

Le morphisme dI = {0,1} < I induit une application continue PX CE X x X
tel que eo(y) = 7(0) et ex1(y) =~(1).
Définition 4.23. Soient A, B deux sous-espaces de I'espace topologique X. L’es-
pace Py pX est le produit fibré

Py pX ——PX

l l(emel)

AXxB——Xx X

d’espaces topologiques, donc P4 X est le sous-espace topologique des chemins
~v:I — X tels que v(0) € A et v(1) € B.
Exemple 4.24. Soit (X, *x) un espace topologique pointé.
(1) P.y xX est lespace des chemins vy : I — X tels que v(0) = *x ;
(2) Piy «xX est Uespace des lacets dans X basés a *x. Cet espace est dénoté QX
(le point de base étant sous-entendu) ; QX est pointé par le lacet constant a
*x.
us généralement, pour z,y € eux points d’un espace topologique Y,
3) Plus général t yeYd ints d’ topologi Y
P, , est espace des chemins v : I — Y tels que v(0) =z et (1) = y.
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Proposition 4.25. Soit (X, z) un espace pointé; alors
(1) Vespace Py x est contractile ;

(2) il existe un carré cartésien :

QX—>-Pm7X

L]

r——X.

Démonstration. On définit une homotopie H : Py x X I — P, x par (v,t) — ¥,
ot Y1(s) = 7(st). H est une application continue qui définit une homotopie entre
Papplication constante & ¢, et I'identité.
Le deuxiéme point est une conséquence formelle des propriétés des produits fibrés.
O
Remarque 4.26.

(1) La projection P, x — X est une fibration (c’est une notion définie par une
propriété de relévement d’homotopies qui généralise la notion d’un fibré lo-
calement trivial) et la fibration associée

QX - P x = X

est important en théorie d’homotopie.

(2) On a montré que P, x ~ * est contractile. Le produit fibré du diagramme
* — X < x est x; par contre, en prenant par exemple X = S', on voit qu’en
général QX £ x (il suffit de considérer mo(2S1). Ainsi, le produit fibré ne
respecte pas les équivalences d’homotopie.

Exercice 4.27. Soient x,y,z € X trois points d’un espace topologique X. Montrer
que :

(1) P, et P, , sont homéomorphes;

(2) la composition des chemins induit une application continue
Py .xPyy— Py
(3) 7TO(POC,y) = Homn(x)(x,y).

Ezxercice 4.28. Soit X un espace topologique.

(1) Montrer qu’il existe un diagramme cocartésien (une somme amalgamée) dans

]

I ——1,

no
——

(les morphismes I < I sont des inclusions fermées).
(2) Déduire qu'’il existe une application continue :

PX® xx “*PX - PX

de composition de chemins, ou le produit fibré est défini par rapport aux
morphismes PX 3 X & PX.

(3) Déduire que la composition des chemins induit une application continue :

we2X x QX — QX.
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Montrer que les diagrammes suivants commutent a homotopie prés :

QX x QX x QX 2 5 QX x QX

QX x QX Qx

et
QX 2y x DX 00X x QX <—0X x xx 20X
\ lﬂ/
X,

ol xx — QX est le point de base (le lacet constant & *x), mais que ces
diagrammes ne sont pas commutatifs dans T si X # x.

Ceci correspond & la structure de H-espace de Q2.X.

Définition 4.29. Soit X un espace topologique séparé; 'espace des lacets libres
AX est le produit fibré :
AX ——PX

XmXXX.

Remarque 4.30. L’espace des lacets libres dans X est important dans la théorie de
la topologie des cordes. Il y a un carré cartésien :

QX — AX

|

sy —= X
et le produit QX x QX — QX se généralise a
AX xx AX — AX.

4.4. Le groupe fondamental.

Définition 4.31. Soient (X, z) un espace topologique pointé (un objet de ¥,). Le
groupe fondamental w1 (X, x) est le groupe d’automorphismes de x dans le groupoide
II(X) :
71 (X, x) := Autryx)(v).
ATTENTION : celle-ci n’est pas la définition habituelle (voir la remarque [46]).
Rappeler que le cercle ST C R? est le sous-espace {z| ||x|| = 1} ; il est pointé par
(1,0); le cercle S est homéomorphe & I/0 ~ 1, en tant qu’espace pointé.
Définition 4.32. Soit (X, *x) un espace topologique pointé.
(1) Un lacet (basé & *x) dans X est un morphisme S* — X de T, ; il est équivalent
a se donner une application continue o : I — X telle que a(0) = (1) = *x.
(2) Soient A, pu deux lacets basés a xx dans X, le lacet composé - X est le lacet
obtenu en composant les chemins sous-jacents.

Proposition 4.33.

(1) Le groupe fondamental définit un foncteur To — Gp a valeurs dans la catégorie
des groupes.

(2) Les foncteurs m(—), [S', —]=, : Te — Gp sont naturellement isomorphes.
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(3) Si f,g: (X,x) = (Y,y) sont deuzx morphismes de To qui sont homotopes
rel z, alors m(f) = m1(g) : m (X, 2) = 7 (Y, y).

(4) Soient X wun espace topologique et [a] € Homyx)(z,y) un morphisme du
groupoide fondamental, alors

(X, x) = Autix) (@) = Autnex (y) = m(X,y)
6] = la . B.q]

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Le groupoide fondamental définit un foncteur II(—) : ¥ — GPD. Si
f:(X,2) = (Y,y) est une application continue, alors le morphisme de groupoides
II(f) : TI(X) — TI(Y) induit un morphisme de groupes

71 (X, ) =2 Auty(x)(v) — Autyy(y) = m(Y,y)

et ceci définit un foncteur 71 (—) : T4 — Gp. Explicitement, soit o : I — X un lacet
basé & z, qui représente un élément [ € w1 (X, z); alors m(f)[a] = [f o o], car
f o« est un lacet basé a y.

Le fait que 71 (X, x) est naturellement isomorphe a [S*, X], est une conséquence
immediate des définitions (un lacet est un chemin o : I — X tel que a(0I) = x et
les deux notions d’homotopie coincident).

Soient f, g : (X,z) = (Y,y) deux morphismes de ¥, qui sont homotopes rel x
par une homotopie H, alors H o« est une homotopie rel 91 entre foa,goa: [ — Y.
Alors, les deux morphismes induits 71 (f), 71 (g) coincident.

Le dernier point est un résultat général pour les groupoides (exercice). O

Proposition 4.34. Soit (X,z) un espace topologique pointé. Alors, il existe un
isomorphisme naturel :

(X, 3) = 7o (QX)
et la structure de groupe est induit par le morphisme produit

QX x QX — QX.

Démonstration. Un élément de Q2.X est un lacet A basé & X et un chemin entre deux
points A1, A2 de QX est une homotopie rel JI entre les lacets A1, As. O

Ezxercice 4.35. Soit X un espace topologique. Montrer que X est simplement connexe
si et seulement si X est connexe par arcs et, pour un point x € X quelconque,

m (X, z) = {e}.

4.5. Le théoréme de Seifert et de van Kampen. Rappelons la définition d’une
somme amalgamée (un type de colimite) :

Définition 4.36. Soient C une catégorie et C' < A 4 B deux morphismes de C.
Une somme amalgamée (ou pushout) de f, g est un carré commutatif dans C :

[ ]

C——=D

f

_—

(1)

qui est universel parmi de tels carrés commutatifs. Explicitement, pour tout carré
commutatif de sommets A, B, C, Z, il existe un morphisme unique D — Z qui rend
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commutatif le diagramme suivant :

(2)

On dit que le carré () est cocartésien et on écrira parfois B1I4 C pour D.

Ezercice 4.37. Préciser les notions de produit fibré et de carré cartésien (ce sont les
notions duales, en passant a la catégorie opposée).

Exemple 4.38. Soit C une catégorie qui posséde un objet initial O (ie Home (0, C) =
{x}, VC € C). Alors, pour objets B,C € ObC, la somme amalgamée du diagramme
B <+ () — C est le coproduit BII C' de B et C dans C (s'il existe).

Hypothese 4.39. Tous les groupoides considérés dans cette section sont petits.

Le lemme suivant traite un cas particulier des sommes amalgamées dans GPD.

Lemme 4.40. Soient Gy L Go1 ELS G1 un diagramme de groupoides tel que les appli-

cations ObGy <f—0’ ObGo1 <£> ObgG; sont des inclusions. Alors il existe un diagramme
cocartésien de groupoides :

f
Go1 —— Go

S

G——G
ot G est le groupoide tel que
(1) ObG = ObG, llong,, ObGy (la somme amalgamée dans Ens) ;

(2) pourxz,y € ObG, Homg(z,y) est 'ensemble des mots de longueur finie (my,, . ..

(0 < n € N) tels que m; € MorGy UMorG; et, V1 < i < n — 1, but(m;) =
source(m;1) modulo les relations engendrées par :

(a) simi, mg € MorG. (e € {0,1}), alors (ma,m1) = (mg omq) ;
(b) sin € MorGo1, alors fo(n) = f1(n);

composition est donnée par concaténation : (My,...,m1) o (m},...,m}) =
3 ition est donné ténati 4 4
(Muy oo yma, M, ..., mb).

Démonstration. On vérifie facilement que G est un groupoide.
Supposons qu’il existe un diagramme commutatif de groupoides :

f
Go1 —— Go

o

G ——H;

pour établir la propriété universelle de G, il faut montrer qu’il existe un unique
morphisme de groupoides G — H qui rend commutatif le diagramme de la forme
[@). Puisque Obg est la somme amalgamée dans Ens, il existe une application cano-
nique ObG — ObH. L’ensemble des morphismes de G est engendré par les classes
des morphismes de MorGy U MorG, ; on vérifie que les applications MorGy — MorH
et MorG; — MorH induisent une application unique MorG — MorH (les relations
sont vérifices dans MorH) et que ces applications définissent un morphisme de grou-
poides. O
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Exemple 4.41. Un groupe discret G est un groupoide & un seul objet.

(1) Soient Go, G1 deux groupes discrets. Alors le diagramme
{e} ——Go
Gl —— GQ * Gl,
ou Gy *x (1 est le coproduit dans Gp, est cocartésien dans GPD.

(2) Soient Gg Lgh (G1 deux morphismes entre groupes discrets et soit Goxg G
le groupe (Gog * G1)/N, ot N est le sous-groupe normal engendré par les
éléements fo(h)fi(h™1), h € H. Alors

H fo Go

S

G1 —— Go*xg Gy

est cocartésien dans GPD.

On a besoin du théoréme de Lebesgue, qu’on appliquera aux espaces compacts [
et I x1I.

Notation 4.42. Soit X un espace métrique. La boule B(x,¢) de centre x € X et de
rayon £ > 0 est le sous-espace ouvert {y € X|d(z,y) < €}.

Proposition 4.43. Soit X un espace métrique compact, muni d’un recouvrement
owvert % = {U;|i € F}. Alors e > 0 tel que, Vo € X i, € I tel que B(x,e) C
U,

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Supposons V0 < n € N il existe x,, tel
que Vi € &, B(zy, %) ¢ U;. Puisque X est compact, la suite (z,,) admet un point
d’accumulation T. Mais il existe j € % tel que T € U; et U; est ouvert dans X ; on
en déduit une contradiction. g

Théoréme 4.44. Soit {Uy, U1} un recouvrement ouvert d’un espace topologique
X. Soient i. : UyNUy — Ue et jo : U — X les inclusions € € {0,1}; alors le
diagramme

H(UQ n Ul)m H(UQ)

H(il)l ln(jo)

HO) gy~ 1)

est cocartésien dans GPD.
Démonstration. 1l est évident que ObIL(Up) <= ObII(UyNU;) < ObII(U;) sont des
inclusions et que ObII(X) = ObII(Us) Hopmw,nu,) ObIL(U). Ceci correspond au
fait que le diagramme

UsNnU, ——= Uy

L

U, —X

est cocartésien dans . Donc la somme amalgamée G de II(Uy) « II(Uy N Uy) —
II(Uy) est décrite par le lemme 40 et il existe un morphisme de groupoides

G —I(X)
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et application Obg 5 ODbII(X) est une bijection. Il reste & démontrer que MorG —
MorII(X) est une bijection.

Soit a: I — X un chemin dans X qui représente un morphisme [a] € MorII(X).
Par le théoréme de Lebesgue [£.43] il existe un entier N tel que V0 < s < N — 1,
Jis € {0,1} tel que ([, &]) C U,,. Alors, on définit :

N
a; T —- X
s+t
t—
de sorte que [a] = [an—1]o[an—2]o...0[ap] dans II(X). Puisque [a;] est dans 'image
de TI(U,,) — TI(X), par construction, on déduit que [a] est 'image de 1’élément de
MorG représenté par [[o]] := ([an-1], [an—2],...,[a0]); d’ailleurs, on peut montrer

facilement que cet élément ne dépend pas du choix de N. Cet argument établit que
I’application

MorG — MorlII(X)

est surjective.

Il reste & montrer 'injectivité ; on a construit, pour o : I — X, un élément bien
défini [[a]] € MorG tel que [[@]] — [a]. Il faut montrer que, si a ~ ( rel 91, alors
[[]] = [[8]] dans MorG. Soit H : I x I — X une homotopie rel I de « vers f.
Par le théoréme de Lebesgue, il existe un entier K tel que VO < 51,50 < K — 1,

Fisy 5o € {0,1} tel que H([5, 2] x [52 2y c U, .

Ainsi, la restriction de H a [3, 51}'(*1] x [, 52—;1] correspond & une relation dans
H(U.,,, .,) entre les deux maniéres de parcourir le carré :

H 1 1
l1sp out ozt
o ——>90

H| so s H| & sy s
|{71}x[72, 2;11T T ‘{IT“M%, 241,
" o ——> 0,
|[%51T“Jx{%}
Le résultat en découle facilement. [l

Remarque 4.45. On peut généraliser le théoréme de Seifert et van Kampen, en rem-
plagant le recouvrement ouvert {Up, U1} par un recouvrement ouvert quelconque;
lorsque le recouvrement est fini, on peut le déduire du Théoréme .44l par récurrence.
(Exercice!)

Remarque 4.46. Pour (X, ) un espace pointé, on a défini le groupe fondamental
comme Autyyx)(z), de sorte que 'inclusion

soit un morphisme de groupoides. Avec cette définition, la multiplication est donnée
par

(Al o [u] = [ Al

La définition classique (qu’on trouve dans la litérature) utilise la multiplication
opposée :
(1] # [A] = [u- Al
donc m (X, x) := Autx)(2)°P. (Si G est un groupe, G°P est le groupe opposé

obtenu en considérant G comme une catégorie a un seul objet.)

Corollaire 4.47. Soit {Uy, U1} un recouvrement ouvert d’un espace topologique
X tel que Uy, Uy, Uy N Uy sont connexes par arcs et soit xx € Uy N Uy. Soient
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te : UgNUy = Ue et jo : U. — X les inclusions € € {0,1} ; alors le diagramme

T (Uo N UL, xS (U, #x)

Wl(il)l lm(]’o)

T (U, *x) o~ T (X, *x)

est cocartésien dans la catégorie des groupes.

Démonstration. L’hypothése sur la connexité par arcs entraine que, pour Z € {UpN
U1, Uy, Uy, X}, le morphisme de groupoides naturel :

m(Z,xx) = I(Z)

est une équivalence de groupoides ; en particulier, en choisissant pour chaque x € Z
un chemin v, de *x vers x dans Z tel que 7., = c«y, il existe des rétractes
compatibles de groupoides :

ryz :I(Z) — m(Z, *x).

Soit G un groupe discret tel qu’il existe un diagramme commutatif de morphismes
de groupoides :

Uy N Uy) ———= TI(Uy)

l\\

1(Uo N U, xx) — m1(Uo, *x)

| |

7T1(U1,*X) —>G

Alors, puisque II(X) est la somme amalgamée dans GPD, il existe un morphisme
unique de groupoides II(X) — G qui rend commutatif ce diagramme. La composi-
tion 71 (X, *x) < II(X) — G est un morphisme de groupoides ayant un seul objet,
donc un morphisme de groupes. Ce morphisme rend commutatif le diagramme (2])
dans la catégorie des groupes ; la propriété universelle de II(X) entraine 'unicité. O

Remarque 4.48. Un avantage de la formulation du Théoréme de Seifert et de van
Kampen pour les groupoides fondamentaux est qu’on n’a pas besoin de I'’hypothése
de connexité par arcs.

Remarque 4.49. Rappeler que, si (X, z) est un espace pointé, P, x est espace des
chemins v dans X tel que v(0) = x. Evaluation v + ~(1) induit une application
continue : e; : Py x — X. Pour définir le rétracte II(X) — 71 (X, ), on a choisi,
pour tout y € X, un chemin v, € P, x tel que 7,(1) = y, donc une section s dans
la catégorie des ensembles :

s
Pz,X el >

Si X n’est pas simplement connexe, la section ne peut pas étre continue. En effet,
Pespace P, x est contractile par la Proposition 425 donc 71 (Py x,cs) = {e}. Si s
était une application continue, on aurait une section dans la catégorie des groupes :

71 (Py x, s(a:))ﬂw m (X, x),

d’ott 1 (X, x) serait trivial, une contradiction.
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4.6. Applications du théoréme de Seifert et van Kampen.

Considérons S* € RY; St = [T II;_q 1y I~ et on écrit o™, ™ : I = ST pour les
deux chemins associés & cet homéomorphisme.
Proposition 4.50. Soit G le sous-groupoide plein de T1(S') tel que ObG = {—1,1}.
Alors G est le groupoide libre engendré par

[aT],[a”] € Homg(—1,1).

Démonstration. Soient Ut := SN {(z,y)ly > —3} et U™ = S' N {(z,y)ly < 3}.
Alors UT, U~ sont des ouverts contractiles et UTNU ™ est la réunion de deux ouverts
contractiles. En particulier, pour Z € {UTNU~,UT, U~} et objets u,v € ObllZ,
Homnz(u,v) € {{*},0}. On a [a"] € Hompy+(—1,1) et [a~] € Hompy- (—1,1).
Le résultat découle du Théoréme [4.44] (exercice). O

Corollaire 4.51. Soit x € S un point de base quelconque. Alors w1 (S, *) = 7Z.
En particulier, le cercle S' n’est pas contractile.

Démonstration. Conséquence immédiate du Corollaire .47 et de la Proposition
4.00) ]

Proposition 4.52. Soit n > 2 un entier; alors la sphére S™ est simplement
connexe.

Démonstration. 1l est évident que S™ est connexe par arcs. Choisir un recouvrement

ouvert S® = UTUU™ tel que U™, U~ sont contractiles, U N U~ est connexe par

arcs et S"~1 — UTNU™ est un rétracte par déformation forte (donc une équivalence

d’homotopie). Prendre un point de base * € Ut NU~.

Alors, par le théoréme de Seifert et van Kampen, 1 (S™, %) = {e}hy, (gn—1,4){e} =
O

{e}.
Définition 4.53. Soient (X, z), (Y,y) deux espaces pointés; le bouquet de X et Y
est ’espace quotient :

XVY : =(X1Y)/x=y.
pointé par *, 'image de x (ou y).
Proposition 4.54. Soient (X, ), (Y,y) deuz espaces connezxes par arcs et correc-
tement pointés. Alors :

7Tl()(\/}/a *) = 7T1(X,-T)*7T1(Ky)-

Démonstration. Soient x € U, C X,y € Uy, C Y des voisinagesdex € X et y € Y
fournis par I’hypothése que X,Y sont correctement pointés, et définir les ouverts
Vy :=UsVY et Vx := X VU, de X VY. Alors, X — Vx et Y — V3 sont des
rétractes par déformation forte et * — Vx N Vy est un rétracte par déformation
forte, en particulier Vx N Vy est contractile.

Par le théoréme de Seifert et van Kampen,

T X VY, %) 2 (Vx, *) *ry (v nvy ) T (Vv ) 2 m (X, x) x 1 (Y, ).
O

Exemple 4.55. Soit 0 < k un entier. Alors 71 (\/, S*, *) = Z** le groupe libre sur
un ensemble & k éléments.

Proposition 4.56. Soient n > 1 un entier, f : S™ — X une application continue
etY :=C; =X Uyse"! le come de f. On pose x := f(x) pour x € S™. Alors :
(1) sin =1, le morphisme X — Y = C} induit un isomorphisme
771(Ya I) = 7T1(X7 CC)/[f]

ot [f] < m(X,x) est le sous-groupe normal engendré par limage de w1 (f) :
m (St *) = m (X, 1) ;
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(2) sin > 2, alors le morphisme X — Y = Cy induit un isomorphisme m1 (X, ) 5
m (Y, ).

Démonstration. On peut supposer que X est connexe par arcs, car I'image de f est
inclus dans une composante connexe par arcs.

Le cone Cy est un quotient de 'espace (S™ x I) II X. On définit les ouverts
Ux := Image{(S" x (3,1] I X} et Uc := Image{(S™ x [0, 2)}, de sorte que ¥ =
Ux UUg. Alors X — Ux est un rétracte par déformation forte, Ux est contractile
et Ux NUg =2 8™ x (%, %) ~ S™. On choisit un point de base u € Ux N Ug. Alors,
par le théoréme de Seifert et van Kampen, il existe un carré cocartésien de groupes :

7T1(UX ﬂUc,u) —>7T1(Uc,u) = {e}

| |

7T1(Ux,’u) 4>7T1(Y,u).

En choisissant un chemin dans Ux de u vers z, on vérifie que ce diagramme est
isomorphe au diagramme de groupes

m1 (8™, %) —— {e}

L

(X, z) —— m (Y, z),

qui est donc cocartésien.
Sin > 2, alors w1 (S™, %) 2 {e}, et le résultat est immédiat. Dans le cas n = 1,
on utilise I'isomorphisme

7Tl(*Xv CL‘) *1(S1,%) {e} = 7Tl(*Xv .%')/[f]
]

Remarque 4.57. On traite le cas n = 0 de la Proposition [L.56] en appliquant la
Proposition 454

Exemple 4.58. Le plan projectif RP? est homéomorphe au quotient de la sphére
S? C R3 par la relation z ~ —x. Ainsi, on voit (exercice!) que RP? est homéomorphe

au cone C[g) de P'application continue S ! [ﬂ St 2+ 22 (lorsqu’on considére S! C
C:={z] ||z|]| = 1}). Alors :
71 (RP?, %) 2 Z/2.
Les espaces projectifs RP™, pour n > 2 sont obtenus en rajoutant des ‘cellules’ de
dimension > 2; donc 71 (RP™, %) =2 Z/2, ¥n > 2. (Exercice : calculer 7 (RP!, %).)
Par contre, la droite projective complexe, CP! est homéomorphe & S? (la sphére
de Riemann), donc

m1(CP', %) = {e}
et les espaces projectifs complexes CP™ sont simplement connexes Vn > 1.

Théoréme 4.59. Soit G un groupe discret. Alors il existe un espace pointé (X, x)
tel que m (X, z) 2 G.

Démonstration. Le groupe G admet une présentation de la forme :
F1 — F() — G,

ou Fy, Fy sont des groupes libres. Explicitement, G = Fy/N, o N est un sous
groupe normal et Fy & Z*Z0  le groupe libre sur un ensemble Zy (qui correspond &
un ensemble de générateurs de G) et il existe une surjection Fy = Z*71 — N, oil
I’ensemble Z; correspond aux relations.
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Alors, Fy = m1(\/z, S%), et donc I'image d'un générateur j € 7, dans G définit

un élément de m(\/ 7, S 1), c’est & dire une application pointée continue :
fi: 8t = \/ St
To
Ces applications induisent une application continue :
f=\ fi:\Vs'=\s"
JE€ELL I To

On définit X := Cf, le cone de f.

Le théoréme de Seifert et de van Kampen (cf. la démonstration de la Proposition

[£56)), entraine que
1 (X, ,T) ~@.

O

Remarque 4.60. Lorsque G est de présentation finie (on peut prendre Zy, Z; des
ensembles finis), alors le résultat est une conséquence immédiate de la Proposition
4356l car on peut rajouter les 2-cellules par récurrence.
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5. REVETEMENTS
5.1. Espaces au dessus de B.

Définition 5.1. Soit B un espace topologique.

(1) La catégorie T/B des espaces topologiques au dessus de B est la catégorie
ayant objets les applications continues Y — B; un morphisme (Y; — B) —
(Y2 — B) est une application continue Y7 — Y2 qui rend commutatif le

triangle
B.

(2) Soit f:Y — B € T/B; la fibre de f au dessus de point b € B est I'espace
topologique Fy := f~1(b).

Y Ys

Définition 5.2. Soit g : C' — B une application continue; le foncteur de change-
ment de base est le foncteur

9g:%¥/B — %/C

Y—-B) —» (YxpC—=0(C),
ou (Y xp C) est le produit fibré.
Remarque 5.3. La catégorie /B posséde un coproduit et un produit. Soient (Y7 —
B) et (Y2 — B) deux objets de T/B. Alors

(1) le coproduit est 'objet (Y1 Il Y2 — B), ou le morphisme de structure est
donné par le coproduit des deux morphismes de structure;

(2) le produit est P'objet (Y7 x g Y2 — B) qui est donné par le carré cartésien

Yi xpYo ——Y;

L

Yo — B,
le morphisme de structure étant la composée dans ce carré.
5.2. Fibrés : morphismes localement triviaux.

Définition 5.4. Une application continue p : £ — B est

(1) triviale 'il existe un espace F' (non vide) et un homéomorphisme £ — F' x B
qui rend commutatif le diagramme :

E— > FxB

B;

(2) localement triviale s’il existe un recouvrement ouvert % := {U;|i € I} tel que
chaque application p~1U := U xg E — U est triviale (on dit que % est un
recouvrement trivialisant).

Remarque 5.5.
(1) On suppose que la fibre est non vide afin que p : E — B soit surjectif.
(2) L’application localement triviale p : E — B est un objet de ¥/B.

Proposition 5.6. Soit p: E — B une application localement triviale. Alors

(1) p est une application ouverte, en particulier B est un quotient de E ;
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(2) la partie {b € Blp~1(b) = F} est ouverte et fermée dans B.

Démonstration. Exercice. O

5.3. Homéomorphismes locaux et revétements.

Définition 5.7. Un morphisme f : £ — B de ¥ est un homéomorphisme local si
tout point e de E admet un voisinage ouvert U, tel que f(Ue) est ouvert dans B et
flu. : Ue = f(U.) est un homéomorphisme.

Exemple 5.8.
(1) L’inclusion du sous-espace (0, 1) — R est un homéomorphisme local, qui n’est
pas surjectif.

(2) Soit RY la droite affine avec le point {0} doublé, i.e. I'espace topologique
quotient
RIOIR/ ~
dans lequel on identifie les deux sous espaces R\{0}. Le morphisme quotient
R% — R qui identifie le point doublé est un homéomorphisme local.

Lemme 5.9. Soient X LY % 7 deux applications continues. St g et go [ sont
des homéomorphismes locaux, alors f est un homéomorphisme local.

Démonstration. Soit x € X ; il existe un voisinage ouvert z € U C X tel que go f(U)
est ouvert dans Z et la restriction de go f & U est un homéomorphisme. De méme,
il existe un voisinage ouvert f(z) € V C Y tel que g(V) est ouvert dans Z et la
restriction de g & V' est un homéomorphisme. Alors, Vouvert W := gf(U) N g(V)
contient gf(e) et on vérifie que I'ouvert U N (go f)~*W de X est un voisinage de x
qui satisfait les propriétés recherchées. O

Définition 5.10.

(1) Un revétement est une application localement triviale p : E — B telle que,
Vb € B, la fibre p~1(b) est un espace discret non vide.

(2) Le revétement p : E — B est fini si chaque fibre de p est un ensemble fini.
(3) Un morphisme de revétements (py : £y — B) — (p2 : B2 — B) est une
application continue g : Fy — FE5 qui est un morphisme de ¥/B.
Exemple 5.11.
(1) Le morphisme f: R — S, ¢ — > est un revétement.

(2) Pour 0 # n € Z, le morphisme [n] : St — S, z — 2™ est un revétement fini;
la fibre a cardinal |n|, donc c’est un revétement a n feuillets.

(3) Soient K un ensemble et B un espace topologique ; la projection K x B — B
est un revétement lorsqu’on munit K de la topologie discréte. Un revétement
de cette forme est un revétement trivial.

Proposition 5.12.
(1) Soit p: E — B un revétement; alors p est un homéomorphisme local ;
(2) Soient p1 : By — B, p2: Ea — B deux revétements. Alors

(a) le coproduit py M py : By 11 E5 — B est un revétement ;

(b) le produit fibré p1 X g p2 : E1 X Fo — B est un revétement.
Démonstration. Soit e € E; il existe un voisinage ouvert U (on peut le prendre
connexe) de p(e) tel que p~1U = p~t(p(e)) x U, ott p~1(p(e)) est un espace discret.
Alors e x U C p~t(p(e)) x U est une partie ouverte de E homéomorphe & U.

Pour le deuxiéme point, on peut réduire au cas ol p1, p2 sont des revétements
triviaux, donc E1 = F; X B et Fy =2 Fy x B, ou F, F> sont des espaces discrets.

Alors B4 1 Ey 2 (Fy 1T Fy) x B et Ey Xp B2 2 (Fy x Fy) x B sont des revétements
triviaux. O
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Proposition 5.13. Soit p: E — B un revétement. Alors, le revétement £ xg E —
B se décompose en

(E— B)II (E' — B)
ot la composante E C E xg E est la diagonale et le complément E' C E Xg E est
le sous-espace {(e1,e2)|p(e1) = p(ez2) et e1 # ea}.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la restriction de F xg E — B a E’ est
un revétement ; ceci est une conséquence immeédiate du fait que p est localement
trivial. g

Proposition 5.14. Soit f : (E; 2 B) = (Ey 2 B) un morphisme de revétements
tel que Fo est connexe. Alors le morphisme f: E1 — Ey est un revétement.

Démonstration. Par Lemme[5.9 'application f est un homéomorphisme local ; alors
Iimage f(E) est ouvert dans Fa. Puisque py est un revétement, le complémentaire
E5\f(E4) est également ouvert. L’hypothése que Fs est connexe entraine alors que
f(E1) = E5, donc f est surjectif.

Enfin, en utilisant le fait que p; est un revétement, on vérifie que f est un
revétement. 0

5.4. Relévements.

Définition 5.15. Soient p : E — B un revétement et g : X — B une application
continue. Un relévement de g est une application continue g : X — FE qui rend
commutatif le diagramme
E
.
g .-
B

X ——
(qui correspond a un morphisme de T/B).

Proposition 5.16. Soit p : E — B un revétement et g : X — B une application
continue telle que l’espace X est connexe. Alors deuz relevements g1,G2 : X = E
de g coincident si et seulement si Iz € X tel que g1(z) = ga(x).

Démonstration. Les relévements g1, g2 induisent une application continue G : X —
FE xp F, par la propriété universelle du produit fibré, telle que

ExgpE——=FEIFE
g

X B

commute, ol la décomposition E x g ' = Egjag 11 E’ est fournie par la Proposition
I3l Puisque X est connexe, I'image de G est soit incluse dans Eqgjag, soit dans E’
et il suffit de vérifier ceci sur un point de X.

Enfin, I'image de G est incluse dans Egjag si et seulement si g1 = go. O

Remarque 5.17. Ce résultat n’est pas vrai pour les homéomorphismes locaux sur-
jectifs, en général. Par exemple, le morphisme R — R admet deux sections qui
coincident sauf sur 0.

Question 5.18. Sip: E — B est un revétement, quelle est la nature de
I(p) : II(E) — II(B)?

Théoréme 5.19. Soient p: E — B un revétement et o : I — B un chemin tel que
a(0) =b.
(1) Ve € Fy, il existe un relévement unique & : I — B tel que &(0) =e;
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(2) si B:1— B est homotope & « relativement a 01, alors le relévementB de B
tel que B(0) = e est homotope & & relativement & O1.

Démonstration. L’unicité des relévements est une conséquence de la Proposition
0. 16l

Soit % = {U;|i € I} un recouvrement ouvert de B qui trivialise le revétement.
Par le théoréme de Lebesgue (Proposition [443]), IN € N tel que V0 < s < N, Ji,
tel que o([%, 2E]) € U;,. Alors, Vo € p~'(a(%)) il existe un relévement unique
o [ 5] = B tel que () = , car p1(U,) = p~(a()) x Us..

Alors, on construit un relévement & : [0, 57] — E tel que &s(0) = e par récur-
rence sur 0 < s < N. Pour s = 0, il suffit de prendre I'application 0 — e. Pour
Pétape de récurrence, [0, %1] =100, %]Ul%> S+1] et les applications continues @&, et
Q.64 (%) induisent une application continue as11. On prend & := ay.

Soit H : I x I — B une homotopie relativement & 0I entre o,8 : I = B.
Par une généralisation de largument précédent (en utilisant des petits carrés a
la place des intervalles), il existe un relévement H :IxI — E de H tel que
H(0,0) = e = a(0) = 5(0). En particulier H(—,0) est un relévement de d.

La restriction de H a I 2 {0} x I est une application continue : I — p~*(a(0)), ot
p~1(a(0)) est un espace discret. Alors, fl|{0}xl est I’application constante de valeur

e. Par le méme argument, on déduit que H |{11x 1 est Papplication constante de valeur
@(1). On en déduit que &(1) = 3(1) et que H est une homotopie relativement a OI
de & vers . O

Corollaire 5.20. Soit p: E — B un revétement. Alors
(1) le morphisme de groupoides I1(p) : II(E) — II(B) est fidéle (Ve1,es € E,
Homypy(p) (€1, e2) — Hompy(py(p(e1), plez)) est injective) ;
(2) en particulier, Ve € E, le morphisme de groupes m1(p) : m1(E,e) — m1(B,p(e))
est un monomorphisme.

Démonstration. Soient [a], [5] € Homypy gy (€1, e2) deux morphismes tels que I1(p)[a] =
II(p) [B] =: [a], représentés par les chemins &, B :1 = E. Alors & et 3 sont deux
relevements de a = p(@) et 5 := p(f), qui sont homotopes rel AI. Par relévement
d’homotopies, on a que & et B sont homotopes rel 91, ce qui établit le premier

point ; le deuxiéme en est une conséquence immeédiate. O

Théoréme 5.21. Soient p : E — B un revétement, g : X — B une application
continue, ot X est connexe et localement connexe par arcs, et x € X un point.

1l existe un relevement § : X — E tel que g(x) = e (donc p(e) = g(x)) si et
seulement st

g+(m (X, x)) C Image{p, : m(E,e) = w1 (B, g(x))}.

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes : d’abord on démontre
qu’il existe une application g : X — FE qui reléve g et ensuite on démontre qu’elle
est continue, en utilisant I’hypothése que X est localement connexe par arcs.

Soit y € X ; il existe un chemin v, de = vers y dans X, puisque X est connexe
par arcs. Par le théoréme [5.19] il existe un chemin unique v, dans E qui reléve
g(7y) et tel que ay(0) = e. On pose §(y) := ay(1); cette valeur ne dépend pas du
choix de v, a homotopie relativement & 01 prés.

Il faut vérifier que g(y) ne dépend pas du choix de ~,. Soit v, un deuxiéme chemin

de = vers y dans X et soit 3, le relevement de g(vy) " tel que 3,(0) = d,(1). Alors
a@y. B, est un chemin dans E qui reléve g(,. (7,)~") et qui commence a e.

Par construction 7. (y,) " est un lacet dans X basé a x, donc g(7,. (v,) ") est
un lacet dans B basé a g(e), qui est dans Pimage de g. : m1(X,z) — m1 (B, g(z)).
Alors, par 'hypothése, il est I'image d’un lacet dans F basé & e. Par unicité du
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relevement, on déduit que a. ﬁy est un lacet dans F. En particulier, le chemin
inverse o, := B, reléve g(v,) et ol (0) = e, o/, (1) = d,(1). Donc §(y) est bien
défini.

Pour démontrer que g est continue, il suffit de montrer que, pour chaque partie
ouverte U C V telle que p~ U — U est triviale et chaque feuillet W de p~1(U) =
.ep-1yU x {z} (o b € U), g~ (W) est une partie ouverte de X. Si g=*(W) est
vide, il n’y a rien & démontrer. Sinon, pour y € g~ (W), y € g~ }(U) C X, qui est
une partie ouverte de X, puisque g est continue. Par hypothése, X est localement
connexe par arcs, donc il existe un voisinage ouvert y € V C U qui est connexe par
arcs. On va montrer que V C g~ 1(W).

L’application g|y se décrit comme suit; pour v € V, soient d§, un chemin dans
V dey avet A, le chemin dans F qui commence a g(y) et qui reléeve g(dy);
alors g(v) = A,(1). Alors, A, : I — E est une application continue vers p~1U ;
puisque p~H(U) 2 U x p~1(g(y)) est une décomposition et A, (0) = g(y) € W, on a
A, : I — W. En particulier, Vo € V, v € g~ 1(W). O

5.5. La catégorie des revétements et le groupe d’automorphismes.

Notation 5.22. Pour B un espace topologique, la catégorie des revétements au dessus
de B sera dénotée Cov/B, considérée comme une sous-catégorie de T/B.

Définition 5.23. Pour p: E — B un objet de Cov/B, le groupe d’automorphismes
de p, Aut(p), est le groupe d’automorphismes de p dans la catégorie Cov/B.

Lemme 5.24. Soit p: E — B un revétement. Alors, Vb € B, le groupe Aut(p) agit
sur la fibre p~1(b) :

Démonstration. Evident. O

Lemme 5.25. Soit p: E — B un revétement tel que E est connexe. Alors, Vn € F,
Uapplication
Aut(p) — p~(p(n))
g — g

est une injection.

Démonstration. Un automorphisme g de p définit un relévement de p. Le résul-
tat découle de la Proposition B.16 : deux automorphismes g, g2 coincident si et

seulement si g1(n) = ga2(n) € pil(p(ﬁ))- O

Définition 5.26. Un revétement p : £ — B est Galoisien si E est connexe par
arcs et l’action de Aut(p) sur les fibres de p est transitive.

Proposition 5.27. Soit p : E — B un revétement Galoisien. Alors, Vn € E,
Uévaluation g — g(n) induit une bijection Aut(p) = p~*(p(n)).

Démonstration. Conséquence immédiate du Lemme [£.27] et de la définition d’un
revétement Galoisien. O

5.6. Catégories fibrées.

Définition 5.28. Pour C une catégorie petite,

(1) la catégorie CAT/C des petites catégories au dessus de C est la catégorie dont
un objet est un foncteur F': D — C et un morphisme un triangle commutatif
de foncteurs;
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(2) pour ¥ : D — C un objet de CAT/C et X € ObC, la catégorie fibre au
dessus de X, Dx, est la sous-catégorie des objets Y tel que ¢(Y) = X et des
morphismes f:Y; — Y5 tel que ¥(f) = 1x.

(3) Soit Ens® la catégorie des foncteurs de C wers Ens et des transformations
naturelles.

Définition 5.29. Soient C une catégorie petite et ® : C — Ens un foncteur. L’objet
C/o de CAT/C est définie par :

— ObC/e = {(X,v)|X € ObC,v € ®(X)};

T Homc/q:((Xa v), (Y,w)) = {f € Home(X,Y)[|®(f)v = w}.
Le foncteur oubli C/ — C est défini par (X,v) — X.

Lemme 5.30. Soit C une catégorie petite. La construction ® — C,p définit un
foncteur :

Ens¢ — CAT/C.

Soit G un groupoide (petit); cette construction définit un foncteur :
Ens’ — GPD/G.

Démonstration. Soit n: ®; — P9 une transformation naturelle ; le foncteur C /n st
défini par :

(X,v) = (X, nx(v))
pour (X,v) € ObC,q,. (Erercice : vérifier que ceci définit un foncteur.)

Si G est un groupoide, il suffit de vérifier que, V® : G — Ens, la catégorie G /¢
est un groupoide. Donc, il suffit de vérifier que chaque morphisme est inversible.
L’inverse du morphisme (X,v) — (Y,w) donné par « : X — Y dans MorG est
a Y = X, car ®(a)w = v. O

Définition 5.31. Pour C une catégorie petite, soient

(1) (CAT/C)%s¢ la sous-catégorie pleine de CAT /C des catégories ¢ : D — C telles
que, VX — Y de MorC et 7 € ObDy, il existe un morphisme unique fx de
MorD tel que sourcefx =n et ¥(f) = f;

(2) (CAT/C)%se# 1a sous-catégorie pleine de (CAT/C)45¢ des catégories 1 : D —
C telles que VX € ObC, ObDyx # §.

Si G est un groupoide, on définit (GPD/G)¥s¢ et (GPD/G)¥s¢#? de la méme maniére.
Remarque 5.32. Si G est un groupoide, et ¢ : H — G est un morphisme de grou-

poides, la propriété d’unicité des relévements est équivalente & la propriété suivante :
— VX eObGetY € Ong, Auth (Y) = {6}

Lemme 5.33. Le foncteur C,_ : Ens® — CAT/C prend ses valeurs dans la sous-
catégorie pleine (CAT /C)dis.

Démonstration. Exercice. [l

Théoréme 5.34. Soit C une catégorie petite. Le foncteur
C/_ : Ens® — (CAT/C)%se
est une équivalence de catégories.

Démonstration. On définit un foncteur ®_ : (CAT/C)¢ — Ens® de la maniére
suivante. Si ¢ : D — C est un objet de (CAT/C)%5¢, ®, est le foncteur ®,(X) :=
ObDy, pour X € ObC. Pour f : X — Y, I'hypothése que ¢ € Ob(CAT/C)dis
entraine que f : X — Y induit une application ¥y (f) : ObDx — ObDy.

Erercice : vérifier que ce foncteur est une (quasi)inverse a C,_. O
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Corollaire 5.35. Soit G un groupoide petit. Le foncteur
G/ : Ens? — (CAT/g)dise
est une équivalence de catégories qui se restreint ¢ une équivalence de catégories :
G/ : (Ens?)?0 — (CAT/G) 0,
ot (Ensg)ﬂ) est la sous-catégorie pleine des foncteurs ® tels que, VX € Obg,
D(X) # 0.

Démonstration. Exercice. O

Notation 5.36. Pour G un groupe discret,

(1) soit G—Ens la catégorie des G-ensembles & gauche (le groupe G agit & gauche
sur ensemble) et des morphismes G-équivariants;

(2) soit Ens—G la catégorie des G-ensembles a droite et des morphismes G-
équivariants.

(3) Soient (G—Ens)*? (respectivement (Ens—G)#?) la sous-catégorie pleine des
G-ensembles non-vides.

(4) Pour X € Ens—G et Y € G—Ens, soit X X Y lensemble quotient de X x Y
par la relation (zg,y) = (z, gy).

Proposition 5.37. Soient G un groupoide conneze et X € ObG. Alors, le foncteur

ex :EnsY —  Autg(X)—Ens
> — P(X)

est une équivalence de catégories, qui se restreint a une équivalence de catégories :
ex : (Ens9)#?  —  (Autg(X)—Ens)?.
Démonstration. On définit un foncteur Px : Autg(X)—Ens — EnsY par
Px (=) := Homg (X, =) X autg(x) (—)-

(Le groupe Autg(X) agit naturellement a droite sur Homg(X,Y).)
Puisque G est connexe, par hypothése, pour Y € ObgG, 3f : X — Y et l'applica-
tion

Autg(X) — Homg(X,Y)

a — foa

est une bijection de Autg(X )-ensembles a droite.
On vérifie (exercice) que les foncteurs ex, Px induisent une équivalence de caté-
gories. 0

5.7. Applications au groupoide fondamental.
Théoréme 5.38. Soit B un espace topologique, le foncteur II(—) induit
Cov/B ™S (GPD/I1(B))dise#0 = (Ens!l(B))#0

Si B est conneze par arcs etb € B, alors le foncteur ey, - (Ens'(B))#0) (Autr(g)(b)-
Ens)ﬂ) fournit un foncteur :

Cov/B — (Autrg)(b)—Ens)”?

qui envoie un revétement p: E — B a la fibre p~1(b).
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Démonstration. Une conséquence immédiate du Théoréme [5.19] du Corollaire [5.37]
et de la Proposition 5371 Explicitement, le foncteur
@ : Cov/B — Ens''®

est donné sur un revétement p : E — B par ®,(b) := p~!(b), la fibre au dessus de
be B, et, pour «: I — B un chemin de b a b’ :

Oy([e]) :pH(B) — pH(V)
n o= ay(l)

ou @y, est le relévement tel que é,(0) = 7.
Ezxercice : vérifier explicitement que ®_ est fonctoriel : si

Ey 4>E2

NP

est un morphisme de Cov/B, alors f induit une transformation naturelle &4 : ®,, —
(I)Pz O

Théoréme 5.39. Soit B un espace localement connexe par arcs. Alors, le foncteur
®_ : Cov/B — Ens''®
est pleinement fidéle.

Démonstration. On peut supposer que B est connexe et on peut réduire au cas des
revétements connexes (Ezercice : pourquoi?). Alors, on utilise le théoréme d’exis-
tence et d’unicité de relévements (Théoréme 5211 et Proposition B.16) ; I'existence
d’un relévement ne dépend que du groupoide fondamental. O

Remarque 5.40. L’action de Auty(p)(b) sur la fibre p~1(b) correspond & la monodro-
mie. Rappeler que le groupe fondamental est défini par m1(B,b) := Auty(g)(b)°P.
Donc, le groupe 1 (B, b) agit naturellement a droite sur p~1(b).
Explicitement, Vn € p=1(b), [a] € 71 (B, b) représenté par un lacet « basé a b,
77[0‘] = dﬁ(l)v
ol &y, est le chemin unique qui reléve « et tel que &, (0) = 7.
Corollaire 5.41. Soient p: E — B un revétement tel que E est connexe par arcs
etbe B.
(1) L’action de 71 (B,b) sur p~1(b) est transitive.
(2) Soient n € p~1(b) et H, C m(B,b) le stabilisateur de n (le sous-groupe des
éléments g tels que ng = 1) ; alors
m(B,b) — p7H(b)
g — ng
induit un isomorphisme de w1 (B,b)-ensembles a droite :
H,\m1(B,b) = p~'(b).

(3) Soient ¢ € p=1(b) et 7 un chemin de n vers ¢ et v := p(7) le lacet dans B
basé a b, alors ( = nvy] et

He =[]« Hy + [y].

Démonstration. Soient 1,( € p~1(b), puisque E est connexe par arcs, il existe un
chemin 4 de 7 vers . Alors, I'image v := p(¥) est un lacet dans B basé a b et, par
définition de I'action de (B, b) sur p~1(b), ¢ = n[y] et donc I’action est transitive.

Les autres énoncés s’en découlent directement. (Exercice.) 0
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Ezercice 5.42. En utilisant la notation du Corollaire (.41l montrer que
H, =Image{m (E,n) — m(B,b)}.

Théoréme 5.43. Soient B un espace connexe et localement connexe par arcs et
p1: E1 — B, po: E5 — B deux revétements, tels que Fq, Fo sont connexes par arcs
et soient e € py 1 (b), ea € py t(b) deux points (b= py(e1) = pa(ez)).

1l existe un morphisme de revétements f : E1 — Fy tel que f(e1) = eq si et
seulement si

H,, CH,,

et, f est un isomorphisme si et seulement si He, = H.,.

En particulier, soitp : E — B un revétement tel que E est connexe par arcs; alors
p est un revétement Galoisien si et seulement si 3In € p~1(b) tel que H, < m(B,b)
est un sous-groupe normal (distingué) ; en ce cas, on a un isomorphisme de groupes :

Aut(p) = m(B,b)/H,

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme d’exis-
tence de relévements, Théoréeme [5.21] en utilisant la conclusion de 1’exercice

Par définition, le revétement p : E — B est Galoisien si et seulement si Aut(p)
agit transitivement sur p~!(b). Donc, par la premiére énoncé, p est Galoisien si et
seulement si, Vi € p~1(b) et [y] € m1(B,b), H, = Hy.

Par le Corollaire[5.4T] H,y = [y] ™'« H, *[y], donc cette condition est équivalente
a la condition que, Vn € p~*(b), H, < (B,b) soit normal dans 7 (B, b). Encore, il
suffit de vérifier cette condition pour un seul point e € p~1(b). O

Remarque 5.44. Le théoréme [5.43] est une version explicite du fait suivant :
— pour B un espace connexe et localement connexe par arcs et b € B un
point, le foncteur

Cov/B — Ens—mi(B,b)
(p: E—B) = p (b
est pleinement fidéle.

Exzxercice 5.45. Soient G un groupe discret et H, K deux sous-groupes. Montrer qu’il
existe un morphisme de G-ensembles & droite :
H\G — K\G

si et seulement si H est sous-conjugué a K (il existe g € G tel que H < g~ 'Kg).
Montrer que |[Autgnsq(H\G)| = |[H\G| si et seulement si H << G est un sous-
groupe normal (distingué).

5.8. Revétements Universels.

Définition 5.46. Un revétement p : E — B est universel si E est simplement
connexe.

Remarque 5.47. Attention : il existe des espace topologiques B qui n’admettent pas
de revétement universel !

Proposition 5.48. Soient B un espace localement connexe par arcs et p: B — B
un revétement universel.
(1) Le revétement p: B — B est Galoisien et, ¥b € B, Aut(p) = Autyypy(b).
(2) Soient p : E — B un revétement, v € B et n € p~(p(x)). Alors 3 un
morphisme de revétements unique
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tel que fzn)(x) = 1.
(3) Tout endomorphisme du revétement universel p est un isomorphisme.

(4) Le revétement universel est unique & isomorphisme pres.

Démonstration. Par hypothése, B est connexe par arcs et V¥ € B, m1(B,n) = {e},
donc H,, = {e}, qui est un sous-groupe normal. Donc, par le Théoréme [5.43] p est
Galoisien.

Le deuxiéme point est une conséquence immeédiate de la propriété de relévement
des morphismes, Théoréme 5211

Soit f : B — B un endomorphisme du revétement universel. Choisir € B; il
existe un morphisme de revétements g : B — B tel que g(f(n)) = n. Par 'unicité
des morphismes de revétements, on déduit que g o f est le morphisme identité et
pareil pour f o g. Donc, f est un automorphisme.

L’unicité a isomorphisme (non canonique!) prés d’un revétement universel est
une conséquence immédiate des points précédents. O

Ezercice 5.49. Soient B; — B;, i € {0, 1}, deux revétements universels ; montrer
que By x By — By x Bj est un revétement universel.

Exemple 5.50.
(1) Le revétement R — St est le revétement universel de S*.

(2) Le revétement universel du tore S x St est R? — S x S (prendre le quotient
par Z X Z).

(3) Le revétement universel de RP? est S? — RP?.

Définition 5.51. Un espace topologique B est semi-localement simplement conneze
si, Vb € B, 3b € U un voisinage ouvert de b tel que l'inclusion U — B induit le
morphisme de groupes trivial

m(U,0) 9 7 (B,b).

(Autrement dit, tout lacet basé a b dans U est homotope dans B (rel 9I) au lacet
constant a b.)

FEzercice 5.52. Soit b € U C B un voisinage ouvert tel que 71 (U, b) — 71 (B, b) est le
morphisme trivial. Montrer que, Vb € V' C U, voisinage ouvert, m (V,b) — 71 (B, b)
est le morphisme trivial.

Proposition 5.53. Soit B un espace topologique localement connexe par arcs. S’il
existe un revétement universel p: B — B, alors B est semi-localement simplement
connexe.

Démonstration. Soit b € B puisque p est un revétement, il existe un voisinage
ouvert b € U tel que p~'U — U est trivial et U est connexe. Soit  un lacet dans U
basé a b; il existe un lacet & dans B qui reléve v puisque U est trivialisant et connexe.
L’espace B est simplement connexe, donc & est homotope dans B (relativement a
OI) au lacet constant par une homotopie H. En composant H avec p, on obtient
une homotopie pointée p o H dans B entre « et le lacet constant. g

5.9. Existence du revétement universel. On utilise la conséquence élémentaire
suivante de la propriété semi-localement simplement conneze :

Lemme 5.54. Soient B un espace topologique et U C B un woisinage de b €
B tel que m(U,b) — m1(B,b) est le morphisme trivial. Alors, limage de [y] €
Hompyyy (b, ) dans Homyp) (b, u) ne dépend que de u € U.

Démonstration. Soient -y, deux chemins dans U de b vers u, donc v’ = \.~, pour
A un lacet dans U basé a b. Par 'hypothése, A est homotope dans B relativement
a OI au lacet constant cp. Donc [v]p = [Y/]p dans II(B). O
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Lemme 5.55. Soient (B, *) un espace pointé et b € U, C B un voisinage ouvert de
b tel que Uy est connexe par arcs et w1 (Up,b) — w1 (B, b) est le morphisme trivial.
Alors, Uapplication
Hyer, Hompy gy (%, u) 5 Homyy(g)(*,b) x Uy
la] = ([oeyup] (1))

est bien définie, ot b est un chemin dans U de u vers b, et est une bijection.

Démonstration. L’hypothése que U es connexe par arcs entraine que, Yu,b € U, il
existe un chemin =, de u vers b dans U. Le lemme [5.54] montre que I’application
est bien définie (indépendante du choix de v, s, par I'hypothése sur ;.

Le fait que I’application est une bijection se vérifie sans difficulté. O

Théoréme 5.56. Soit B un espace conneze, localement connexe par arcs. Alors, B
admet un revétement universel si et seulement si B est semi-localement simplement
connexe.

Démonstration. Par la Proposition [5.53] si B admet un revétement universel, alors
B est semi-localement simplement connexe. Donc, il ne reste que d’établir la réci-
proque.

Fixons un point de base * € B. L’ensemble sous-jacent de B est l’ensemble
[y pgHomyy(g)(*,b), muni de la projection p : B — B donnée par pla] = o(1).
Ainsi, la fibre p~'(b) est Uensemble Homp(p) (%, b).

L’espace B admet une base % formée de parties ouvertes V C B, tel que V est
connexe par arcs, et m1 (V,v) — m1(B,v) est le morphisme trivial Vo € V. Alors, par
le Lemme [5.55, la pré-image p~ 'V pour v € V € % est en bijection avec I’ensemble

Homyy(py(x,v) x V.
On définit, pour [a] € Homyy(p)(*,v), la partie Viq C p~ 'V qui correspond &
[a] x V C Hompg)(*,v) x V.
On vérifie sans difficulté que :
(1) {Vjo} définit une base d'une topologie sur B;
(2) le application p est continue;
(3) lapplication p est un revétement ;
(4) B est connexe par arcs.

Ces propriétés impliquent que B — B est le revétement universel. O

5.10. Revétements quotients.

Définition 5.57. Soit G un groupe discret qui agit a gauche sur X € Ob%. L’action
est totalement discontinue si, Vo € X, 3 un voisinage ouvert = € U, tel que gU, N
U, # () si et seulement si g = e.

Remarque 5.58. Si action G x X — X est totalement discontinue, elle est libre
(Vz € X, G — X, g — gz est une inclusion).

Proposition 5.59. Soit G un groupe discret agissant de facon totalement discon-
tinue sur X € ObZT. Alors le morphisme quotient

q: X » G\X

est un revétement, de fibre G.
Si X est connexe par arcs, alors q est un revétement Galoisien.
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Démonstration. Par construction, I'application ¢ est continue.
Soient x € X et T son image dans G\X. Par hypotheése, il existe un voisinage
ouvert x € U, tel que gU, N U, # D si et seulement si g = e. Alors

¢ (a(Uz)) = Ugecg(Uz)
et g(Uy) = U, est un homéomorphisme (induit par l'action du groupe G). En
particulier, ¢ est un revétement.
Par construction, G C Aut(g) est un sous-groupe et le groupe G agit transitive-
ment sur les fibres. Donc, si X est connexe par arcs, le revétement ¢ : X — G\X
est Galoisien. g

Exemple 5.60. Soit p : B — B un revétement universel, ou B est localement
connexe par arcs. Le groupe 71 (B, b) agit a gauche sur B et cette action est totale-
ment discontinue.
Le revétement Galoisien :
B — m(B,b)\B

est isomorphe au revétement p.
5.11. Classification de revétements.

Théoréme 5.61. Soit B un espace connexe, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe. Alors, Vb € B, le foncteur

Cov/B — (Ens—m(B,b))7""
(p:E—B) — p (b
est une équivalence de catégories.
Démonstration. On définit un foncteur
Ens—m(B,b) — Cov/B
F w Ep:=F x5y B,

ot Ep est muni de la projection pr : Ep — B induit par F — x (en utilisant
I"Exemple [(5.60]).

Ezercice : montrer que pr : Er — B est un revétement de fibre F.

Alnsi, par construction, la composition Ens—m1(B,b) — Cov/B — Ens—m1 (B, b)
est naturellement isomorphe au foncteur identité.

Soit p : E — B un revétement ; on vérifie (Ezercice /) que la propriété universelle
du revétement universel fournit un isomorphisme de revétements :

P (b) Xy () B

\ /
B.
Ceci établit le théoréme. O

Exemple 5.62. Soit B un espace connexe, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe. Un revétement p : £ — B est connexe si et
seulement si p~1(b) est un 71 (B,b)-ensemble transitif < p~!(b) = H,\m(B,b),
H, < m1(B,b) un sous-groupe. (Rappeler que le sous-groupe H,, est bien défini a
conjugaison pres.)

Ce sous-groupe donne lieu au diagramme suivant :

~

B H\B——E

N
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oit B — H,\B est Galoisien de groupe H,, et H,\B — B est le revétement associé
au 71 (B, b)-ensemble p~1b, puisque

Hp\ﬂ-l(Ba b) X1 (B,b) B HP\B
En outre :

(1) Vimage de m; (H,\B, *) < 71 (B, b), pour * le point qui correspond au chemin
constant, est le sous-group H, < m1(B,b);

(2) le revétement p : E — B est Galoisien si et seulement si H, <\ (B,b) est un
sous-groupe distingué.

5.12. Classification via le groupoide fondamental. Si I’espace B n’est pas
connexe, il convient d’utiliser le groupoide fondamental.

Théoréme 5.63. Soit B un espace localement conneze par arcs et semi-localement
simplement connexe. Alors le foncteur

Cov/B "5 (GPD/TI(B))dis#0
est une équivalence de catégories.

Démonstration. On définit un foncteur (quasi)inverse & : (GPD/II(B))dse#? —
Cov/B de la maniére suivante.

Soit 1 : G — TI(B) un objet de (GPD/II(B))ds>#?: on prend lapplication
d’ensembles pg : Eg — B, ou Eg := Obg. On construit une sous-base dune
topologie sur Fg de sorte que pg soit un revétement. Soit b € B, il existe U C B
une partie ouverte connexe par arcs telle que m (U, b) — m1 (B, b) est le morphisme
trivial. On démontre que pgl(U) >~ Obg, x U.

Il existe une bijection ObG, x U — pélU, (n,u) — but(&y.) ol &, est le
chemin unique dans G de source 7 et qui reléve un chemin a € Hompyp (b, 1(u)).
L’application est bien définie, car & cause de I’hypothése sur U, la définition ne
dépend pas du choix de a. Il est facile de vérifier qu’elle est une bijection.

On prend comme base pour Eg l'ensemble des parties U, := image{(n x U) C
Obg x U — pglU . On vérifie facilement que ceci est une base, donc définit une
topologie sur Eg. Par construction, pg : Eg — B est un revétement.

Siu: G1 — Ga est un morphisme de groupoides au dessus de II(B), alors u induit

un morphisme de revétements :
B,

Egl
qui compléte la définition du foncteur. (Ezercice.)
Il est évident que la composition

(GPD/II(B))¥s#? _5 Cov/B — (GPD/II(B))dise:7?

est isomorphe a l’identité.

Pour la réciproque, on utilise le fait que, si p : F — B est un revétement et
U C B est une partie ouverte connexe par arcs telle que w1 (U,b) — 71(B,b) est le
morphisme trivial, alors p~1(U) — U est un revétement trivial. Ainsi, la topologie
sur F coincide avec la topologie construite a partir de II(E) — TI(B). O

EQ2
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6. HOMOLOGIE

6.1. Suites exactes. Dans cette section, on dénote par A la catégorie des groupes
abéliens.

Remarque 6.1. On pourrait remplacer A4 par n’importe quelle catégorie abélienne
(ici, on n’a pas besoin de connaitre la définition d’une catégorie abélienne). Par
exemple, pour R un anneau commutatif, on peut considérer la catégorie des R-
modules & gauches et des morphismes de R-modules.

Rappeler que le noyau ker(f) d’un morphisme f : M — N est 'ensemble des
éléments € M tel que f(x) = 0. On peut définir ker(f) comme le produit fibré du
diagramme :

0

l

ML N,
Ezercice 6.2. Formuler la propriété universelle de Ker(f) — M.

L’image de f est {y € N|Jx € M t.q. f(x) = y}; il existe un isomorphisme
canonique image(f) & M /ker(f).

Définition 6.3. Soient M 5 N % ) deux morphismes de A.
(1) M LN Q est une suite si go f =0 (< image(f) < ker(g));
(2) sigof =0, elle est une suite exacte (sous-entendu & N) si image(f) = ker(g).

Soient f, : M, — M,11 un ensemble de morphismes de A, indexé par Z; il est
une suite (respectivement une suite exacte) si et seulement chaque M,,—1 — M,, —
M, 41 est une suite (resp. suite exacte).

Remarque 6.4. Une suite M LN & Q@ est exacte si et seulement si H = 0, ou

H := ker(g)/image(f).

Définition 6.5. Une suite exacte courte dans A est une suite exacte de la forme :
0o-MLNEQ-o.

Remarque 6.6. Si 0 — M ENG SN @ — 0 est une suite exacte courte, on considére
que N est construit a partir des objets NV et Q.

Exemple 6.7.
(1) Soit A — B un monomorphisme de A; alors
0-A—B—B/A—=0
est une suite exacte courte.
(2) Soit ¢ : B — @ une surjection de A, alors
0— ker(g) > B—-Q —0
est une suite exacte courte.
(3) Soient A;, As € ObA, alors
0—>A; > A PAs — A2 — 0
est une suite exacte courte.
(4) Vn e N\{0},
0-+Z5Z—7Z/n—0

est une suite exacte courte de groupes abéliens.
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6.2. Homologie : approche axiomatique. Une théorie d’homologie est une suite
de foncteurs
hp:T— A
(n € Z) qui satisfait quelques axiomes.
Définition 6.8. Soit T1?! la catégorie des paires d’espaces topologiques, dont les ob-
jets sont les couples (X, A C X); un morphisme (X, A) — (Y, B) est une application
continue telle que f(A) C B.
Le foncteur ¢ : T — T2 est défini par +(X) := (X, 0) et le foncteur x par

IR L R o

(X, 4) = (4,0).
Définition 6.9. Une théorie d’homologie (additive) est la donnée d’une suite de
foncteurs

h, T2 = A

et de transformations naturelles 9, : hy, = hy,—1 0k (n € Z) tels que

(1) invariance par homotopie : si fo ~ f1 dans T, alors h,(fo) = hn(f1),
Vn € Z;

(2) exactitude : ¥(X,A) € ObT les morphismes naturels forment une suite
exacte longue :
e ot (X A) B h (A, 0) — b (X,0) — ha(X, A) = ...
(3) excision : soit (X, A) € ObTC et U € X tel que U C A°, alors I'inclusion
X\U < X induit un isomorphisme
ha(X\U, A\U) = ha (X, A)
Vn € Z;
(4) additivité : soit {(X;,A;)|j € #} une famille d’objets de 12!, alors le mor-
phisme canonique
B hn(X;, Aj) = hn(Wje 4 X;, e 4 A;)
Jj€f
est un isomorphisme Vn € Z.

Ezxercice 6.10. Montrer que les axiomes d’exactitude et d’excision entrainent la
propriété d’additivité lorsque ¢ est un ensemble fini.

Définition 6.11. Une application continue f : X — Y est une équivalence faible
si, Vn € N et Vx € X, 'application

T (f) 2 (X, ) = mn (Y f(2))
est une bijection. (Pour un espace pointé (X, x), m,(X, z) est ensemble des classes
d’homotopie pointée des applications pointées continues (S™, x) — (X, x).)
Définition 6.12. Une théorie d’homologie h,,
(1) satisfait 'axiome dimension si
i (5, 0) 22 { pon=y

(2) satisfait 'axiome des équivalences faibles si, Vf : X — Y équivalence faible,
hn(f) est un isomorphisme. (Cet axiome est plus fort que 'axiome des équi-
valences d’homotopie.)

sinon.

Remarque 6.13. Les axiomes des définitions[6.9 et [6.12] sont les axiomes d’Eilenberg-
Steenrod. Ces axiomes déterminent la théorie d’homologie singuliére & isomorphisme
pres.
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On va construire cette théorie d’homologie. Pour 'instant, on suppose qu’elle
existe.

Proposition 6.14. Soit h, une théorie d’homologie qui satisfait les axiomes d’Filenberg-
Steenrod. Alors ho(S°,0) =Z ®Z et h,(S°,0) =0 sin # 0 et, pour d >0 :

d ~ Z n S {0, d}
hn(S°,0) _{ 0 sinon.

Démonstration. Le cas de S° est une conséquence immédiate des axiomes d’additi-
vité et dimension. On démontre le résultat par récurrence pour d > 0, a I'aide de la
suite exacte longue et les axiomes d’excision et d’homotopie.

Soient H C S% une hémisphére (fermée dans S¢) et U C H une partie ouverte
telle que H\U = S9=1 x I (et U C H®). Alors, (SN\U, H\U) C (S¢, H) satisfait
I’hypothéses de I’axiome d’excision et (ST\U, H\U) ~ (CS9~1, §4=1).

La suite exacte longue pour (S, H) donne

B (H,0) = hp (S, 0) = by (ST H) = hyy 1 (H,0) —

et H est contractile, donc h,,(H,()) = 0 pour n > 0. Alors, pour calculer h,,(S<,0),
il suffit de calculer h,,(S¢, H). Par I'axiome d’excision et I’axiome d’homotopie, ce
groupe est isomorphe & h,, (CS4~1, 8971, La suite exacte longue donne :

hn(ST7L0) = hy (CS9L,0) = hyp(CS4E, 81 = by (ST 0) —

et CS*~! est contractile, donc h;(CS4™1,0) =0sij > 0.
Pour d = 1, les seuls groupes non-triviaux apparaissent dans la suite exacte :

0 ——= hi(I,8%) — ho(S°,0) —— ho(I,0) — ho(I,S°) ——0

N

0—=hi([,8°) ——=ZaZ Z ho(I, S%) — 0.

Le morphisme Z & Z — 7Z est surjective, donc on déduit que hq(I,S°) = Z et
ho(I,S%) = 0.
Pour le cas d > 1, si n > 1 la suite exacte longue donne une suite exacte

0 = hp(CS41, 8% = by 1 (S971,0) = 0

et donc un isomorphisme h,,(CS4~1, §4=1) 2= p,, (5471 ().
Pour n = 1, la suite exacte donne

0 = hy(CS41, 8971 o ho(SP1,0) S ho(CS? 1, 0)
ce qui montre que hy(CS?~1, §9-1) = 0. 0

Remarque 6.15. Cette proposition démontre que les sphéres S™, S™ n’ont pas le
méme type d’homotopie si m # n. De méme, S™ < C'S™ ne peut pas admettre un
rétracte.

Définition 6.16. Le degré d’une application continue f : S — S™ (n > 1) est
Pentier degf tel que

o (f) s hp(S™,0) X Z — h, (S™,0) 2 Z
est multiplication par n (ou h,, satisfait les axiomes d’Eilenberg-Steenrod).

Remarque 6.17. Le degré d’une application continue (pointée) f : S™ — S™ déter-
mine sa classe d’homotopie pointée, donc le degré est un invariant important.

FExercice 6.18.
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(1) Soient f : X — Y une application continue et Cy son cone. Pour h, une
théorie d’homologie, montrer qu’il existe une suite exact longue :

o (50 " B (V,0) = h(Cpyx)

(2) L’espace projectif complexe CP? est homotope au cone d’une application
53 1 2. Calculer ’homologie h.(CP?,§) (ot h, satisfait les axiomes d’Eilenberg-
Steenrod).

(3) Soit SX la suspension (non-réduite) d’un espace topologique X (donc SX
est le cone de linclusion X — CX du base). Calculer h,(SX, () en termes
de h.(X,0).

6.3. Complexes de chaines.

Définition 6.19.

(1) Un complexe (ou complexe de chaines) est la donnée d’un ensemble {C),|n €
Z} d’objets de A, et d'un ensemble de morphismes (la différentielle) d,, :
C, — Cy_1 tels que, pour tout n, le diagramme

Coir ™0 B 0y

est une suite (c’est a dire que d,, o d,,11 = 0).
Le complexe de chaines sera dénoté par (Cy,d) ou simplement C lorsqu’il
n’y a aucun danger de confusion.

(2) Un morphisme de complexes de chaines, ¢ : C — D, est une suite de mor-
phismes ¢, : C;, — D,, n € Z, telle que chaque carré

dn
Cn I Onfl

Dn 7 Dn—l

est commutatif.

Remarque 6.20. On considéra également des complexes de chaines indexés par N;
en ce cas, on pose C), =0 pour n < 0.

Proposition 6.21. Les complexes de chaines dans la catégorie abélienne A et leurs
morphismes forment une catégorie dénotée €h(.A).
Les complezes de chaines indexés par N forment une sous-catégorie pleine €hq(A)

de Ch(A).
Démonstration. Exercice. O

Remarque 6.22. Pour construire ’homologie singuliére, on va définir un foncteur
T — €h(A)
ou A est la catégorie des groupes abéliens.

6.4. Homologie d’un complexe de chaines. L’homologie mesure le défaut d’exac-
titude d’un complexe de chaines.
Définition 6.23. Soient (C.,d) un complexe de chaines et n un entier.

(1) Le sous-objet des n-cycles Z, C Cy, est le noyau de d,, : Cp, = Cp,_1.

(2) Le sous-objet des n-bords, B, C Cy,, est 'image du morphisme d;, 11 : Cpp1 —
Ch.

Lorsqu’on souhaite préciser le complexe, on écrira Z,(C) ou ZS (respectivement
B, (C) ou BY).
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Lemme 6.24. Soit (Cy,d) un complexe de chaines. Alors, Vn € Z, By, C Z, C C,,.

Démonstration. Découle directement du fait que la composition d,, o d, 1 est tri-
viale. ]

Définition 6.25. Soit (C,,d) un complexe de chaines. Le n-iéme objet d’homologie
de (C.,d) est le quotient
H,(C,d) := Z,/By.

Remarque 6.26. Soit (Cy,d) un complexe, alors le n-iéme objet d’homologie est
trivial si et seulement si la suite
Cn+1 — Cn — Cn—l

est exacte a C,,.

Proposition 6.27. Le n-iéme objet d’homologie H, (—) définit un foncteur
H, :¢h(A) — A.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu'un morphisme de complexes de chaines ¢ :
C' — D induit un morphisme H, () : H,(C) — H,(D) de maniére naturelle.

On vérifie que le morphisme ¢, : C, — D, se restreint & des morphismes
Zn(C) = Zp(D) et B, (C) — By(D). Le morphisme H, (y) est donné par le passage
au quotient. O

Définition 6.28. Un morphisme f : C — D est une équivalence d’homologie si,
pour tout entier n, le morphisme H,,(f) induit en homologie est un isomorphisme.

Remarque 6.29. La catégorie dérivée Z.A est obtenue a partir de la catégorie €h(A)
en inversant les équivalences d’homologie. Cependant (surtout si on considére les
complexes non-bornés), ce processus de localisation de la catégorie €h(A) est délicat.

6.5. Homotopie de chaines.

Définition 6.30. Soient f, g : C = D deux morphismes entre complexes de chaines.
Une homotopie de chaines de f vers g est la donnée d’un ensemble de morphismes
{hn :Cp — Dn+1|n € Z}a tel que fn —9n = d713+1 ohy+hp 10 dg

dC
Cn — Cn—l

hn
In||9n -

Dn_;,_l ? Dn
n+1

Deux morphismes f, g : C = D sont homotopes s’il existe une homotopie de chaines
entre les morphismes (on écrira f ~ g et, lorsqu’on souhaite préciser I’homotopie h,

f~n9).
Proposition 6.31.

(1) La relation ~ d’homotopie entre morphismes de complexes de chaines de C
a D est une relation d’équivalence.

(2) Soient f,g : C = D deux morphismes de complexes de chaines qui sont

homotopes, alors les morphismes H.(f), Hi(g) : H.(C) = H.(D) coincident.
Démonstration.
(1) Ezercice.

(2) Soit ¢ un cycle de Cy, ; alors f(c) — g(¢) = dpt1(hn(c)), puisque d,,(c) = 0. En
particulier, les cycles f(c), g(c) représentent la méme classe d’homologie.

O
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Définition 6.32. Deux complexes de chaines C,C’ ont le méme type d’homotopie
s’il existe morphismes de complexes de chaines f : C — C" et g : C' — C tels que
go f et fog soient homotopes respectivement a 1¢ et & 1¢/. On écrira C ~ C'.

Proposition 6.33. La relation ~ sur €h(A) est une relation d’équivalence.
Démonstration. Exercice. g

Exemple 6.34. Soit n > 0 un entier. Il y a un morphisme de complexes de chaines :

BN
0—=0——>Z/n—>0

qui est une équivalence d’homologie.

Cependant, les complexes de chaines n’ont pas le méme type d’homotopie, car il
n’existe aucun morphisme non-trivial dans 'autre sens. Ainsi, la classe des équiva-
lences d’homotopie est incluse proprement dans la classe des équivalences d’homo-
logie.

Remarque 6.35. Un complexe de chaines (C,, d) est homotopiquement trivial (c’est
a dire que C' ~ 0) s'il existe une homotopie de chaines entre 1¢ et le morphisme 0,
c’est & dire la donnée d’un ensemble de morphismes {h,, : C,, = Cyy1|n € Z} tel
que
1Cn = dnJrlhn + hnfldn-

Si (Cy,d) est homotopiquement trivial, alors H.(Cy,d) = 0. En particulier, pour
montrer qu'un complexe est acycliqgue (que son homologie est triviale), il suffit de
trouver une homotopie de chaines de cette forme.

6.6. La suite exacte longue associée 4 une suite exacte courte de com-
plexes.

Définition 6.36. Une suite exacte courte de compleres de chaines est une suite de

morphismes de complexes de chaines A L B4 O telle que, pour tout entier n,

05 A, 8B, 2%, -0

est une suite exacte courte.

Théoréme 6.37. Soit A 5 B % C une suite exacte courte de complezes de
chaines, alors il existe une suite exacte longue en homologie

o Ho(A) " 1,8 " mL0) O H (A
Le morphisme 0y, : H,(C) — H,_1(A) s’appelle le morphisme connectant; il est
naturel par rapport aux morphismes de suites exacte courte de complexes.

Démonstration. Définissons d’abord le morphisme connectant 9,,. Soit [z] € H,(C)
une classe d’homologie représentée par un cycle z € Z,(C); le morphisme g, :
B, — C, étant surjectif par hypothése, il existe y € B, tel que z = g, (y). Le
bord dy € B,_1 appartient au noyau du morphisme g,_1 : B,—1 — C,,_1, donc
appartient a 'image de f,_1 : A,,—1 < Bj,_1; écrivons x pour I'élément de A, _1
tel que fr_1(z) = dy. On vérifie que z est un cycle dans Z,,_1(A) car f,_odzr =
d(fn-1(z)) = ddy = 0 et f,_o est injectif, donc on peut poser 9,[z] := [z] €
H,_1(A). La vérification que 0,[z] ne dépend pas du choix de z ni du choix de y
ne pose aucune difficulté.

O H,
Exactitude a H,,(A) : il faut démontrer que H,,1(C) 3" H,(A) = H,(B)
est exacte. Le fait que la composition est triviale peut étre établi sans difficulté.
Supposer que la classe [a] € H,,(A), représenté par un n-cycle a € Z,,(A), est dans
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le noyau de H,(f); alors f,(a) est un n-bord, donc il existe y € B,1 tel que
fn(a) = dy. Alors, on observe que [a] = On+1[gn+1(y)], donc [a] appartient & 'image
du connectant.

Exactitude & H,(B) : il faut établir que H,(A) Halh) H,(B) Hn—(>q) H,(C) est
exacte; il est évident que la composition de ces morphismes est triviale. Soit b €
Z,(B) un cycle qui représente une classe [b] dans le noyau de H,,(g). Alors il existe
¢ € Cpy1 tel que g, (b) = de. Par surjectivité de g1, il existe b’ € B,,41 tel que
¢ = gnt1(V'). Alors b—db’ € Z,,(B) représente [b] et g, (b—db") = 0, par le choix de b'.
Dong, il existe a € A, tel que b—db’ = f,,(a). L’injectivité de fr,—1 : Ap—1 < Bp_1
montre que a est un n-cycle. On en déduit que [b] = H,(f)[a].

Exactitude a H, (C) : il faut démontrer que H, (B) Halo) H,(C) O Hp_1(A) est
exacte; la vérification que la composition est triviale est laissée au soin du lecteur.
Soit z € Z,(C) tel que d,[z] = 0. Alors, en utilisant les éléments x,y construits
lors de la définition de 0,[z], l'élément x € A,,_; s’écrit comme dz’, 2’ € A,.
L’élément y — fr(2') est un cycle dans Z,(B) tel que g,(y — fn(z')) = z. Donc
[2] = Hn(9)[y — fn(2")] appartient a Uimage de H,,(g). O

6.7. Objets (co)simpliciaux. Rappeler de la Définition que la catégorie A
des ordinauz est la catégorie ayant pour objets {[n]|n € NU {0}} et morphismes :
Homa ([m], [n]) I'ensemble des applications f : {0,...,m} — {0,...,n} telles que
i< = i) < F0)

En particulier, on a les générateurs :

(1) e;:[n—1—=[n,0<i<n:

o <
W)_{jﬂ j>i

U;j);{i j<i

j—1 j>i.
P N~ NN /U S
. 0>

0) = [ =HE 2 =E ).

Exzxercice 6.38. Vérifier les relations cosimpliciales :
(1) €j€i = E4€j—1, 1< j;
(2) 0j0i =0i0j41, 1< §;
€051 1< J
€i—10; 1> 5+ 1.
Remarque 6.39. La catégorie A est engendrée par les morphismes ¢;, 05, sujet aux
relations cosimpliciales.
Définition 6.40. Soit C une catégorie.

(1) La catégorie des objets cosimplicauzx de C est la catégorie AC des foncteurs de
A vers C et des transformations naturelles;

(2) la catégorie des objets simplicauz de C est la catégorie A°PC des foncteurs de
A°P vers C et des transformations naturelles.

Remarque 6.41. Un objet simplicial X, d’une catégorie C est la donnée d’'une suite
d’objets {X,|n € N} de C et

(1) opérateurs faces 0; : X, = Xp—1, 0 < i < n, induits par les &;;

(2) dégénérescences s; : X, — Xpt1, 0 < i < n, induits par les o;
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qui vérifient les relations simpliciales (duales aux relations cosimpliciales).
Un morphisme f, : Xo — Y, entre objets simpliciaux est une suite de morphismes
{fn: X5y = Yy|n € N} telle que

(1) 81fn - fnflai : Xn — Ynfl 5

(2) Sj.fn = fn+1sj : Xn — Yn+1.
Lemme 6.42. Soit F': C — D un foncteur; alors F' induit foncteurs AF : AC —
AD et A°PF : A°PC — A°PD.

Démonstration. Exercice. O

Exemple 6.43. Il y a deux exemples fondamentaux qui nous intéressent :
(1) la catégorie des ensembles simpliciaux, A°PEns;
(2) la catégorie des groupes abéliens simpliciaux, A°PAb.

Plus généralement, on peut considérer la catégorie A°?R— Mod des R-modules
simpliciaux (R un anneau commutatif) ou la catégorie A°? A des objets simpliciaux
d’une catégorie abélienne quelconque.

Exemple 6.44. Soit R un anneau commutatif. Alors, le foncteur R-module libre,
R[-] : Ens - R—Mod

R) induit un foncteur

R[] : A°’Ens — A°? R—Mod.

(donné par R[S]:= P, g

Proposition 6.45. Soit C une catégorie qui admet des produits finis. Alors les
catégories AC et A°PC admettent des produits finis.

Démonstration. Considérons le cas des objets simpliciaux. Soient X,, Y, € ObA°PC;
on définit 'objet Xo [ Ye par (Xe [[ Yo)n := X, [[Ys (en utilisant le produit dans
C), muni de Paction ‘diagonale’ : pour ¢ : [m] — [n] un morphisme de A qui induit
% X, = X et ¢} 1 Y, = Y, le morphisme @}HY  Xn [[Yn = X [[ Y
est le produit ¢% [] ¢3-. On vérifie que X [[ Ye est le produit (au sens catégorique)
dans la catégorie A°PC. O

Exemple 6.46. La catégorie des ensembles simpliciaux A°PEns admet des produits
finis.

6.8. Le complexe de chaines associé (non-normalisé). Rappeler que A €
{Ab, R—Mod} (éventuellement étre une catégorie abélienne quelconque).

Proposition 6.47. Il existe un foncteur
Ci: A A — &hyA

tel que, pour My € A, Cp,(Ms) = M,, (n € N) et d, : C,,(Ms) = Cp_1(Ma,) est le

morphisme
n

dy =Y (=1)'0; : My, — M, .
i=0
Démonstration. Le seul point non-trivial a vérifier est que la composition d,, od,,+1 =
0, pour n € N. Pour cela, on utilise la relation simpliciale

8i8j = (%;181'
pour i < j. On a:
n n+1
dy o dn+1 = (Z(_l)zal) © (Z(_1)767)

i=0 =0
=y {(_1)i+jaiaj +(=1)"19,_1 0, }

i<j
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par changement d’indexation. Alors, par la relation simpliciale, on déduit que d,, o
dn+1 =0. D

Exemple 6.48. Soit R un anneau commutatif. La composition du foncteur R[—]
avec le foncteur C,(—) fournit un foncteur

C.(R[-]) : A°’Ens — €h5o(R—Mod)
K, — C.\R[K,].
Par définition, 'homologie de I’ensemble simplicial K, & coefficients dans R est

I’homologie du complexe de chaines C, R[K,].

Remarque 6.49. Le théoréme de Dold-Kan (voir [Wei94], par exemple) montre qu’il
existe une équivalence de catégories entre A°P? A et €h,.A. Ainsi, le passage de
A°? R—Mod a €h,R—Mod ne perd aucune information.

6.9. Des espaces topologiques vers les ensembles simpliciaux.
Définition 6.50. Pour n € N, A,, € ObA°PEns est le foncteur
A, := Homa (-, [n]).
Exercice 6.51. Montrer que, pour K, € ObA°PEns, il existe une bijection naturelle :
K,, 2 Homporgns(Ap, K).
En déduire qu’il existe une surjection d’ensembles simpliciaux
pen Uker, An — K.
(Question : comment raffiner ce résultat pour obtenir une présentation de K 7)
Remarque 6.52. L’association [n] — A,, définit un objet cosimplicial de A°PEns.

Définition 6.53. Pour n € N, soit AP ¢ R*"™! le n-simpleze topologique
n+1
AP = {(t;) e Rt >0, Y t; =1}
i=0
Proposition 6.54. L’association [n] — AP est un objet cosimplicial de la caté-
gorie des espaces topologiques.

Démonstration. Soit ¢ : [m] — [n] un morphisme de A. Alors, ¢ induit un mor-
phisme R-linéaire

@ : R 5 R
par linéarisation R[p] : R[{0,...,m}] — R[{0,...,n}]. On obtient la structure co-
simpliciale par restriction aux simplexes topologiques. O

Définition 6.55. Le foncteur des simplezes singuliers est le foncteur Sing : T —
A°PEns

Sing := Homz (AYP, —).
En particulier, un n-simplexe singulier d’un espaces topologique Y est une applica-
tion continue AP — Y.

Remarque 6.56. Soit Y un espace topologique. L’ensemble Sing,(Y") est I’ensemble
des points de Y et Sing;(Y) est 'ensemble des chemins dans Y (on ne considére
pas la topologie de I’espace des chemins). Les opérateurs faces dy, 91 : Sing; (V) —
Sing,(Y) donnent le début et la fin du chemin et 'opérateur dégénérescence s :
Sing,(Y) — Sing, (Y) est le foncteur ‘chemin constant’.

Le foncteur réalisation topologique introduit ci-dessous n’est pas essentiel pour
la définition de ’homologie singuliére, mais joue un role fondamental en théorie
d’homotopie. Sa construction est un exemple d'un coend.



52 GEOFFREY POWELL

Définition 6.57. Le foncteur de réalisation topologique | — | : A°PEns — T est
défini par :

|K.| = (ano Kn X A%Op)/ ~
ou la relation ~ est engendrée par les relations suivantes : pour ¢ : [m] — [n],
ke K, etye AP :
(@K, y) ~ (k; xy),

par rapport aux morphismes
top ¥, %1 top 1X¢x t
K x AP P20 [ s AYP T ZE | Abop,

Remarque 6.58. Lorsque ensemble simplicial K, n’est pas fini (un quotient d’un
coproduit fini IT;A,,, de simplexes standards), il faut munir |K,| de la bonne topo-
logie compactement engendrée (voir [GJ99, Section 1.2], par exemple).

Ezercice 6.59. Montrer que ’espace cosimplicial [n] — |A,,| est naturellement iso-
morphisme dans AT a l'objet cosimplicial [n] — AP,

Remarque 6.60. En considérant la réalisation topologique des ensembles simpliciaux,
on constate que les simplexes non-dégénérés jouent un réle important. Pour K, un
ensemble simplicial, ’ensemble des n-simplexes non-dégénérés est

n—1
Kpedes i K\ (| sift)
i=0

Exzxercice 6.61. Soit K, un ensemble simplicial. Montrer qu’il existe une surjection
d’ensembles simpliciaux

HnGN erK;:on,deg An - K..

Exemple 6.62. Pour n € N, soit 0A,, C A,, le sous-ensemble simplicial des mor-
phismes Homa (—, [#]) qui ne sont pas surjectifs. On a deux ‘modéles’ dans la caté-
gorie des ensembles simpliciaux pour le cercle :

(1) 6A2;

(2) A1/0Aq, ot le quotient se forme dans la catégorie des ensembles.
En particulier, on a des homéomorphismes |0A| & St = |A;/9A|. Ceci se géné-
ralise au cas des sphéres S”.

A1/90A; donne le modéle le plus petit que possible pour le cercle; il a un seul 0-

simplexe non-dégénéré et un seul 1-simplexe non-dégénéré ; tous les autres simplexes
sont dégénérés.

Remarque 6.63. Le foncteur | — | est en fait Padjoint & gauche du foncteur Sing :
| — | : A°PEns &2 T : Sing.

La théorie d’homotopie peut étre développé en utilisant les ensembles simpliciaux,
qui fournissent des modéles combinatoires des espaces topologiques. L’exemple [6.62]
montre que la réalisation topologique d’un ensemble simplicial n’est pas en général
un complexe simplicial.

6.10. Les chaines singuliéres d’un espace topologique. Pour simplifier la pré-
sentation, dans section on ne considére que les chaines & coefficients dans Z.

Définition 6.64. Le foncteur des chaines singuliéres €H*m8 : T — €h>oAb est le
foncteur composé :

Ch*E(X) = Cy(Z[Sing(X))).
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Lemme 6.65. Soit (X, A) € ObT? ; alors Sing(A) < Sing(X) est un monomor-
phisme d’ensembles simpliciaux et, pour n € N,

Z[Sing,, (X)] = Z[Sing,,(A)] & (Z[Sing,, (X)]/Z[Sing,,(4)])
dans la catégorie des groupes abéliens. En particulier
n — Z[Sing, (X)]/Z[Sing,,(A)]

est un groupe abélien simplicial qui prend ses valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens libres.

Démonstration. Exercice. [l

Définition 6.66. Le foncteur des chaines singulicres relatives €hZne . g2
&h- oAb est le foncteur composé :

CH™ME(X, A) := C.(Z[Sing(X)]/Z[Sing(A)]).
Remarque 6.67. Pour X € Ob¥, ¢h™"8(X) = ¢h*"8(X, ().

Définition 6.68. Pour n € N, le foncteur n-iéme groupe d’homologie singuliére (a
coefficients dans Z) H5"e : T2 — Ab est le foncteur

(X, A) —~ H,(Ch""8(X, A)),
le n-iéme groupe d’homologie du complexe des chaines singuliéres.
Par construction, on a le résultat suivant :

Proposition 6.69. Soit (X, A) € ObTCl. II existe une suite exacte courte de com-
plexes de chaines :

0 — CHE(A) — CH¥"8(X) — Ch¥8(X, 4) = 0
et, pour C, € {Ch""8(A),CH*"8(X),€h*™8(X, A)} et n € N, C, est un groupe

abélien libre.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 6.70. Soit {(X;, A;) € ObT?|i € T} un ensemble de paires d’espaces
topologiques. Alors, il existe un isomorphisme naturel de complexes de chaines

Ch*"E (e (X5, As)) = @ CH (X, As).
icZ
Démonstration. Le cas rélatif est une conséquence du cas absolu, ou A; = ), Vi;

donc, contentons-nous de démontrer le cas absolu.
Il y a un isomorphisme naturel d’ensembles simpliciaux :

I;e7Sing(X;) = Sing(ILiez X;)

puisque les simplexes topologiques AP sont connexes. (Le terme a gauche est le
coproduit dans la catégorie des ensembles simpliciaux, ce qui fournit le morphisme
naturel.)
En appliquant le foncteur groupe abélien libre, on obtient un isomorphisme na-
turel :
P z[Sing(X,)] = Z[Sing(Iicz X))
i€Z
de groupes abéliens simpliciaux.
Le foncteur C,(—) commute aux sommes directes (exercice!), ce qui entraine le
résultat. 0
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Proposition 6.71. Le compleze €H* 8 (pt) d'un point est de la forme
. 2z572%7
en particulier Ch™8(pt), = Z, Vn € N et
d, = { 1 n Pair .
0 n impair et n =20

Donc
Z n=0

sing .
H @0_{0 n > 0.
Remarque 6.72. Les Propositions [6.69, [6.70] [6.7T] établissent les axiomes de la suite

exacte longue, de 'additivité et de la normalisation d’une théorie d’homologie. Il
nous reste d’établir les axiomes d’homotopie et d’excision.

6.11. Invariance par homotopie. Pour démontrer que le foncteur H5"® satisfait
I'axiome d’invariance en homotopie, il suffit de montrer que, si f,g: X = Y sont
deux applications continues, homotopes par une homotopie H, alors

CH™E(f), Ch™"E(g) + CH™UE(X) = ChTE(Y)
sont homotopes par une homotopie de chaines.

Pour motiver la construction utilisée dans la démonstration, introduisons la no-
tion d’une homotopie simpliciale.

Définition 6.73. Soient C une catégorie et f,g: Ko =2 Lo deux morphismes de la
catégorie A°PC des objets simpliciaux. Une homotopie simpliciale de f vers g est la
donnée d’un ensemble de morphismes de C {h; : K, = L,4+1]|0 <4 < n}, pour tout
n € N, tels que
(1) 80h0 = f et 8n+1hn =g,
hj,lai 1<
(2) Bihj = 8ihi71 7 :j # 0
hjai_l 1>5+1;
g ) hjysi 1<
(3) SZh] o { hjSi_l 1> 7.
Lemme 6.74. Soient F : C — D un foncteur et {h; : K, =& Lp41]|0 <@ < n} une
homotopie simpliciale entre f, g : K¢ = Lo, deux morphismes de la catégorie A°PC.
Alors, {F o h; : F(K,) = F(Ln+1)|0 < i < n} est une homotopie simpliciale
entre F o f,Fog: F(Ke) = F(Ls) dans A°PD.

Démonstration. Exercice. O]

Proposition 6.75. Soient C = A (ou une catégorie abélienne quelconque) et he une
homotopie simpliciale de f a g, f,g : K¢ =3 Lo, deuz morphismes de la catégorie
A°PA. Alors ’ensemble des morphismes (n € N) :
h(n) = (=1Yh; : Kp — Ly
§=0

est une homotopie de chaines entre Cy(f),Cy(g) : Ci(Ke) = Ci(La).

Démonstration. Calculons
n+1 n n—1

dph(n) +h(n —1)dx = (E:(—lfaﬁo(2:(—1Vhﬁ-+(§:(—1V%k)0(§:(—1Y@)

i=0 =0 k=0 1=0
= Z(—l)i-’_jaihj + Z(—l)’“”hk&.

On a,pouri=j =0, 9pho = fet,pouri=n+1,j =n, (—1)0pt1h, = —g. I faut
montrer que la somme des autres termes est zéro. On considére les cas suivants :
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(1) i < j :on alarelation 0;h; = h;_10; et, si (k,1) = (j —1,4), alors k > [;
(2) i>j+1:onalarelation 0;h; = h;j0;—1 et, si (k,1) = (j,i — 1), alors k < [;
(3) i =34 #0: on a la relation 9;h; = d;h;—1.

A cause des signes, la somme des termes est bien zéro. O

On va voir que la notion d’une homotopie simpliciale correspond a une décompo-
sition (ou triangulation) de AP x AP (rappeler que AP 22 I). Le résultat suivant
montre I'intérét de cette notion :

Lemme 6.76. Soient H : X X Atl‘)p — Y une homotopie entre deur applications
continues f,g: X =Y et a € Sing,,(X) un n-simpleze singulier, v : AP — X,
Alors H induit une homotopie

Ho(ax1yw): AP x AP Y
entre foa,goa € Sing, (V).

Démonstration. Le simplexe singulier « est une application continue AP 4 X. Le
résultat est une conséquence immédiate du Lemme |

Remarque 6.77. L’espace topologique AP x A;Op admet une structure de compleze
simplicial (voir [FT10, Définition 5.20], par exemple), pour chaque n € N; ces
structures sont compatibles entre eux. Pour ’expliquer, il est commode d’utiliser le
fait que AP 2 |A, | et que

AloP x Atl‘)p > A, X Aq].

Ezercice 6.78. (Non-trivial.) Démontrer que AP x AP = |A, x Ay|. (Cf. la
remarque [6.811)

Par définition de la catégorie A des ordinaux et du produit de deux ensembles
simpliciaux, un élément de (A,, X Aj)y est une application non-décroissante :

{0,...,k} = {0,...,n} x {0,1}.
Lemme 6.79. L’ensemble (A, x A1)20%58 des n + 1-simpleves non-dégénérés est
{0;10 <j <n}, on

- (t,0) t<j
ej.te{O,..-,nﬂLl}H{ (t—1,1) t>j.

Démonstration. Exercice. O

L’élément 0; € (A, xA1),41 correspond 4 un morphisme d’ensembles simpliciaux
93‘ : An+1 — An X Al.

Notation 6.80. Pour 0 < j < n, soit 65°° : AP} — AP x AP la réalisation
topologique [6;].

Remarque 6.81. Pour définir les applications continues 9;-°p, on n’a pas besoin d’uti-

~

. ) . t .
liser le homéomorphisme AP x AP = |A,, x Ay|]. En effet, par construction
b n 1 y P
AP x AP C R™3 est une partie convexe. Ainsi, pour définir une application
linéaire
top top top
APy AtoP 5 AL
. . t
il suffit de donner I'image des vertexes de A’} .
. . . . t . . . .
Par construction, les applications continues 9j°p définissent une triangulation de
top top |
AP x AP
n
top top __ top
AP x AFP = | | AP,
Jj=0
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Définition 6.82. Pour H : X x A'°® — Y une homotopie, définir
hj : Sing,(X) — Sing, . ,(Y)
a — Ho(ax 1A§0p) 09;01?

pour 0 < j <n.

Lemme 6.83. Soit H : X xA;Op — Y une homotopie entre f,g: X =Y. Alors, les
applications {h; : Sing, (X) — Sing,,,,(Y)|0 < j < n} définissent une homotopie
simpliciale entre

Sing(f), Sing(g) : Sing(X) = Sing(Y).

Démonstration. Exercice. O

Remarque 6.84. La définition d’'une homotopie simpliciale est calquée sur la struc-
ture de ’ensemble simplicial A,, x Aj. De ce point de vue, le Lemme est
tautologique.

Pour démontrer le théoréme d’invariance par homotopie de I’homologie singuliére,
il suffit d’établir le résultat suivant.

Théoréme 6.85. Soit H : X x A;Op — Y une homotopie entre f,g: X =Y. Alors
les morphismes

CHE(f), €p7E(g) : €HTE(X) = €pTIE(Y)
sont homotopes par une homotopie de chaines.
Démonstration. Par le Lemme [6.83] H induit une homotopie simpliciale {h; :
Sing,,(X) — Sing,,,(Y)}. En appliquant le foncteur Z[—| de groupe abélien libre,
par le lemme [6.74] on obtient une homotopie simpliciale

{Z[h;] : Z[Sing,,(X)] — Z[Sing,, 1, (Y)]}

entre les morphismes Z[Sing(f)], Z[Sing(g)] : Z[Sing(X)] = Z[Sing(Y")] de groupes

abéliens simpliciaux.
Alors, en passant aux complexes de chaines associés, la Proposition [6.75 fournit
I’homotopie de chaines recherchée. O

6.12. Le lemme des cing. On a besoin d’un résultat classique d’algébre homolo-
gique, le lemme des cing :

Proposition 6.86. Soit

Ay fo A, f1 Ay f2 As f3 A,
gol g1 l 92 l g3 l 94 l
By » B4 » B> - B3 ” By

un diagramme commutatif de la catégorie abélienne A tel que les lignes sont exactes.
Si les morphismes go, g1, 93, ga sont des isomorphismes, alors g est un isomor-
phisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer que Kergs = 0 et que go est surjectif.

Soit x € Kergy C As. Alors, puisque g3 est injectif, fox = 0, donc il existe
y € Ay tel que fiy = x, par exactitude. On a hig1y = 0, donc il existe z € By tel
que hoz = g1y. Le morphisme gg est surjectif, donc z se reléve a Z € Ag et, par
I'injectivité de g1, on déduit que foz = y. Il en découle que = = fiy = f1foZ =0,
puisque fi fo = 0.

La démonstration que go est surjectif est similaire (exercice : compléter cette
démonstration). (En fait, la démonstration est formellement duale.) O
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Exzxercice 6.87. Préciser les hypothéses requises sur gg, g1, 93, g4 afin de pouvoir dé-
montrer que gs est injectif par 'argument précédent.

Corollaire 6.88. Soit

0 Co Ch Cs 0
mo \L mi l ma \L
0 Dy D, D3 0

un diagramme commutatif dans €hA dont les lignes sont des suites exactes courtes
de complexes de chaines.

Si deux des morphismes {mg, m1, ma} induisent des isomorphismes en homolo-
gie, alors le troisiéme aussi.

Démonstration. Exercice. O
6.13. Le théoréme des petites chaines - et ses conséquences.

Définition 6.89. Pour % := {U,|i € Z} une famille de parties d’un espace topolo-
gique X telle que X = J,.7 U7, le sous-complexe des % -petites chaines :

Q:bsing,% (X) < Q:bsing(X)

est le sous-complexe engendré par les simplexes singuliers AP — X qui se factorise
a travers une partie U; C X, pour ¢ € Z.

Le théoréme des petites chaines est le résultat suivant :

Théoréme 6.90. Pour % := {U;|i € I} une famille de parties d’un espace topo-
logique X telle que X = ;.7 U7, Uinclusion CH¥ine ¥ (X)) s Ch*8(X) induit un
isomorphisme en homologie.

Avant le démontrer, considérons quelques applications du résultat ; en particulier,
on va voir que la propriété d’excision pour ’homologie singuliére est un corollaire
du théoréme des petites-chaines.

Ezercice 6.91. Soient C’,C” deux sous-complexes d’un complexe de chaines C.
Montrer que

(1) ¢'nC”;
(2) C"+C”
sont des sous-complexes de C.

Lemme 6.92. Soient A, B C X deux parties d’un espace topologique. Alors Ch*nE(A),
CH¥"E(B) sont des sous-complezes de €H™"8(X) et

CH™E(AN B) = €h*E(A) N CH¥E(B).
Démonstration. Exercice. O
Théoréme 6.93. Soient (X, A) € ObT et U € X une partie de X telle que U C
A°. Alors Uinclusion (X\U, A\U) — (X, A) induit un isomorphisme en homologie
H3™e(X\U, A\U) = H3"8(X, A).

Démonstration. Soit % := {A, X\U} ; hypothése entraine que X = A° U (X\U)°
et donc on peut appliquer le théoréme des petites chaines.
Par la définition de €§*"€, on a des inclusions de sous-complexes

CHE(A) — CHE(X) = ChPE(X\D).
Par définition :
Q:bsing,@/ (X) — Q:[’)Sing(A) + Q:[’)Sing(X\U) < Q:[,)sing(X).
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En particulier, €h*"8(A) est un sous-complexe de €h*"8(X) et on peut former le
complexe quotient €h*"&% (X)/Ch*™8(A). On obtient des isomorphismes de com-
plexes

SOEY (X)) = @ (X\){EHTE(X\D) 1 €h T (4))
= (XU /e E(ANY).
Ainsi, il existe une suite exacte courte de complexes de chaines 0 — €h*"8(A) —

ehine? (X) — eh™E(X\U, A\U) — 0 qui figure dans un diagramme commutatif
de complexes de chaines, dont les lignes sont des suites exactes courtes :

0 —— Ch¥8(4) —— ep™ &Y (X) — ¢h*8(X\U, A\U) — 0

0—> thing(A) S thing(X) thing(X, A) 0.

Le morphisme vertical & droite est le morphisme induit par (X\U, A\U) < (X, A).

On conclut par le lemme des cing (Corollaire [6.88)), en utilisant le fait que
ehire? (X) — ¢h*"8(X) induit un isomorphisme en homologie, par Théoréme
16.90) ]

Théoréme 6.94. Soit % := {U, V} un recovvrement ouvert d’un espace topologique
X. Alors les inclusions

N U

v X

induisent une suite exacte longue (dite de Mayer-Vietoris) en homologie

U

V%

= meme(pay) WS psing g grsine () V0ROV gsing () L gsive (pav) o

Démonstration. Le foncteur €h*"® nous fournit un diagramme commutatif d’inclu-
sions de complexes de chaines :

b5 ivs)

Q:hSing(UmV Q:bsmg( )
chsi“%v)l leh“"gm)
Q: sing V . Q: Sil’lg X
b )ehsmgm) HEE)

et les morphismes €h™"8(jr) et €h™"8(jy) se factorise a travers I'inclusion
Chsingﬂ/ (.X) N @hSing(_X)-

Puisque €h*"&% (X)) = ¢h*"8(U) + €h™ 8(V), par le lemme B92 on déduit qu’il
existe une suite exacte courte de complexes de chaines

Q:hsmg(z ) @hsmg Z
U_> V

0— ¢hME(UNV) ChE(U) @ €8 (V) — €h¥E % (X) — 0.

On obtient la suite exacte longue de Mayer-Vietoris en passant a I’homologie, en
utilisant ThéorémeB90 pour identifier I’homologie de €h*"&% X avec HE"8(X). O
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6.14. Interlude : le nerf d’une catégorie.

Remarque 6.95. Un ensemble partiellement ordonné peut étre défini comme une
catégorie petite C telle que Home(X,Y) € {0, {+}} VX,Y € ObC.

Cette catégorie correspond a I’ensemble partiellement ordonné (ObC, <) ou X <
Y ssi Home(X,Y) # 0.

Un foncteur F' : C — D entre catégories de cette forme correspond a une ap-
plication F' : ObC — ObD entre ensembles partiellement ordonnés qui préserve
lordre.

Exemple 6.96. Pour n € N, [n] := {0,...,n} est un ensemble partiellement or-
donné, muni de l'ordre naturel induit par (N, <). On écrira [n]cat € ObCAT pour
indiquer la catégorie associée.

Lemme 6.97. L’association [n] — [n]cat définit un foncteur :

[_]CAT : A — CAT.

Démonstration. Exercice! O

Remarque 6.98. Lemme montre que [—]caT est un objet cosimplicial de CAT.
Définition 6.99. Le foncteur nerf .4 : CAT — A°PEns est le foncteur

A (=) := Homear ([—]caT, —)-
Concrétement, pour C € ObCAT, (AC); = Homcar([n]caT,C).

Remarque 6.100. Pour C une catégorie petite, (.4C)g est ’ensemble des objets de C,
(A4C)1 Vensemble des morphismes, (.4'C), 'ensemble des morphismes composables

Ezxercice 6.101. Préciser I'action des opérateurs faces et dégénérescences sur A4 C.
Exemple 6.102. Soit n € N. Le nerf .4 ([n]cat) est I’ensemble simplicial A,,.

Remarque 6.103. L’espace classifiant d’une catégorie petite C est la réalisation
géométrique |.4C| et cette construction définit un foncteur

CAT — %
C — [|A4C

Exemple 6.104. Soit G un groupe discret, qu’on considére comme une catégorie a
un seul objet. Le nerf 4G est un modéle simplicial de ’espace classifiant du groupe
G et I’homologie du groupe G est I’homologie du complexe de chaines associé a
Z[A G). Lespace classifiant BG peut étre défini comme BG := | AG].

Par exemple, pour G = Z/2, BZ/2 ~ RP>.

Remarque 6.105. On va utiliser le nerf pour donner une construction naturelle de
la sous-division barycentrique du simplexe A'P. Tl est & noter que les ensembles
simpliciaux de la forme 4#°C ont des propriétés trés particuliéres.

Exzxercice 6.106. Soit C un ensemble partiellement ordonné fini. Montrer que ’espace
classifiant |.4"C| a la structure d’un compleze simplicial (voir [ET10l, Définition 5.20],
par exemple).

6.15. Démonstration du théoréme des petites chaines. Soit X un espace
topologique ; le théoréme des petites chaines se démontre a ’aide d’une procédure
de sous-division[] qui induit un morphisme de complexes

S: €hE(X) — ChTE(X)
qui est homotope a I'identité et nous permet de nous ramener aux % -petites chaines.

La démonstration utilise le résultat algébrique suivant :

1. Pour comprendre ces constructions, il faut considérer des dessins qui représentent les décom-
positions en basse dimension.
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Lemme 6.107. Soit A, C C, un sous-complexe dans €h(.A). Supposer qu’il existe
un morphisme S : C, — C. de €h(A) tel que :
(1) Sla, : Ax = Ay
(2) il existe une homotopie de chaines S ~p 1o, tel que h se restreint & une
homotopie de chaines S|a, ~ 1a, ;
(3) Vn € Z etV € Cp, 3N (z) €N tel que SN®) € A,,.

Alors, Ay — Cy induit un isomorphisme en homologie.

Démonstration. Montrons la surjectivité de H,(A.) — H,(C.). Soit [z] € H,(Cy)
représenté par un cycle x € C),; par hypothése, il existe un nombre naturel N
tel que SNz € A,. L'élément SVx est un cycle (puisque S est un morphisme de
complexes de chaines) et ’homotopie S ~ 1¢, induit une homotopie de chaines
SN ~ 1¢, (Ezercice : expliciter cette homotopie). Alors [SVz] est dans I'image de
H,(A.) — H,(C.) et [SVz] = [z], donc le morphisme est surjectif.

Considérons l'injectivité. Soit [w] € H,,(A.), représenté par un cycle w € A, tel
que [w] = 0 dans H,(C), donc Jy € C,, 41 tel que dy = x dans C,,. Par ’hypotheése,
il existe M € N tel que SMy € A, ;1 et donc

SMay = SM(dy) = dSMy,
en particulier SMw est le bord d'un élément de A, 11, donc [SMw] = 0. Mais
[SMw] = [w], puisque S|a, ~ 14,, donc [w] = 0. O

Remarque 6.108. Le morphisme S est une généralisation d’un rétracte par défor-
mation forte dans le cadre des complexes de chaines.

Pour construire S : €h¥"8(X) — €h™8(X) on utilise la sous-division barycen-
trique des simplexes; la vérification que S satisfait les propriétés du Lemme utilise
le théoréme de Lebesgue.

Rappeler qu'un simplexe dans un espace Euclidéen R” de dimension n est I'en-

veloppe convexe (vg, ..., v,) de ses vertexes.
Définition 6.109. Le barycentre du simplexe (v, ..., v,) C R est le point
1 n
1 V;.
n+ =

(centre de masse).

Proposition 6.110. Soit n € N; il existe une décomposition barycentrique
(n+1)!
A= | A
i=1
tel que AP (i) =2 AP et sii #£ j, AP(7)° N APP(5)° = 0.
Démonstration. La démonstration est par récurrence sur n ; pour n = 0 il n’y a rien
a faire.

Pour I'étape de récurrence, le bord QAP se décompose en Uj;rll AP et, par
la compatibilité des sous-divisions-barycentriques et ’hypothése de récurrence, on
dispose d’une sous-division de JALP.

Le barycentre de AP induit un homéomorphisme AP = CHAWP le cone du
bord. Donc, la sous-division du bord induit la sous-division recherchée. O

Chaque simplexe A'°P(i) de la décomposition barycentrique induit une applica-
tion linéaire
afi) : AP s AloP
qui est déterminée par 'image de ses vertexes. Il est important de bien indexer les
vertexes et de tenir en compte 'orientation. Pour cela, on utilise une description
combinatoire de la sous-division.
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Définition 6.111. Soit Ajn; C A la sous-catégorie des monomorphismes.

Ezercice 6.112. Soit n € N; montrer que la catégorie Ajyj/[n] correspond & 'en-
semble partiellement ordonné des simplexes non-dégénérés de A,, (ot o < 7 si et
seulement si o est un face de 7).

On obtient un foncteur
Aini/ =]+ Ainj — CAT
et donc, par composition avec le foncteur nerf .4 : CAT — A°PEns :
N (Aini/[=]) : Ainj = A°PEns.

Exemple 6.113. Pour n = 1, la catégorie Ajyj/[1] a pour objets {0}, {1} et {0,1}
(on identifie un monomorphisme avec son image dans [1]) et pour morphismes (on
omet les morphismes identité) :

{0} — {0, 1} « {1}.
La réalisation topologique du nerf est homéomorphe a la sous-division barycentrique
t
de AP,
Pour n = 2, on peut représenter la catégorie Ajy;/[2] par le diagramme suivant

{0} {2}

R

{0,1} {0,2} {1,2}

7

{0,1,2}.

La réalisation topologique du nerf est homéomorphe a la sous-division barycentrique
de A;Op; en particulier, un simplexe A;Op(i) de la décomposition correspond a un
chemin de haut en bas du diagramme. Les objets correspondent aux vertexes dans
la décomposition barycentrique, donc cette description détermine les applications
linéaires

afi) s AP — AYP.

En général, on a la Proposition suivante :

Proposition 6.114. Soit n € N; il existe un homéomorphisme

| A (Qinj/[n])] 22 AP

qui envoie la réalisation d’un n-simplexe non-dégénéré de AN (Ain;/[n]) linéairement
a un n-simpleze de la décomposition barycentrique de AP,

Démonstration. Exercice. ]

Notation 6.115. Pour f : AP — X un n-simplexe singulier de X et 1 < i < (n+1)!
un nombre naturel, soit f(i) le n-simplexe singulier

I UNES'S
Définition 6.116. L’opérateur de sous-division barycentrique
S eh¥mE(X) — €h¥E(X)
est défini sur les n-chaines singuliers par S[f] := S0 (—1)erient@@) [ £(4)].

Lemme 6.117. L’opérateur S : €h*"8(X) — Ch""8(X) est un morphisme de com-
plexes de chaines.

Démonstration. Exercice. O
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Proposition 6.118. Soit x € Chin8(X), alors il existe N(x) € N tel que SN@)g €
Q:hsmg,@/ (X)

Démonstration. Par linéarité, on peut réduire au cas x = [f] pour f : AP — X un

n-simplexe singulier. Alors, le résultat est une conséquence immédiate du théoréme
de Lebesgue (Proposition [L.43]). O

Pour compléter la démonstration du théoréme des petites chaines (en appliquant
le Lemme G.I07), il faut construire une homotopie de chaines entre S et 1gpeing(x)-

e 4 oL t . . <
Pour cela, on utilise une décomposition de AP x A1°P. dont la restriction a la face
supérieure est la décomposition barycentrique.

Remarque 6.119. Diagrammes & rajouter

6.16. Homologie a coefficients. On a défini I’homologie singuliére H5™8 : T
Ab pour n en utilisant le foncteur des chaines singuliéres :

ehre - T — ¢h o (Ab).

Il est utile de considérer I’homologie singuliére a coefficients dans un groupe abé-
lien M, qu'on dénotera (X, A) — HE™8(X, A; M) (le cas considéré jusqu’a présent
correspond & M = 7). En effet, parfois il est plus facile de calculer HS™8(X, A; M),
par exemple lorsque M est un corps K, car le foncteur (X, A) — H"8(X, A;K) a
plus de structure.

Rappeler que le produit tensoriel

® : Ab x Ab — Ab

a la propriété que les foncteurs M @ —, — @ M : Ab = Ab sont additifs (par exemple,
M@(AeB)=(M®A) & (M®B)).

Lemme 6.120. Le produit tensoriel induit un foncteur

Ch(Ab) x Ab —  €h(Ab)
(Ci, M) — C.®M,

ot (Cu @ M) = Cr, @ M et do,gm = do, @ 1.
Démonstration. Exercice. [l

Définition 6.121. Soit M € ObAb un groupe abélien. Le complexe de chaines
singuliéres a coefficients dans M est le foncteur

Q:hsmg(_§ M) = Q:hsing(_) QM : 2 Ch(Ab)
et ’homologie singuliére a coefficients dans M est défini pour (X, A) € ObT par :
Hm&(X | A; M) := H,(¢h™"8(X, A; M)).

FEzercice 6.122. Montrer que H,(—; M) est une théorie d’homologie (mais ne satis-
fait pas 'axiome dimension en général).

Il est naturel de se demander quelle est la relation entre H5m8(—) et HS8(—; M).
Pour cela, il nous faut introduire quelques notions d’algébre homologique.

Lemme 6.123. Soient (C.,M) € Ob&h(Ab) x Ab et n € Z, alors il existe un

morphisme naturel de groupes abéliens :

H,(C.h)eM — H,(C.®M)
[zZ]l@m — [z@m].

Démonstration. Exercice. O
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Exemple 6.124. En général, ce morphisme n’est pas bijectif. Par exemple, consi-
dérer le complexe C, :

...—>0—>ZE>Z—>O—>O

dont les seuls termes non-triviaux sont en degrés 0, 1. Donc, ’homologie de C, est
72, concentré en degré zéro.
En prenant le produit tensoriel avec M = Z/2, on obtient le complexe C, ® Z/2 :

505 72/2%7/250-0
dont ’homologie est Z/2 en degrés 0 et 1. Ainsi, le morphisme
H.(C.)®Z/2— H,(C. ®Z/)2)

est injectif mais pas surjectif. Le probléme provient du fait que — ® Z/2 ne préserve
pas les monomorphismes.

Le foncteur — ® M est exact a droite :
Lemme 6.125. Soient M € ObAb et 0 — A —f> B % C — 0 une suite exacte de
groupes abéliens, alors la suite

Ao MM Bo MY co M =0

est exacte.

Démonstration. 11 est évident que (g ® 1a7)(f ® 1p7) = 0, donc on a bien une suite
de morphismes, et le morphisme g ® 15, se factorise & travers un morphisme

g® 1y : B® M/image(f @ 1p) > C @ M.
On construit une section s : C® M — B® M/image(f ® 1) de g ® 157, en posant
s(c@m) = [b®m],

ou b € B tel que g(b) = ¢ (qui existe, puisque g est surjectif). On vérifie facilement
que s est bien défini, en particulier que s(¢ ® m) ne dépend pas du choix de b.
L’existence de la section montre que g ® 1,7 est surjectif; mais s est également
surjectif, car [b ® m] = s(g(b) ® m). On déduit que g ® 17 induit un isomorphisme
B ® M/image(f ® 1p) 2 C ® M, donc la suite est exacte. O

Remarque 6.126. Le lemme [6.128) se généralise au cas de la catégorie des modules
sur un anneau commutatif R et le produit tensoriel ® g ; le cas précédent correspond
aR=2Z.

Définition 6.127. Soit R un anneau commutatif. Un R-module M est plat si le
foncteur —® g M est exact (si et seulement si —®pr M préserve les monomorphismes).

Exemple 6.128.

(1) Pour R = Z, les groupes abéliens libres sont plats, puisque le produit tensoriel
® commute aux sommes directes par contre un groupe de torsion n’est
jamais plat.

i€

(2) Si R =K est un corps, alors tout R-module est plat.

Proposition 6.129. Soient R un anneau commutatif, M un R-module plat et
C. € €h(R—Mod) un compleze de chaines de R-modules. Alors, pour tout n € N,
le morphisme naturel

H,(C) @ M — Hy(Cy @ M)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Ecrivons Z, pour les n-cycles et B,, pour les n-bords; par défini-
tion, on dispose de suites exactes courtes :

0—+2%,—C,—B,_1—0
0— B, —~ Z, = H,(C,) — 0.

Puisque M est plat, le foncteur — ® g M nous fournit les suites exactes courtes :
02, r M - C,®g M — B,_1 ®r M — 0
0—-B,®rM — Z, g M — H,(C,) g M — 0

et on a les identifications Z, ® M = Ker(d ® 1p/) et B, ® M = Image(d ® 1)

(ezxercice : vérifier cette affirmation).

Ainsi, (Z, @ M)/(B,® M) = H,(C, ® M), donc la deuxiéme suite exacte donne
I’isomorphisme recherché. O

Exemple 6.130. Le groupe abélien Q est plat donc, pour tout C. € €h(Ab), on a
un isomorphisme naturel

H,(C,)®Q= H,(C, ®Q).

Remarque 6.131. On va admettre le fait que tous sous-groupe d’un groupe abélien
libre est un groupe abélien libre.

Le résultat suivant n’est pas valable pour des anneaux commutatifs quelconque :

Lemme 6.132. Soit M un groupe abélien. Alors, M admet une résolution libre
naturelle de longueur 1
0—-Ly—>Lo—>M—0

ou les L; sont des groupes abéliens libres.

Démonstration. On prend pour Lo le groupe abélien libre Z[M] :=
de la surjection canonique

men L, muni

epm LM - M
em|[m] = m. Le groupe Lg est le noyau de e); et donc est un groupe abélien libre,
étant un sous-groupe d’'un groupe abélien libre. g

Définition 6.133. Soient A, M deux groupes abéliens ; le groupe abélien Tor; (A, M)
est ’homologie en degré 1 du complexe A® L1 — A® Lo, ou L1 — Lo — M est la
résolution fournie par le lemme [6.132] Autrement dit :

TOI‘1 (A, M) = Ker{A [ Ll — A [ Lo}

Lemme 6.134. Soit M un groupe abélien ; alors A — Tory (A, M) définit un fonc-
teur

Tory(—, M) : Ab — Ab.

Démonstration. Conséquence immédiate de la naturalité de la résolution du lemme
0. 1652 O

Remarque 6.135. Le conoyau Coker{ A® L1 — A® Lo} est naturellement isomorphe
a A® M, par le lemme [6.125]

Ezercice 6.136. Soit 0 — L} — L{ = M — 0 une suite exacte courte de groupes
abéliens, ou L} et L{j sont des groupes abéliens libres. Montrer qu’il existe un
isomorphisme naturel

Tory (A, M) 2 Ker{A® L} - A® Ly}.
(Il Sagit d’un cas trés particulier d’un résultat standard en homologie algébrique.)

On est maintenant en mesure d’énoncer une version algébrique du théoréme des
coefficients universels.
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Théoréme 6.137. Soient M un groupe abélien et C, un complexe de chaines de
groupes abéliens tel que chaque C,, est un groupe abélien libre. Alors il existe une
suite exacte courte naturelle :

0— H,(C,)® M — H,(C, @ M) — Tor1 (Hp,—1(Cy), M) — 0
qui se scinde (non-naturellement) : Hy,(C.@M) = (H,(Cy)@M)®Tory (Hy—1(Cy), M).

Démonstration. Soit L, EN Ly — M la résolution libre fournie par le lemme [6.137
Puisque chaque groupe C,, est libre (donc plat), le produit tensoriel C, ® — nous
donne une suite exacte courte de complexes

0-C,®L1 -C,®Ly—C, @ M — 0.
En passant & 'homologie, on obtient une suite exacte longue et les isomorphismes
suivants :

H,(CHRFf
Ho(C) © L2 () @ L

gl lz

ou les isomorphismes verticaux sont fournis par Proposition Le noyau de
H,(C.) ® f est, par définition, naturellement isomorphe & Tor(H,(C), M) et le
conoyau est H, (Cy) ® M ; donc la suite exacte longue fournit la suite exacte courte
naturelle.

Pour démontrer que la suite exacte courte est scindée, il suffit de construire un
rétracte du morphisme H,(Cy) ® M — H,(C, ® M) (exercice : expliquer pourquoi
ceci est suffisant). Considérons la suite exacte courte

0= Zy—Cn 3Byt —0:

le groupe B, _1 est un sous-groupe du groupe abélien libre C),_1, donc est libre.
Ainsi, il existe une section s, : B,_1 — C,. On définit un rétracte r, : C,, — Z,
par m,(z) := x — sp(dz). Par composition, on obtient un morphisme de groupes
abéliens 7, : C,, — H,, :

C, — Z, - H,.
On vérifie que le morphisme 7, induit un rétracte

H,(C,®M)— H,(C,) @ M.

(Exercice : fournir les détails.) O

Ce résultat s’applique notamment au cas des chaines singuliéres, donc on obtient
le théoréme des coefficients universels pour ’homologie singuliére :

Théoréme 6.138. Soient M € ObAb un groupe abélien et (X, A) € ObZRl. Alors,
il existe une suite exacte courte naturelle :

0— H™8(X, A) © M — HS"8(X, A; M) — Tor, (H™8(X, A), M) — 0

qui se scinde (non-naturellement).
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7. OBJETS BISIMPLICIAUX ET LE MORPHISME D’ALEXANDER- WHITNEY

Dans cette section, on peut supposer que A est soit la catégorie Ab des groupes
abéliens soit la catégorie R—Mod des R-modules sur un anneau commutatif R.

7.1. Motivation.

Définition 7.1. Pour C une catégorie quelconque, la catégorie des objets bisimpli-
ciauzr A°P A°PC est la catégorie des foncteurs de (A x A)°P vers C. (Cette catégorie
est équivalente & la catégorie A°P(A°PC) des objets simpliciaux de A°PC.)

Le foncteur diag : A°PA°PC — A°PC est induit par la diagonale A — A x A,
[n] = [n] x [n].
Lemme 7.2. Le produit d’ensembles induit un foncteur produit extérieur

X : A°PEns x A°PEns — A°PA°PEns

et le produit d’ensembles simpliciauz est donné par x = diag o X.

Démonstration. Evident. [l

Lemme 7.3. Soient X,Y deux espaces topologiques, alors
Sing(X x V') = diag(Sing(X ) xSing(Y))
dans A°PEns, donc
CH¥"8(X x Y) = C,(diagZ[Sing(X )X Sing(Y)]).

Démonstration. Par définition, Sing, (X x Y) est 'ensemble des applications conti-
nues Homg (AP X X Y). Le produit X x Y est le produit catégorique, donc
Homg (AP, X x V) = Homg (AP, X)) x Homz (AP, Y') ; on vérifie facilement que
la structure d’ensemble simplicial est bien la structure diagonale.

Le deuxiéme énoncé en découle directement, car les groupes abéliens simpliciaux

diagZ[Sing(X ) xSing(Y")] et Z[diag(Sing(X)xSing(Y"))] sont isomorphes. O
Question 7.4. Quelle est la relation entre €h™ (X x V) et Ch*"8(X), Ch*8(Y) 2
7.2. Complexes doubles.

Définition 7.5. La catégorie des complezes doublesf de A est la catégorie €h(€h(A))
des complexes de chaines de la catégorie des complexes de chaines de A. Explicite-
ment, un objet de €h(€h(A)) est la donnée d’un objet bigradué {C,, 4|(p,q) € ZxZ}
de A, muni de deux différentielles

dn + Cpqg = Cp1g
dy Opyq — Cp1q71
telles que d, ody, =0, dy, od, =0 et, V(p,q) € Z X Z, le carré suivant commute :

dn
Cp7q+1 <~ Cp+1,q+1

dul ldv

Opvq O;DJFLQ'

dn

Un morphisme de complexes doubles (Ci «,dn,d,) — (Ci ., d},,d;) est la donnée
d’un ensemble de morphismes {f, ,: Cpq — C, |(p,q) € Z x Z} tel que fp 40dp =
dj, o fp+1,q €t fpqody =d, 0 fpqt1, quelque soit (p,q) € Z X Z.

La catégorie €~ ,€h oA est la sous-catégorie pleine des objets C tels que C) ; =

O0sip<Oougqg<0.

2. Attention : la terminologie varie dans la littérature
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Remarque 7.6. Il existe une involution 7 : €h(€hA) — €h(€h.A) définie par (7C)p 4 1=
Cyp et (1d)y, = dy, (7d), = dp. Ce foncteur est un isomorphisme de catégories.

Définition 7.7. Le foncteur compleze total, Tot® : €hehA — €hA est le foncteur
défini sur les objets par

Tot®(0),, := @ Cp.q

ptg=n
avec différentielle d induite par
d}1+(71)pdv
Cpyq Cp—1,¢ D Cpg—1-
Pour vérifier que d? = 0, on considére le diagramme suivant :
0
m

Opyq > Cpflyq >

(=1)"dy
l ©] l(_l)pldv

0l Cpg—1 a0 Cp-1,4-1

l(l)pdu

Cp,q—%

P—2,q

dont le carré anti-commute (indiqué par ©), en raison du choix des signes.

Remarque 7.8.

(1) On a fait un choix dans la définition de Tot® ; par exemple, en pré-composant
avec 'involution 7, on obtient un autre foncteur qui jouerait le méme role.

(2) En général, la somme directe qui intervient dans la définition de Tot® n’est
pas finie; c’est pour cela qu’il faut préciser qu’on utilise la somme directe et
pas le produit. Lorsqu’on se restreint & la sous-catégorie pleine €h~(€h~ A,
la somme directe est finie. -

Lemme 7.9. Le foncteur complexe de chaines associé, C, : A°° A — €hA induit
un foncteur
0*7* . AOPAOPA — QhZOQhZOA

Démonstration. Le foncteur C, . correspond a la composition
APAP A= AP(APA) = AP(€hsgA) — Chso(ChspA) = €hChsA.
(Ici, on utilise implicitement le fait que €h oA est une catégorie abélienne. On peut
donner la définition directement sans faire appel a ce fait.) O
Ainsi, on obtient deux foncteurs de la catégorie des objets bisimpliciaux A°P A°P A
vers Chs oA :
A°PA

y X

A°PA°P A N Q:hZO'A
h>oChsoA

Question 7.10. Quelle est la relation entre ces deux foncteurs ¢ (NB Le diagramme
ne commute pas en général, méme o isomorphisme naturel pres.)
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7.3. Le théoréme d’Eilenberg-Zilber.

Théoréme 7.11. Soit A € ObA°PA°PA ; alors les complexes Tot®(0*7*A) et
C.diagA de €h- (A sont naturellement équivalents a homotopie de chaines pres.

On ne va pas démontrer ce résultat ; par contre on explicite les transformations

naturelles qui interviennent

AW : C(C.diagA — Totea(C*,*A)

EZ : Tot®(C..A) — C.diagA,
ol AW est le morphisme d’Alexander-Whitney et EZ le morphisme d’Eilenberg-
Zilber.
Notation 7.12. Pour p,q € N, solent oy, 4 : [p] — [p + ¢] le morphisme défini par
i—i(e{0,...,p}) et Bpg:lg] = [p+ ¢ le morphisme j — j+p (5 € {0,...,q}).

Lemme 7.13. Soient p,q € N et A € ObA°PA°PA. Alors oy g, Bp,q induisent un
morphisme de A :

QpaBp,q * Aptaptq = Apg-
Démonstration. Evident. O

Proposition 7.14. Soit A € ObA°PA°P A, alors les morphismes «,  induisent un
morphisme de complexes de chaines :

AW : C,diagA — TotGB(C*,*A).
Démonstration. Soit n € N, le morphisme AW : A4, — @, ,—,, Ap,q est la somme

des morphismes oy, ¢5p 4. Pour vérifier que AW est un morphisme de complexes de
chaines, on utilise la commutativité des diagrammes :

p— 1" 1] -1 =g - 1]
| E e )
[Pl T apae [n] [n] . [q].
Observer que le décalage €4, donne le changement de signe dans la définition de
la différentielle du complexe total Tot®. (Ezercice : vérifier les détails.) O

On peut considérer que le morphisme d’Eilenberg-Zilber est d’origine ‘géométri-
que’, et provient de la décomposition de AP x AP et n-simplexes (ou n = p+q).
Cette décomposition se comprend & 'aide de 'homéomorphisme

AP 5 AP 2 [A x A,|.

Donc, il suffit de comprendre I’ensemble des n-simplexes non-dégénérés de A, x A,.
Un n-simplexe de A, x A, est la donnée de deux morphismes de A :

¢ : [n]—[p]

0 : [n] =g,
qui correspondent & des applications ¢ : {0,...,n} = {0,...,p}et 0:{0,...,n} —
{0,...,q}. Le n-simplexe est non-dégénéré si et seulement si, Vi € {0,...,n} :

i+ 1) +03G+1) =) +0(i) + 1.
De maniére équivalente, (¢, ) correspond & une permutation ‘battage’ :
e {1,...,n} = {1,...,n}.

Explicitement :

10 '—{ inf(p (@) | lsis<p
- inf(~1(i —p)) p+1<i<p+q.
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Le couple de morphismes (g, ) induit
U:;ﬁ tApg = Apn.
Définition 7.15. Le morphisme d’Eilenberg-Zilber
EZ : Tot®(C, ,A) — C.diagA,

est le morphisme €9 Apq = Apnn donné par

@ @(_1)signc(o%g)a:;70.

ptg=n ¢,0

ptg=n

Ezercice 7.16. (Facultatif.) Vérifier que EZ est un morphisme de complexes de
chaines.

7.4. Produit tensoriel de complexes. On se restreint dans cette section aux
complexes de €h,A; cette restriction n’est pas essentielle.

Lemme 7.17. Soit R un anneau commutatif. Le produit tensoriel @ g : R—Mod x
R—Mod — R—Mod induit des produits tensoriels extérieurs :

@R : ChzoA X thoA — QhZOQhZOA
®r : APAX APA— APAPA,
ot A= R—Mod.
De plus, le diagramme suivant de foncteurs commute a isomorphisme naturel
pres :

AP A x AP A —ZE__ AopAOP A

c*xc*l Lc

Démonstration. Exercice. O

Définition 7.18. Soient R un anneau commutatif et A la catégorie R—Mod. Le
produit tensoriel interne de complexes est le foncteur

Tot® O®p: QF)ZOA X ChzoA - ChZO‘A'

Explicitement, pour Co, Do deux complexes de R-modules, C' @ D est le com-
plexe (C ®@r D)n = @, =n Cp ®r Dy avec différentielle induite par

dc®lp+(—1)"lc®dp
Cp @R Dy

(Cp—1 ®r Dq) ® (Cp @ Dg—1).

Remarque 7.19. Le foncteur const : A — €h oA envoie un objet M au complexe
M concentré en degré zéro. Le produit tensoriel de la Définition [[.18 est compatible
avec le foncteur introduit dans Lemme [6.120] car il existe un isomorphisme naturel

Ci® M = C, ® constM.

Proposition 7.20. Soient C, D € Ob&h (A deuzr complezes de R-modules. Alors,
il existe un morphisme naturel

HP(C) XR Hq(D) - Hp-l—q(c ®R D)
induit par [z] ® [w] — [z ® w].

Démonstration. Exercice. O
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Exemple 7.21. Considérer le complexe de groupes abéliens C' := Z 3 Z, concentré
en degrés 0,1. Alors ’homologie de C est Z/2, concentré en degré zéro. On peut
calculer (exercice!) facilement que

Z/)2 ne{0,1}

Han(C®C) = { 0 sinon.

Ainsi, H,(C) ® H.(C) = H.(C ® C) est un monomorphisme mais n’est pas un
isomorphisme.

7.5. Le morphisme d’Alexander-Whitney topologique. L’exemple fondamen-
tal qui nous intéresse provient des chaines singuliéres (ici on prend R =7) :

Lemme 7.22. Soient X,Y deux espaces topologiques. Alors, il existe des isomor-
phismes naturels de complexes de chaines

ChE(X) @ €pE(Y) = Tot®(€h™ e (X)@eh™ e (Y))
>~ Tot®C, .(Z[Sing(X) x Sing(Y)]).

Démonstration. Conséquence immédiate des définitions et du Lemme [Z.17 et 1’iso-
morphisme des groupes abéliens bisimpliciaux :

Z[Sing(X)xSing(Y")] = Z[Sing(X )]RZ[Sing(Y)].

Rappeler qu’il existe un isomorphisme naturel
CH¥8(X x V) = C,diagZ[Sing(X) x Sing(Y)].
Ainsi, le théoréme d’Eilenberg-Zilber, [[.11] nous fournit le résultat suivant :

Théoréme 7.23. Soient X,Y deux espaces topologiques. Alors, le morphisme d’Alexander-
Whitney induit un diagramme commutatif naturel :

AWx y

Q:hsing (X % Y) Q:hsing (X) ® Q:f)Sing(Y)

ul l”

C.diagZ[Sing(X) x Sing(Y)] — Tot®C, . (Z[Sing(X) x Sing(Y)]).

dont les morphismes AW sont des équivalences d’homotopie (a chaines) pres.
En particulier, AWx y : €H*"8(X X Y) — €h™"8(X) ® €H™"8(Y) induit un iso-
morphisme en homologie.

FEzercice 7.24. Expliciter le morphisme AW x y.

Corollaire 7.25. Soient X,Y deux espaces topologiques et R un anneau commu-
tatif. Il existe un morphisme naturel

HY"$(X;R)®r Hi"8(Y; R) — H)T5(X X Y3 R).

Démonstration. Ezxercice. O
Remarque 7.26. Le morphisme d’Alexander-Whitney est associatif au sens suivant ;
soient XY, Z trois espaces topologiques, alors le diagramme suivant commute :

i AW x xy,
CH*E(X xY x Z) bl

ChSing(X % Y) ® thing(z)
AWX,YXZ\L lAVVX,y@l

@hsing(X) ® Chsing (Y % Z) 1®Awg25ing(X) ® Chsing (Y) ® @hsing(z)'
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Remarque 7.27. Soient X un espace topologique et R un anneau commutatif; la
diagonale Ax : X — X x X induit un diagramme :

(Ax)x

H"g(X: R) HS"8(X x X R)

_—
T

@p-‘,—q:n ;ing (X7 R) ®R H;ing (X7 R)

En général, il n’existe pas un relévement (la fleche en pointillés) qui rend commutatif
ce diagramme.

Remarque 7.28. Si Hgi“g(X; R) est un R-module plat, Vp € N, alors le morphisme
P H"(X;R)®r H;"(Y; R) — Hi"(X x Y;R)

ptg=n
est un isomorphisme. Par exemple, ceci est le cas si R = K est un corps.
En ce cas, (Ax). munit H,(X; R) de la structure d’une R-cogébre (ou coalgebre) ;
cette structure est la notion duale & celle d’'une R-algébre.
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8. COHOMOLOGIE

Dans cette section, on peut supposer que A est soit la catégorie Ab des groupes
abéliens soit la catégorie R—Mod des R-modules sur un anneau commutatif R. Une
partie des résultats sont valables pour n’importe quelle catégorie abélienne.

8.1. La catégorie des cochaines.

Définition 8.1.

(1) La catégorie CoC€h(A) des cochaines de A est la catégorie ayant pour objets
{C",d:C" — C""in € Z} tels que d? = 0. Un morphisme de complexes de
cochaines f : C* — D*® est un ensemble de morphismes {f™ : C™ — D"} tel
que f"tlde =dpf", Vn € Z.

(2) La catégorie €o€h="(A) est la sous-catégorie pleine des objets C*® tels que
CP=0sip<0.
(3) L’objet des n-cocycles Z™ de C* est ker{C"™ 4 C™t1} et l'objet des n-cobords
B" de C* est Im{C"~! % €™}, de sorte que B" C Z" C C™.
(4) La n-iéme objet de cohomologie de C*® est H"(C) := Z"/B™.
Proposition 8.2. La catégorie CoCh(A) est isomorphe (plus fort que équivalente)

a la catégorie €h(A) via Uassociation C* +— C,, ou Cy, := C~". Cet isomorphisme
de catégories se restreint a un isomorphisme de catégories :

CoCh=0(A) =2 €ho(A).

~

De plus, on a un isomorphisme naturel H™(C*®) = H, (Cl,).
Démonstration. Ezxercice. g
8.2. Le complexe des morphismes.

Définition 8.3. Soient C, D € Ob€hA; le complexe Hom(C, D) € €hA est défini
par
Hom(C, D)y, := | [ Homu(Cp, Dp.n)
P
muni de la différentielle d = dy + ds, ol

di = (—1)"+1(dc)* : HomA(Cp, Dp+n) — HomA(Cp-‘rlqu-l-n)
et
dg = (dp)+ : Hom A (Cp, Dp+rn) = Hom4(Cp, Dpyn—1).

Remarque 8.4. La vérification que d?> = 0 dépend du fait que le diagramme suivant
anti-commute :

_q1)ntlgx
Hom(Cyp, Dp4n) L>CHom(Cp+1a Dpin)

(dD)*l o l(dD)*

Hom(Cyp, Dp+n—1) mﬁom(cp-‘rl s Dpn—1),
c

par le choix des signes.

Remarque 8.5. 11 existe plusieurs choix possibles des signes qui interviennent dans
la définitionfl.

Proposition 8.6. L’association Hom définit un foncteur

Hom(—, —) : €hA® x €hA — ChA.

3. Dans cette section, on a suivi les conventions utilisées dans [tD08§]
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Démonstration. Exercice. O

Ezercice 8.7. Soient C; D € Ob&hA et f € Hom(C, D),. Montrer que f est un
morphisme de complexes de chaines si et seulement si f est un cycle.

Exemple 8.8. Soit C' € Ob&h((R—Mod) et M un R-module, alors

0 n >0
Hompg(C_,,, M) n <0.

et la différentielle Homp(C_,,, M) — Hompg(C_(s41), M) est (—=1)"(dc)*.
Il est commode de ré-indexer, en posant :

Hom(C, M)" := Hom(C, M)_,,
de sorte que la différentielle est de la forme :
Hom(C, M)"™ — Hom(C, M)"*!

donc augmente le degré par 1; ainsi on obtient un complexe de cochaines.

Hom(C, constM),, = {

Corollaire 8.9. Le foncteur Hompg(—, M) induit :
Homp(—, M) : €h(R—Mod)°® x R—Mod — €o€h(R—Mod),
qui se restreint a :
Homp(—, M) : €h-o(R—Mod)*® x R—Mod — €o€h="(R—Mod).
8.3. Produits tensoriels. Le produit tensoriel ®g : €hso(R—Mod) x €ho(R—
Mod) — Qf[)ZO(R—Mod) a un analogue pour la catégorie Qfon[jZO(R—Mod) :
@R : €oCh="(R—Mod) x €o€h="(R—Mod) — Co€h="(R—Mod).

Ezxercice 8.10. Expliciter la définition du produit tensoriel de deux complexes de
cochaines.

On a le résultat de compatibilité entre les produits tensoriels ® g suivant :

Proposition 8.11. Soient C, D € Ob&ho(R-Mod). Alors, il existe un morphisme
naturel de complexes de chaines

Hom(C, R) ® g Hom(D,R) — Hom(C ®g D, R)
[florlgl = DV9f@g),

ou f € HOmR(OV‘,R) et g € HOHlR(O|g|,R).
De plus, si V¥p,q Cp, Dy sont des R-modules libres finiment-engendrés, alors ce
morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. Ezercice! (Il s’agit d’un bon exercice de vérification des signes, en
utilisant les définitions des objets qui interviennent.) O

8.4. La cohomologie singuliére.

Définition 8.12. Soit M un groupe abélien.
(1) Le foncteur compleze de cochaines singulieres & coefficients dans M est le
foncteur T21°” — €o€h=°(Ab) défini par
Colhy,, (—; M) := Homgz (€h*"¢(—), M).
(2) Len-ieme groupe de cohomologie singuliere & coefficients dans M, ;}ng(—; M):
TP Ab, est le foncteur
(X, A) — H"(CoCh,, . (X, A; M)) = H"(Homz(Ch™8(X, A), M)).

sing

On écrit Hy,,(X; M) pour le groupe de cohomologie singuliere Hg,,, (X, 0; M)
(respectivement CoChy;,,,(X; M) a la place de Colhy,, (X, 0; M)).
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Exercice 8.13. Soit M un groupe abélien.
ontrer que Co ; est le groupe ing,, es applications d’en-
(1) M que CoCh” (X; M) est le groupe M5™2.(X) des appl d

sing
sembles de ’ensemble des n-simplexes singuliers de X, Sing,, X vers le groupe
abélien M, la structure de groupé étant induite par celle de M.
(2) Montrer que [n] — MS™&.(X) est un groupe abélien cosimplicial ; définir le
complexe de cochaines C*(B*®) associé a un groupe abélien cosimplicial B® et

démontrer que Qﬁoeihsing(X; M) = C*(Msmg(x))_

Exercice 8.14. Formuler les axiomes d’Eilenberg-Steenrod pour une théorie de co-

homologie et démontrer que H ,(—; M) est une théorie de cohomologie.

8.5. Le cup produit. Un avantage important de la cohomologie par rapport a
Ihomologie est qu’elle admet un cup produit (sans besoin d’hypothése supplémen-
taire). On ne démontrera pas le résultat suivant, mais la définition du cup produit
sera donnée :

Théoréme 8.15. Soit R un anneau commutatif. Alors, le foncteur

ne(—3 R) 1 TP — grR—Mod

sing
prend ses valeurs dans la catégorie des R-algébres graduées commutatives.
Pour précisément, pour X un espace topologique, il existe un cup produit naturel

U @ HE (X;R)®g HL (X;R) — HE (X R)
rR®y+—rUy,

qui est associatif et unitaire par rapport au morphisme de R-modules R & Hging(*; R) —
HO

Simg(X, R) induit par la projection X — *. De plus, le produit U est commutatif
au sens gradué :
xUy = (-1)PlyUz.
Si f: X =Y est une application continue, le morphisme induit en cohomologie
H: () H: (Y R) — HE (Y5 R) est un morphisme de R-algeébres qui ne dépend

sing sing sing
que de la classe d’homotopie de f.

Le cup produit est induit par un cup-produit extérieur au niveau des complexes
de cochaines :

Définition 8.16. Soient X,Y deux espaces topologiques. Le cup produit extérieur
est le morphisme de complexes de cochaines

CoChy, (X5 R) @R CoChy,, (Y R) — €ohy,, (X x Y;R)

qui est donné par la composition
CoChy,, (X; R) ©p CoChy,, (Y; R) = Homy (€h*"5(X), R) © Homyz (CH*™¢(Y), R)
Homy (¢h¥"8(X) ®z €h*"8(Y), R)
|

CoChy, (X X Y R) = Homz (€h*"8(X x V), R),

dont le premier morphisme vertical est fourni par la Proposition 811 et les isomor-
phismes proviennent de la définition de CoCh

sing*
Définition 8.17. Soient X un espace topologique et R un anneau commutatif;
le cup produit intérieur (au niveau des cochaines singuliéres) est le morphisme de

complexes de cochaines :
Qtoe:hsing (Xv R) ®R Q:oe:bsing (Xa R) - Qtoe:hsing (X7 R)
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fourni par la composition du morphisme cup produit extérieur de la Définition
BI6l (pour Y = X) avec le morphisme €oChy, . (Ax;R) induit par la diagonale
AX X - X x X.

sing

Ezercice 8.18. Donner une description explicite (et directe) du cup produit intérieur
de la définition BI7]

Remarque 8.19. Le cup produit de la cohomologie singuliére (Théoréme BI5]) est
induit par le cup produit de la définition B.I7)

Exemple 8.20. L’algébre H:ing((CPQ; Z) est isomorphe a algébre de polyndmes
tronquée :

oll x est une classe de degré 2.

En particulier, on peut en déduire facilement que CP? n’a pas le méme type
d’homotopie que S? Vv S%, bien que leurs groupes d’homologie sont isomorphes.
Ezercice : démontrer que HZ, (S*V S%7) = Z(1,u,v), ou |u| = 2 et |v] = 4 et
u? = 0.

Remarque 8.21. Cet exemple montre que la cohomologie singuliére, munie du cup
produit, est un invariant plus fin que la cohomologie singuliére considérée simple-
ment comme foncteur & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens gradués. On
peut obtenir des invariants encore plus fins en considérant les opérations cohomolo-
giques.
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