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UNE SOLUTION POUR L’EXERCICE N° 1 DE LA FEUILLE N°4

On définit la suite (u,,) par: u, = pged (n? + 4n + 3,13 + 3n — 5) pour tout n € N.

1) Définir une fonction u prenant en parametre un nombre entier n et renvoyant le terme w,,.
On pourra utiliser la fonction gcd du module math, ou voir le point

2) Afficher les 30 premiers termes de la suite, comme dans la figure précédente. Cette suite
est-elle périodique ? Si oui, déterminer sa période.

3) Afficher quelques termes suivants et conclure.

4) Pour faire une liaison avec le cours d’ariméthique, écrire une fonction euclide_bezout qui
prend en arguments deux entiers a et b et qui renvoie les entiers d, u et v, ou d = pged(a,b) et
ua + vb = d.

Solution.
1)

1def pged(a: int, b: int):

2 mnn

3 a int

4 b int

5

6 a=9qx* b+ r (la division euclidienne de a par b)
7 a=b, b=r

8 et on continue jusqu'a r =0

9
10 Renvoie le pgcd de a et de b, le dernier reste different de 0
11 mnn
12 test = isinstance(a, int) and isinstance(a, int)
13 if not test:
14 return —0.5
15 while b I= 0:
16 r=a%b
17 a==>b
18 b=r
19 return abs(a)

2)

1def suite_u(n):

2 mnn

3 Renvoie le pgcd des deux nombres construits a partir de | 'entier
4 n>= 1.

6 a =nxx2 + 4 x n + 3

7 b=n+x+x3 +3 *x n—-5

8 return pgcd(a, b)

9
1N = 100

uX = [k for k in range(1l, N)]
12Y = [suite_u(k) for k in X]
13

1ufig = plt.figure(figsize=(10, 9))
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15 axe = fig.add_subplot(111)

16 axe.plot(X, Y, marker="0", Is="—"', Ilw=.5, ms=3, c="b")
17 axe.set_xlabel("n |'indice") # gca() get current axes
13 axe.set_ylabel("u la suite")

19 axe.set_title("etude d'une suite non periodique")

20 axe. grid ()

3) Concernant la périodicité, les premiers tests montrent que de nouvelles valeurs apparaissent
apres la borne 30. On écrit une fonction pour étudier les images de u et déterminer leurs premieres
apparitions.

1def premieres_apparitions(N):

2

3 N : entier, la borne jusqu'a laquelle on cherche des

4 elements nouveaux dans | 'image de u

5

6 Renvoie deux listes

7 — la deuxieme est composee des premieres apparitions

3 des elements de |'image de u

9 — la preumiewre de listes [indice, u] correspondants a

ces premieres apparitions.

= e
N o= O

u = suite_u (1)
les_u = [u]
res = [[1, ul]]
for k in range(2, N + 1):
u = suite_u(k)
if u not in les_u:
res.append ([k, u])
les_u.append(u)
return res, les_u
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Pour N = 1000 ou N = 10000, la premiere liste renvoyée par la fonction est
(1, 11, [2, 31, [8, 9], [38, 123], [79, 41], [161, 369]]

En dessinant ses 1000 premieres valeurs, la suite (un)n21 semble étre périodique. On cherche
un argument mathématique pour justifier cette hypothese.

ARGUMENT THEORIQUE. On remarque que
n>+3n+4=(n+1)(n+3)
et qu'on a les divisions euclidiennes de la deuxieme composante de u,, :

nd+3n—-5=mn*-n+4)(n+1)-9
n3+3n—5=(n*—3n+12)(n +3) — 41.

Trois conséquences s’ensuivent :
e pged(n+1,n% +3n —5) peut étre 1, 3 ou 9
e pged(n + 3,n% + 3n — 5) peut étre 1 et 41
o lidentité

pged(n? 4+ 3n 4+ 4,n% + 3n — 5) = pged(n + 1,73 + 3n — 5) pged(n + 3,n° 4+ 3n — 5)

car 9 et 41 sont premiers entre eux.



On en déduit qu’il y a six possibilités pour le pged recherché:
1. 3, 9, 41, 3-41 =123 et 9-41 = 369.

Pour finir, il nous reste a déterminer les n pour lesquels le pged prend chacune de ces six valeurs
et déduire que (u,,),, est périodique.

PGCD = 369. En utlisant les trois conséquences ci-dessus, on est dans cette situation si et seulement
si
n+1=0 mod?9 et n+3=0 mod 41

c’est-a-dire
n=-—1 mod9 et n = -3 mod 41. (1)

Mais 9 et 41 vérifient (la relation de Bezout)
(=9)-9+42-41 = 1.
Par conséquent, d’apres le théoréme des restes chinois, les n qui vérifient (£) sont les entiers définis
par
n=(-3)-(-9)-9+(-1)-2-41=3-81—-82=161 mod 369.
PGCD = 123. On utilise le méme argument : on est dans cette situation si et seulement si

n=—1 mod 3 et n =—3 mod 41. (b)

Mais
14-34(-1)-41=1,

donc, les n qui vérifient (h) sont les entiers définis par
n=(-3)-14-3+ (1) (=1)-41 = (-3) - 42 + 41 = -85 = 38 mod 123.
Par conséquent, on a

n =38 mod 123 et n # 161 mod 369.

PGCD = 41. En développant les mémes calculs, on obtient

n =38 mod 41 et n # 38 mod 123.

PGCD = 9. On arrive a

n=8 mod?9 et n # 161 mod 369.

PGCD = 3. On arrive a

n=2 mod3 et n # 38 mod 41.



PGCD = 1. On arrive a
n#2 mod3 et n # 38 mod 41.

En conclusion, la suite u,, est périodique de période principale 7" = 369. De plus, pour tout
n € N¥,
u, € {1,3,9,41,123,369}.

Les indices des premieres apparitions de ces valeurs sont 1, 2, 8, 79, 38 et, respectivement, 161 ce
qui confirme nos remarques numériques de départ.

4) On a besoin de se rappeller le théoreme de Bezout pour le pged et de son preuve (de la
premiére partie).

Théoréme (Bezout). Soient a,b € Z deux entiers non nuls.
(i) Sid = pged(a,b), alors il existe u,v € Z uniques tels que

d = ua + vb
—bl+1<u<|b -1 —la]+1<v<]a|l -1

(ii) pged(a,b) =1 si et seulement s’il existe u,v € Z uniques tels que (*).

Démonstration. En posant ry = a et r; = b, par ’algorithme d’Euclide on a

Tog=qy Ty + Ty o 0<ry <y
Ty =q37Ty+ T3 ou 0<ry <y

T2ZQ4T3+r4 ou 0<7’4<7’3

Tn—3 = dp—1Tn—2 + Tph—1 OU 0< Tn—1 < Tn—2
Tpoo =qpn Trn_1+7h ou O0<r,<r,
Tp—1= qn+1 Tn

et d = r,. Pour trouver les u et v il faut remonter ’algorithme. Explicitement, on a

d=0r,_;+1r,
= Uy Ty + U Ty = Uy Ty + Vg (T — G Typq)
= Uy Tp_g + (g — Vg ) Thy
= U Ty g TV Ty = Uy Ty 01 (T3 — g Thpo)
=0y Ty (U — V1 @yq) T
=Uy Ty 3t VT o
= U

n—1To T Vp_1 71

ou uy =0, vy =1et pour tout k&, 0 <k <n-—1,

{ U1 = Vg
Vg1 = U — Vg Q-

En posant u = u,,_; et v=v,_,, il s’ensuit que d =u a + v b. O

Un algorithme est obtenu en modifiant légérement la fonction pour le calcul du pged (’algorithme
d’Euclide) et en suivant la preuve du théoréme de Bezout.



1def bezout(a: int, b: int):

2 mnn

3 a : int

4 b : int

6 Renvoie u et v tels que pgcd(a, b) = uxa + vxb

7

8 test = isinstance(a, int) and isinstance(a, int)

9 if not test:

10 return 0, O

11 R = [a, b]

12 Q=[]

13 while R[—1] != O0:

14 Q.append(R[—-2] // R[-1])

15 R.append (R[—2] % R[—1])

16 Q =Q[: —1] # on n'a pas besoin du dernier quotient
17 U= [0]

18 V= [1]

19 for q in Q[:: —1]: # on parcourt la liste Q dans le sens descendant
20 u = V[-1]

[V
t

v =U[-1] — q * V[-1]

U.append(u)

V.append(v)
# print("test ", U—1] x a + V[=1] * b)
return U[—1], V[-1]
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Un autre algorithme serais basé sur I'unicité des deux nombres u et v dans ’énoncé du théoreme.
Il est beaucoup plus simple!
1 def bezout_2(a, b):

a : int
b : int

Renvoie u et v tels que pgcd(a, b) = uxa + vkb.
L' algorithme est base sur |'unicite de u et de v dans les intervalles
correspondants (fournis par le theoreme de Bezout).

d = pged(a, b)

for u in range(—abs(b) +
(
v
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— e
= O

1, abs(b)):
a) E 1, abs(a)):

Jun
N

for v in range(—abs
test = u x a +
if test — d:
return u, v
return 0, O

e
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UESTION. Trouver une suite (u construite comme celle de 'exercice (c’est-a-dire comme pged
et qui ne soit pas périodique.



