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L’EXERCICE 11 DE LA FEUILLE N° 3

1) Soit f: R — R une fonction de classe C? s’annulant en trois points a < b < c¢. Montrer que
f! s’annule deux fois et que f” s’annule une fois sur l'intervalle |a, ¢[.

2) Soit f: R — R une fonction de classe C3 s’annulant quatre fois sur I'intervalle [a, b] Montrer
qu’il existe un point de cet intervalle ou sa dérivée troisieme s’annule.

3) Montrer que si f : [a,b] — R est de classe C! et de dérivée strictement positive sur ]a,bl[, alors
elle est strictement croissante (f’(a) et/ou f’(b) pourraient s’annuler).

4) Soient f : [a,b] = R, f : [a,b] — R deux fonctions de classe C' telle que pour tout t € ]a,b[ on
a f'(t) < ¢'(t). Prédire laquelle des deux différences f(b) — f(a) et g(b) — g(a) est la plus grande.
Vérifier (avec une preuve) la prédiction.

5%) Soient f : R — R de classe C! et a € R tels que f(a) = 0 et f'(a) < 0. Faire un dessin.
Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout x # 0 qui satisfait a <z < a+ 0 on a f(z) < 0.

Solution.

1) On applique le théoréme de Rolle & f sur les intervalles [a, b] et respectivement [b, ¢] : il existe
a € a, bl et B €]b, [ tels que f'(a) =0 et f/(8) = 0. Comme f est supposée C2, c’est-a-dire deux
fois dérivable avec f” continue, on applique le théoréeme de Rolle & f’ sur [a, 8]; on en déduit
lexistence de « dans ]a, [ tel que f”(v) = 0.

Un exemple type serait une fonction polynomiale de degré 3 avec trois racines réelles distinctes.

La premiere dérivée est de degré deux avec le discriminant strictement positif et la deuxieme dérivée
est de degré un. Il faut remarquer aussi que affirmation n’est pas une équivalence.

2) On utilise le méme argument basé sur le théoreme de Rolle.

3) Si f n’était pas strictemenet croissante, on pourrait trouver z; < x, dans [a, b] tels que

f(zy) = f(xg).

En appliqueant le theoreme de Rolle sur I'intervalle [z, z,], on trouverait un point x4 € |z, x,[
tel que
f(zg) =0
ce qui contredirait I’hypothese.
4) On affirme que f(b)— f(a) < g(b) —g(a). Pour justifier 'affirmation, on suppose par ’absurde

que

f(b) = f(a) > g(b) — g(a).
On a

f(b) = g(b) > f(a) — g(a). (#)
On applique le théoréme des accroissements finis a f — g sur [a,b]. On en déduit l'existence de
c € ]a, b tel que

FO) =0 = (=g = U= = U =9)@) _ 1) =50 ~ (&)~ fa)

—a

Donc, d’apres (f),
f(e)=g'(e) >0
ce qui contredit 'hypothese.

5*) Ci-dessous une esquisse de la courbe représentative d’une fonction vérifiant les hypotheses. La
droite tangente au graphe en (0,0) est représentée en bleu.
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En regardant cette esquisse, on voit que la dérivée de f doit étre strictement négative dans
un voisinage de 0, c¢’est-a-dire pour tous les points dans un intervalle de la forme |—d,0[. Un tel
intervalle est tracé en rouge sur l'esquisse. C’est cette pente toujours négative pour les = € [0, 4]
qui force les valeurs f(x) d’tre négatives (corollaire du théoréme des accroissements finis).

La preuve suit ce chemin intuitif. Comme f est C', il s’ensuit que f’ est continue. On exprime
la continuité en 0: quelque soit ¢ > 0 il existe! d(g) > 0 tel que pour tout z € R, la condition
|z — 0| < é(e) implique

[f'(z) = f(0)] <e.
Cette inégalité devient

—e < fl(x) = f'(0) <e

ou encore
—e+ f1(0) < f'(x) < f(0) +&.
Si on prend epsilon = —@, alors on a (& droite)
!/ /
<o~ T

Si on note = 5(—f/§0)), alors pour tout = € R, la condition |x| < § implique

f'(z) <O0.

Il s’ensit que f est strictement décroissante sur [0,0] et donc que pour tout z € ]0,4d], on a

fz) < £(0).

'La notation montre la dépendance de § de la quantité e qui le précéde et qui est introduite par “quelque soit”.
Comme regle générale, chaque “il existe” dépend de tous les “quelque soit” qui le préceédent et il est conseillé de
montrer ce fait dans la notation.



