Analyse approfondie
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1. Le corps ordonné R, sup et inf

—

AN

N oo

\]

Définition. Un sous-ensemble S C R est une intervalle si pour tous a < b € S et pour tout
ceRtelquea<c<bonacels.

Par la suite I et D seront des sous-ensembles de R: I sera un intervalle et D, assez souvent,

une réunion d’intervalles.

Ve>0 39(e)>0 telque VzeeD et 0<|z—a|l<d(e) ona |f(z)—/{ <e.

Définition. Soit f : D — R et soit a € R un point d’accumulation pour D. On dit que f
admet la limite £ € R en a si
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1.1. Définition des nombres réels. Nombres réels et nombres rationnels

On a Q C R avec la construction de R basée sur I’écriture décimale. Pour g €Q,,

[0
42 4.

1
7:ao.a1a2...:a0+ﬁ 102

avec
e oy € Ndonné par p = ayq + 14, 0 <1y < ¢
e a; €{0,1,...,9} donné par 107y = ayqg+1, 0 <1 <gq
o a,€{0,1,...,9} donné par 107, = asq + 175, 0 <1y < ¢
On en déduit la périodicité de I’écriture décimale des nombres rationnels. Réciproquement il
faut utiliser la somme infinie d’une série géométrique de raison r € ]0, 1].

Remarque 1.1. L’écriture périodique avec des décimales toutes nulles est équivalente a celle
ayant seulement des 9 (& partir d'un certain rang). C’est le seul cas d’écriture non unique.

Exercice 1.1. Donner 'écriture décimale de %3

1.2. Tout sous-ensemble majoré admet une borne sup, le plus petit majo-
rant

Définition. Le sous-ensemble non-vide A C R est dit borné supérieurement (ou majoré) s’il
existe M € R tel que pour tout x € A on a x < M. Le réel M est dit majorant de A.

Lemme-Définition 1.2. Si A C R est un sous-ensemble non-vide et majoré, alors sup A, le
plus petit majorant de A existe et est appelé la borne sup de A.

Démonstration. On considere Iécriture décimale unique (proprement infinie) pour chaque
élément de A. On pose successivement

po =max{ay|a=qaqgo,...c A} et Sy={ala=pyo,...c A} C A,
(justifier 'existence de p) puis
py =max{a; |a=py.a...€S,} et Sy ={ala=pyp0y...€ 5} CS,
et ainsi de suite. On montre que
sup A = p = pg-pyfhy - -
c’est-a-dire que p est un majorant de A et que

Ve>0 da, €A telque —e+pu<a, <p.
O

Exercice 1.2. Avec les éléments de la preuve précédente, donner une suite croissante (z,,),,

telle que z,, € S,, pour tout n. Est-elle convergente et si oui, quelle est la limite ?



Exercice 1.3. Soit ACR tel quesupA=1et 1¢ A.
1) Montrer qu’il existe a,, ay et asz des éléments de A, deux a deux différents, tels que
S3a, > 2.
2) Montrer qu'il existe (a;)? des éléments de A, deux & deux différents, tels que 3.7 a, > 3.
3*) Quelle est I'affirmation pour un entier n quelconque ? Démontrer cette affirmation.

Exercice 1.4. Soit A C R tel que inf A =m, supA =M et m,M & A et m # M. Montrer

que pour tout € > 0, e < M — m, il existe a’,a” € A tels que

€717

al —al. > (M —m) —e.

2. Quelques éléments de topologie

2.1. Voisinages, ouverts et fermés de R

Définition. Soit a € R. Un sous-ensemble V' C R est dit voisinage de a s’il existe € > 0 tel
que |—e+a,a+e[ CV.

On note V(a) I'ensemble de tous les voisinages de a. On a les propriétés suivantes :
siVeV(a)alorsaeV

siVeV(a)etsiVCW,alors W e V(a)

si V,W € V(a) alors VNW € V(a)

R € V(a)

si V € V(a) alors il existe W C V tel que W € V(a) et pour tout z € W on a V € V(x).

Uk W

Remarque 2.1. Un ensemble X muni d’un ensemble de voisinages pour chacun de ces points
vérifiant les propriétés 1-5) est un espace topologique. On dit que le systéme des voisinages
définit une topologie sur X.

La topologie définie sur R par les voisinages contenant des intervalles ouverts symétriques
centrés en chaque a € R est appelée topologie usuelle.

Définition. Un sous-ensemble 2 C R est dit ouvert (pour la topologie usuelle) si pour tout
x € NonaeV(x).

Exercice 2.1. Montrer qu’un intervalle ouvert est un ouvert de R.

Ayant R avec la topologie usuelle, on définit une topologie sur R = {—oo} URU {400} en
introduisant les voisinages naturels pour +oo.

Ainsi, si D C R est le domaine de définition d’une fonction, on pourra parler de +0o comme
point d’accumulation de D. Par exemple pour D =N, |5, +o0], ...



2.2. Points d’accumulation et limites

Définition. Soit S C R. Un point a € R est dit point d’accumulation de S si

pour tout V €V(a) ona (V~{a})NS#D0D.

La définition fonctionne pour @ € R. On pourrait introduire la notion et notation de voisinage
épointé: si V € V(a), alors V, := V ~\ {a}. La définition du point d’accumulation devient

VYV eV(a) ona V,NS#0D.

Lemme 2.2. a est un point d’accumulation pour S si et seulement s’il existe une suite (z,,)

dans S telle que v, ——— a.
n—+oo

n

Versions de la définition de la limite d’'une fonction ; on arrive a une forme suffisamment
générale pour couvrir tous les cas de limites de fonctions réelles et la limite d’une suite.

e Soit f: D — R et soit a € R un point d’accumulation pour D. On dit que f admet la
limite £ € R en a si

Ve>0 30(e) >0 telque VxeD et 0<|z—al]<dle) ona [f(z)—/{ <e.

e Soit f: D — R et soit a € R un point d’accumulation pour D. On dit que f admet la
limite £ € R en a si

YW eV() 3V eV(a) telque f(Viy,ND)CW.

Soit f : D — R et soit a € R un point d’accumulation pour D. On dit que f admet la
limite £ € R en a si

YW e V() 3IVy €V(a) tel que f(Viy,ND)CW.

Interprétation de la définition pour les suites: La suite réelle (z,,),cy converge vers £ € R si

Ve>0 dN()eN telque YneN et n>N() ona |z,—/{<e.

Exercice 2.2. En interprétant la notion de voisinage et de point d’accumulation, donner des
définitions explicites (en € et d(¢)) de

lim f(z) =¢

T—p

quand p est un point fini ou infini et £ est un point fini ou infini.

3. Limites

3.1. Autour des limites (suites et fonctions)

Proposition 3.1. Si f;(z) — l; € R pour j = 1,2, alors fi(x) fy(z) — Ny



Démonstration. On a

[f1(2) fo(@) — ] < |fy(x) = o] 1 fo ()] + [6y] [ fo(2) — Lo < ellba] +1) +[61]e
= (2] + lby] + 1)e

des que z vérifie |z — a| < d,(¢) et |x — a| < d5(¢). On prend donc

R €
5 =min (0 = ). %\ '
(e) mln( 1(|£1‘ |£2|+1)» 2(]€1|—|—|£2|+1)) 0

Théoréme 3.2 (d’encadrement). Soient f,g,h: D — R et soit a € R un point d’accumulation.
Si
1) pour tout x € D, x # a on a f(z) < g(x) < h(x)
2) lim f(z) = lim h(z) =L €R
Tr—a T—a

alors lim g(x) =L
Démonstration. Quand a est réel, on a

—e+l< f(x) <g(x) <h(zx)<l+e

des que [z —a| < d;(e) et [z —al < (). O
Remarque. La preuve utilisant les voisinages est plus simple dans ce cas.
Exercice 3.1. Ecrire Pénoncé et la preuve quand ¢ = +o0.

Proposition 3.3. Soit f :]a,b[— R. Si f est croissante et majorée, alors
lim f(x) =sup f =: f.
z—b

Démonstration. Une preuve peut étre développée en suivant ces étapes.

1. Justifier qu’il suffit de considérer qu’il existe n > 0 tel que f est strictement croissante
sur |—n + b, b] (c’est-a-~dire f est strictement monotone sur un intervalle ouvert qui finit
en b).

2. Soit > & > 0. Montrer qu'’il existe y. € im(f) tel que —e + f <y, < f.

3. Soit x, tel que f(x.) = y.. Justifier que z_ est unique. Si un dessin n’est pas déja fait,
il faudrait le faire.

4. Prendre 6(¢) = b — x, et conclure. 0

3.2. Téroréme de Bolzano- Weierstrass

Théoréme 3.4 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite (réelle) bornée on peut extraire une
sous-sutte convergente.

Démonstration. Par hypothese, il existe a < b € R tels que pour tout n € N, on a
a<z, <b.

On note I, = [a,b] = [ay, by] et on prend kj, = 0 (le plus petit indice tel que z,, € I)).



Au moins un des deux sous-intervalles, [a,, @3] et [2Fbe b1 contient une infinité de
termes de la suite (x,,),. On pose I; = [a;, ;] cet intervalle et on prend

ky =min{n|n>ky, z, € I, }.

On répete cette opération pour tout n € N. On obtient

o la suite des intervalles emboités (1,,),,

e la sous-suite (v}, ), telle que pour tout n € Nona x;, €1,.
Alors, par construction, pour tout n € N,

a, < xkn < bn? (an)n /(’ (bn)n \l et bn —a, = on

On en déduit que (a,,),, et (b,,),, sont convergente, vers la méme limite, et donc que la sous-suite
est convergente (vers cette limite commune). O

Exercice 3.2. Soit [a,b] C R et soit (U;),c; une famille infinie d’intervalles ouverts telle que

[a,b] C U U;.

Jje€J
Montrer qu’il existe un sous-ensemble fini F' C J tel que

[a,b] € | U;.
jeF

4. Fonctions continues

4.1. Continuité et théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 4.1. Démontrer que 'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue est
un ouvert.

Théoréme 4.1 (des valeurs intermédiaires). Soit f : I — R une fonction continue. Si a <
b e I, alors pour tout X entre f(a) et f(b) il existe ¢ = ¢, € |a,b[ tel que f(c) = .

Démonstration. On considere f(a) < f(b). Soit
Sy={z|z €[a,b], f(z) <A}.
Comme a € S et b est un majorant de Sy, on prend cy, =supS5,. O

Le théoreme dit que pour tous a < b € I, 'image f([a,b]) contient l'intervalle fermé et
borné défini par f(a) et f(b). On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.2. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Par 'absurde. OJ



Théoréme 4.3. Une fonction continue définie sur un intervalle fermé et borné atteint ses
bornes.

Démonstration. On montre que f est bornée (supérieurement) en utilisant le théoreme de
Bolzano-Weierstrass. On applique la définition du sup f pour construire une suite et on finit
en appliquant le théoréme de Bolzano-Weierstrass. ]

Exemple 4.4. Ce théoreme dit que 'image d’un intervalle fermé et borné par une fonction
continue est un intervalle fermé et borné. Les deux hypotheses sur l'intervalle doivent étre
satisfaites.

e x> et [ =]1-2,2

e z—tanzet I = (0,7

4.2. Continuité de I’application réciproque

Soit f : I — J une fonction continue, avec I, J C R des intervalles. Si on suppose que f est
bijective, on veut étudier la continuité de 'application réciproque. On a

Théoréme 4.5. Si f : I — J est bijective et continue, alors f~' est continue.

Démonstration. Comme f est injective et continue, on en déduit que f est strictement crois-
sante (monotone et on fait un choix) et, par conséquent, que f~! est strictement croissante.

Y
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Figure 1: L’argument de la continuité en b pour laffirmation si f est continue et
strictement croissante alors f~1 est continue.

Soit b € J et soit a = f~1(b), c’est-a-dire f(a) = b. On veut démontrer que f~! est
continue en b. Soit € > 0. L’image de [—¢ 4 a, a + €] est un intervalle [V/, "] qui contient b. On

prend
5(g) = min(b” — b,b —b').

O
4.3. Continuité uniforme
Théoréme 4.6. Si f : [a,b] — R est continue, alors f est uniformément continue.
Démonstration. Par 'absurde avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass. O



5. Fonctions intégrables

5.1. Intégrale de Riemann

Soit f : [a,b] — R. On appelle subdivision de [a,b] une suite finie de points ordonnés deux a
deux disjoints, 0 = (zq = a,y,...,z, = b). Le maximum

n
o]l = %ff‘(% - xj—l)

est appelé la norme de 0. Une suite finie de n points {¢;}; telle que pour tout j , §; € [z;_;, ;]
est appelée suite de points intermédiaires associée a la subdivision o.

Définition. La somme de Riemann associée a f, o et {§ -} ; est la somme finie

n

f,a{g} :Z 5” _xj—l)'

Définition. La fonction f est dite infegrable (dans le sens de Riemann) sur [a, b] si
b
lm S(f.0.{¢}) = [ (o) do
llof|—0 a
c’est-a-dire
Ve >0,3p(e) >0 tel que Vo,¥{¢;} et |of <p(e) ona [S(f,0,{})—1I]<e (%)

La limite, notée ff f(x) dx s’appelle l'intégrale (de Riemann) de f sur [a, b].
Proposition 5.1. Si f : [a,b] — R est intégrable, alors f est bornée.

Démonstration. On suppose que f n’est pas majorée. Alors pour tout entier n > 0, il existe
z, € la,b] tel que f(x,) > n. En utilisant le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut
supposer que la suite (x,,), converge vers z* € [a, b], c’est-a-dire

Ve>0 3IN(e)eN telque VneN et n>N() ona |z,—2"|<e.
Soit I € R. On prend € = 1. On veut démontrer que
Vp>0 3o, 3} telsque |lof|<p et S(f,0,{&})>T+1.

Pour p > 0, on prend o, = (t,t;,...) la subdivision réguli¢re de norme [(b —a)/p] + 1 dont
on modifie les deux intervalles “autour” de z* (on rajoute éventuellement des points ¢;) telle
que z* soit le milieu d’un intervalle [t;,_;,¢,] de longueur p. On prend les points intermédiaires
§; = t; sauf pour le point l'indice k, pour lequel on prend ¢, = z,,, avec

Al+T+1
n > max <|’)|,N<p) .
P 2
Le N (B) apparait car on veut, dans ce qui suit, que z,, appartienne a I'intervalle [t,_, ], ou

t t
T* = kliﬂ Alors

S(f, 0, {0} = Z FE) x; —x, 1)+ fla)p>A, +np>T+1
J#k,j=1

car f(x,) >n> w. O
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Figure 2: La définition de la subdivision et des points intermédiaires associés; dans la
deuxieme ligne, le point intermédiaire {4 est donné par un élément de la suite (z,,)

n-
Définition. Pour une subdivision o, la somme de Darbouz supérieure’ de f associée & o,
S, (f), est obtenue en prenant dans la somme de Riemann le sup de f sur chaque sous-intervalle
[z;_1,2;]. Si

fj sup f(x)a

]}E[ijl,xj]
alors .
ga = Zf] ' (%‘ _:Uj—l)'
j=1

Théoréme 5.2 (critere d’intégrabilité). La fonction f : [a,b] — R est Riemann intégrable si
et seulement si

Ve > 0,30 =0, tel que |S,(f)—S,(f)|<e.

Il faut revoir 'exercice 1.3!

Démonstration. On suppose f intégrable et on note I la valeur de l'intégrale. Soit € > 0.

D’apres la définition, il existe p(e) > 0 tel que pour tout subdivision o telle que ||o| < p(e) et
pour tout ensemble de points intermédiaires {{;} on a

—6+I<zn:f(£j)(:vl—m-_1) <I+e.

J J
Jj=1
On choisit o, une subdivision de norme < €. Pour chaque j, en utilisant la caractérisation de

fi= SUDselo,_y ;] f(x), on choisit un point Ej (et le choix correspondant §j pour i]) tel que

—e+ [ < f(&) < F; et ijgf(éj)<ij+6'
Alors

n n

Sag(f)_ﬁas(f>:2<fj_ij> (xj_xjfl):Z<fj_5_(ij+€)+2€) (%‘_xjfl)

7j=1 Jj=1 — —
et donc < &) - f@j)
S0 ()= S, (1) <X (FE) = FE) +2¢) (w;— ;1)
j=1
= S(f7 O¢, {gj}) - S(f7 O {§j}) + 2€(b - a)‘

! f est bornée d’aprés la proposition 5.1.



En utilisant I’hypothese,

So.(f) =8, (f) <T+e—(I—¢e)+2:(b—a)
=20b—a+1)e
Pour la réciproque, il faut trouver la valeur de l'intégrale, et puis vérifier la définition,
c’est-a-dire ().

PREMIERE ETAPE. Soit &€ = % On utilise I'hypothese avec € = % et on construit la suite de
subdivisions (o,,),, par récurrence :

e pour € = %, c’est-a-dire n = 1, on prend oy = o1
1

e pour € = %, c’est-a-dire n = 2, on prend 0y, = 01 U0y
2

e pour € = %, c’est-a-dire n = 3, on prend o5 = 01 U0y
3

e en général, pour € = %, on prend o, =01 Uo,_;.

n

En notant §n =S o, s COmMme

<S8, ,<8,<8,

IN

gnfl S
on en déduit I comme limite commune des suites (S,,),, et (S,,),, ainsi construites. En partic-
ulier

1 = 1
——+I<S5,>1 et I>S5, <I+—.
n n

DEUXIEME ETAPE. On utilise les notations précédentes et on suppose que f n’est pas con-

stante. Pour ¢ = %, on considere la subdivision o, = (¢y,t;,...,t),). Pour une subdivision

quelconque o = (g, Zy,...,2y) et une suite de points intermédiaires {£;}, on a
_ _ — 1
S(f,04&3) = 1] < |S(f,0,{&;}) = Sul + 15, = I <[8(f,0,{&}) = Sl + -
Pour controler le premier terme, on veut que N > M. Il suffit que la condition
M
loll < = mint; — t,.,) (c1)

soit satisfaite. Alors pour tout j > 1, ou bien [z; ;,,] C [t;_;,;] pour un certain i, ou bien
[2;_1,2;] contient un ¢; dans son intérieur — on note j(i) cet indice j. On a

_ M N
1S, = S(fro {&N1 =D Filt; —t;y) = D f(&) (@ — ;)
i=1 j=1

M —
> {fi(ti —tiq) — (f(ﬁj(i—n)(f'?j(i—l) — ;1)
=1

J()—-1
b € - 3+ ) - )|

J=j(i-1)+1
En décomposant les intervalles [z;_;, ;] qui contiennent des ¢;, voir la figure 3, on obtient
pour chaque ¢ = 1,..., M une majoration de la forme
B J()-1
filt; =t 1) — (f(fj(z‘—n)(xj(i—n —ti1)+ Z f(fj)(l’j - xj—l) + f(fj(i))(ti - xj(i)—l))‘
Y j:j(i_l)"’l S~ S
~ f(tz' 1) 2 L = L

<(fi— L)t —ti)+(f= = Ti—1) — tic1)-

10



le terme f(&;(;_1)-1) 7:]( 1) = @ 1y—1) dans S(f,0,{&;}) sera dé-
composé en f(t;_1)(x;(i — 1) —t;_1) + f(&—1)—1) (ticy — Tj-1)-1)

Tj-1-1 Tj6-1) Tj-1 j T+ Tj-1 j

Figure 3: L’indice j(i) est défini par la valeur j pour laquelle ¢; € [z;_;,z;]. Du point
de vue du calcul des sommes de Riemann, le point intermédiaire §j(i) se trouve, le plus

souvent, ou bien dans [z, _;,t,] ou bien dans [t;, z,].

La majoration reflete la situation décrite dans la figure 3.
En considérant la somme sur 7, on obtient

B M _ N
1=1

=1
M _ ’ M—-1 _
<Y Fi- £~ 1)+ X (- Dol
=1 =1
<L (M-1)(F - Dol < 2
des que .
(M = 1)(F - Pl < - (e

En mettant ensemble (c1) et (c2), on trouve que pour

(0) <min< ! )
’ Y= nF-pn

S g ~ 1< 2.

on a

5.2. Propriétés

Proposition 5.3. Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions intégrables, soient o, 3 € R et soit
a <c<b. On a les propriétés suivantes.

1) (linéarité) af + bg est intégrable et /

a

b b b
(af +8g)=a [ 146 [ g
2) (aditivité) f est intégrable sur [a,c] et [c,b] et /bf = /Cf + /bf

b
3) (positivité) si f > 0 alors / f>0
a

Démonstration. L’aditivité est plus subtile; il faut justifier pourquoi si f est intégrable sur
[a, b], alors elle 'est sur tout intervalle [c,d] C [a,b]. On a besoin de l'intégrabilité du produit
(voir la proposition suivante) et du produit Liea - I O

11



Proposition 5.4. Si f,g: [a,b] — R sont intégrables, alors fg est intégrable.

Démonstration. Soit € > 0 et soient 0. et 7. les deux subdivisions données par le critére
appliqué a f et a g. On note A = o, U 7,. Alors

Salf) = Sa(f) < 8, (f) = S,.(f) <e

et de méme pour g. Il s’ensuit que

ga(fg)—ﬁa(fg)—z«f ); = (f9) ) (zj — ;)
<Z _fg (CU -y 1)
§Z(fj§j_7 g;+ /. gj igj)(:l:]—x] 1)

<!9!Z\f — fla; -, +|f!Z!gJ g;l(@; — ;1)
(\f|+|g|)€~

La positivité a la conséquence suivante :

Corollaire 5.5. Si f est intégrable, alors f - (b—a) < f; f(x)de < f-(b—a).

6. Intégrabilité des fonctions continues
Théoréme 6.1. Si f est continue sur [a,b] alors f est Riemann intégrable.

Démonstration. On vérifie le critére d’intégrabilité. La continuité de f (I’hypothése) entraine
I'uniforme continuité sur [a, b], c’est-a-dire

Ve >0,35(s) >0 tel que Vz,2’ €[a,b] et |z—2'|<d(e) ona |f(x)— f(2')<e.
Alors pour toute subdivision de norme < §(¢) on a

S(f)—=S(f) = Z(f —f)(x —Z; 1)<Z€(xj_$jfl):(b_a>€'

J J

Théoréme 6.2 (Leibniz-Newton). Si f : [a,b] — R est continue, alors la fonction F : [a,b] —

R définie par
— [ sy

est dérivable et F' = f, c’est-a-dire F' est une primitive de f.
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Démonstration. Soit x € ]a,b] et h > 0. On a

/:—i-h Ftydt - /:v—i-h Fa) dt

T

z+h
[Fla+h) = F(x) = h f(@)] = < [ U0 - @)

et donc, en utilisant les bornes de f (continue sur [a, b]), on arrive a

|F(z+h) = F(z) = h f(2)] < h(f - ).
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