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EXERCICES N° 13 'DE LA FEUILLE N° 1

Théoréme. Soient f : I — R et a un point d’accumulation de lintervalle I. Les affirmations
suitvantes sont équivalentes.

1. ilgb flx)=1¢

2. ¥(x,), cI~{a}, lm z,=a = lim f(z,) =/

n—-+o0o n—-+oo

On rappelle les définitions des trois limites qui interviennent dans 1’énonce.
(i) il_l’}f(llf(w) =0:Ye>0,30(e) >0telqueVz € I, 0 < |z —a| < d(e) = |f(z) — | < e
(ii) lim z,=a:Ve>0,IN(e) >0telque Vn e N, n> N(e) = |z, —a| <e

n—-4o0o

(i) lim f(z,)=¢:Ve > 0,3N(e) > 0 tel que Vn € N, n > Ny(e) = [f(z,) — (| <e¢

n—-+o0o

Démonstration. Pour “1) implique 2)”, on sait que (i) et (ii) sont vraies et on veut établir (iii).
Soit € > 0. On cherche N (e) pour une suite dans S \ {a} qui converge vers a. Si on considere
n > N(d(¢)), alors
0< |z, —al <d(e),

et d’apres (i), on a
|fz,) =] <e.
Par conséquent, on prend N;(g) = N(d(¢)).
Pour “2) implique 1)” on démontre que non 1) implique non 2).
Explicitement, non 1) : 3¢5 > 0 tel que V6 > 0, Jz5 € I tel que
0<|zsg—a|l<d et |f(zs)—L > e,

On prend 6 = 1/n et on note ¢, = x; ,. Alors la suite (t,,),, vit dans I \ {a} et converge vers a et
la suite (f(t,,)),, ne converge pas vers £. On est arrivé a non 2). O

1. Dans une version précédente de la feuille, I’exercice était faux.
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