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Analyse approfondie – 2025-2026
Exercice no 11 le la feuille no 1

Soit X ⊂ R un sous-ensemble borné tel que inf X, sup X ̸∈ X. Montrer que pour tout ε > 0 il
existe x′

ε, x′′
ε ∈ X tel que

x′′
ε − x′

ε > sup X − inf X − ε.

Solution.
En utilisant les caractérisations de bornes sup et inf avec ε, on a que pour ε > 0,

• il existe bε ∈ X tel que −ε + sup X < bε

• il existe aε ∈ X tel que aε < inf X + ε.
Alors, en échangeant les membres dans la deuxième inégalité et en sommant les deux, on obtient

−ε + sup X − inf X − ε < bε − aε

c’est-à-dire
bε − aε > sup X − inf X − 2ε.

On prend x′′
ε = b ε

2
et x′

ε = a ε
2
.
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