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4 1. Un peu de langage J.-B. Campesato

1 Un peu de langage

1.1 Ensembles

La notion d’ensemble date de la fin du 19eme siecle et est devenue centrale en mathéma-
tiques des le début du 20éme siécle. Néanmoins, il s’agit d"un concept subtil qu’il n’est pas
aisé de définir formellement'. Dans ce chapitre, nous abordons les ensembles de fagon naive,
intuitive et informelle, ce qui est amplement suffisant pour les cours de mathématiques en
licence (et méme au-dela).

1.1.1 Définition naive et notations

Définition 1.1 (Définition naive). Un ensemble est une ”collection” bien définie d’éléments
(I'ordre de ces éléments n'importe pas). Deux ensembles sont égaux s’ils contiennent les
mémes éléments.

Exemple 1.2. Nousavons1'égalité {1,2,2,3} = {1,2,3} puisque ces deux ensembles contiennent
exactement les éléments 1, 2 et 3.

On définit généralement un ensemble soit en donnant explicitement les éléments qu’il
contient (définition en extension), par exemple

E = {pomme, 7,5},

ou a partir d’'un ensemble déja défini dont on ne conserve que les éléments vérifiant une
propriété donnée (définition en compréhension), par exemple I'ensemble des entiers pairs est

F:={nez : 3k e Z, n=2k}.

Etant donné un ensemble E, on note a € E pour signifier que a est un élément de E. On
lit “a appartient 4 E”.

Exemple 1.3.
e pomme € {pomme,n,S}
e banane ¢ {pomme,n,S}

Etant donnés deux ensembles E et F, on écrit E C F pour signifier que chaque élément
de E est aussi un élément de F,i.e.Va € E, a € F. On lit "E est inclus dans F”, ou ”E est un
sous-ensemble de F”, ou encore ”E est une partie de F”.

Exemple 1.4. Considérons B := {4,5,6}, C := {2,4} et D := {4,5}. Alors D Cc Bet C ¢ B.
Remarque 1.5. Deux ensembles E et F sont égaux si et seulement si (E C FetF C E).
Donc, pour montrer que deux ensembles E et F sont égaux, il suffit de montrer que E C F

et que F C E. On parle de raisonnement par double inclusion.

Fait 1.6. Il existe un unique ensemble ne contenant pas d’élément, il s’agit de 'ensemble vide qui
est dénoté par @.

!Les premiéres tentatives de définitions ont donné lieu a plusieurs paradoxes. Actuellement, il existe plusieurs
théories axiomatiques des ensembles; mais cela dépasse largement le cadre de ce cours.
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1.1.2 Opérations dans P(E)
Fait 1.7. Etant donné un ensemble E, I'ensemble de ses parties est bien défini et se note
P(E)={F : FCE]).

Définitions 1.8. Soient A et B deux parties d'un ensemble E. On définit les parties de E
suivantes :

o laréunionde Aet B:AUB:={x€ E,(x€ A)ou (x € B)};

o lintersectionde Aet B:ANB:={x€ E, (x€ A)et(x € B)};

o ladifférencede Apar B: ANB:={x € E, (x € A) et (x & B)}.

Exemple 1.9. Considérons les parties suivantes de R : C := {2,4} et D := {4,5}.
Alors CuD = {2,4,5}etCnD={4}.

Pour A C E, on note A® := E ~ A lorsqu’il n'y a pas de confusion possible. On dit alors que
A€ est le complémentaire de A dans E.

Les propriétés suivantes se démontrent facilement en remarquant le lien existant entre les
opérations U, N, et les connecteurs logiques Vv, A, .

Proposition 1.10. Soient A, B, C trois parties d'un ensemble E.

*x o E°=0@
o O°=E
° (AC)C — A
* e© AUB=BUA (commutativité de V)

e AU(BUC)=(AuB)UC (associativité de U : on peut simplement écrire AUBUC)
e AU =QUA=A

e AUA=A
e AUE=EFE
e AUB=B ACB
* e AnNB=BnNnA (commutativité de N)

e (ANB)NC = AN(BNC) (associativité de N : on peut donc simplement écrire ANBNC)
e ANE=EnNnA=A

s AN =0Q

e ANA=A

e ANB=AACB
* Lois de De Morgan :

e (AUB)Y = AN B°

e (ANB) = AU B¢
% Distributivité :
AN(BUC)=(ANnBUANC)
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
* e ANg=A

e ANA=0Q

e ANB=g< ACB

e ANB=ANB‘=A~(ANB)

Définition 1.11. Soient A et B deux parties d'un ensemble E. On dit que A et B sont disjointes
siANB=g.
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1.1.3 Produit cartésien

Définition 1.12. Un n-uplet est une liste ordonnée de n éléments (x, ... , x,,). On parle de couple
pour un 2-uplet et de triplet pour un 3-uplet.
L'égalité entre n-uplets est caractérisée par la propriété fondamentale suivante :

(xl, ,xn) = (yl’ ’yl’l) =1 xl = yl’ XZ = )/'2, ,xn = yn.
Remarque 1.13.

o {1,2,3} ={3,2,1} (ensembles)
o (1,2,3) # 3,2, 1) (uplets)

Remarque 1.14.
e {1,2,2,3} ={1,2,3} (ensembles)
e (1,2,2,3) # (1,2,3) (uplets)

Fait 1.15. Etant donnés deux ensembles A et B, 'ensemble suivant est bien défini et se nomme le
produit cartésien de A et B :

AXB:={(a,b) : a€ A, be B}.

Exemple 1.16. Si A := {n,e} et B := {1, \/5, e} alors

AX B = {(77:, 1), <n’, \/5) , (m,e), (e, 1), (e, \/E) , (e,e)} .

Exemple 1.17.
e 3,V2) e NXR,
o (—42,\/2+4i)eZxC,
e (0,0)e ZzxC.

Fait 1.18. Etant donnés des ensembles Ay, A,, ..., A,, l'ensemble suivant est bien défini
A XAy X XA, ={(ay,a,,...,a,) . a; € A;}.

Remarque 1.19. Bien que les ensembles suivants ne soient pas formellement égaux, il est
d’usage de les identifier :

e (AXB)xC > ((a,b),c),

o AX(BXC)>3(a,(bc)),

e AXBXC > (a,b,c).

1.2 Logique élémentaire

Comme dans la partie concernant les ensembles, I’approche retenue ici n’est pas entie-
rement rigoureuse. Néanmoins, cette présentation informelle est encore une fois amplement
suffisante.

1.2.1 Calcul propositionnel

Définition 1.20 (Définition naive). Une proposition est un énoncé admettant une valeur de
vérité, c’est-a-dire qui est soit vrai (V') soit faux (F).

Remarque 1.21. En pratique, on construit une proposition a partir de propositions élémen-
taires® & l'aide de connecteurs propositionnels. La valeur de vérité d’une proposition dépend
alors des valeurs de vérité des propositions élémentaires qui la composent.

Les connecteurs propositionnels usuels sont présentés ci-dessous.

2Encore appelées propositions atomiques ou variables propositionnelles.
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Définition 1.22. La négation d"une proposition P est la proposition notée =P définie par la
table de vérité suivante :

P |-P
V| F
F|V

Définition 1.23. La disjonction de deux propositions P et Q est la proposition notée P v Q
(ou encore P ou Q) définie par la table de vérité suivante :

P O|PVvO
ViV | 4
V| F | 4
F|V | 4
F | F F

Remarque 1.24. Attention, la disjonction n’est pas exclusive : si P et Q sont vraies alors PV Q
I’est aussi.

Définition 1.25. La conjonction de deux propositions P et Q est la proposition notée P A Q
(ou encore P et Q) définie par la table de vérité suivante :

PAQ

SRR R
SIREARNTS
SRR

Définition 1.26. Etant données deux propositions P et Q, on définit la proposition P = Q
par la table de vérité suivante :

PlO|P=>0
ViV | 4
VI F F
F |V | 4
F | F | 4

11 s’agit de l'implication qui se lit ” P implique Q” ou ”si P (est vraie) alors Q est (vraie)”. On
dit alors que P est I'hypothese et que Q est la conclusion.

Remarque 1.27. On remarque que si P est fausse alors P => Q est vraie indépendamment
de la valeur de vérité de Q. En anglais, si P est fausse on dit que P = Q est vacuously true.
Par exemple ”si 1 + 1 = 3 alors je suis un caméléon” et “si 1 + 1 = 3 alors je ne suis pas un
caméléon” sont toutes les deux vraies.

Intuitivement, si P est fausse alors P = Q ne donne pas d’information sur la valeur de vérité
de Q, mais si P et P = Q sont vraies alors QO est nécessairement vraie.

Définition 1.28. La réciproque de I'implication P = Q est l'implication Q = P.

Définition 1.29. Etant données deux propositions P et Q, on définit la proposition P < Q
par la table de vérité suivante :

PO |PsOQ
ViV V
V| F F
F|V F
F | F V
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11 s’agit de l"équivalence qui se lit ” P est équivalent a Q” ou ” P (est vraie) si et seulement si O
(est vraie)”.

Définition 1.30. Une tautologie est une proposition qui est vraie quelles que soient les valeurs
de vérité des propositions élémentaires qui la composent. On utilise la notation = P pour
indiquer que P est une tautologie.

Définition 1.31. On dit que deux propositions P et Q sont logiquement équivalentes si P < Q
est une tautologie, autrement dit, si P et Q ont méme table de vérité.

Exemple 1.32. P A Q est logiquement équivalente a = ((=P) v (=Q)).

PO |=P|-Q | =P)VEO) | ~(=P)V(0)) || PAO
VIV|F|F F v v
V|F|F |V |4 F F
F|V|V | F |4 F F
F|F|V |V v F F

Exemple 1.33. P = Q est logiquement équivalente a (=P) v Q.

PlO[-P|=P)vO[P=0
VI V] F v v
V|F| F F F
FlVv|Vv v v
F|F|V v v

Exemple 1.34. P & Q est logiquement équivalente (P = Q) A (Q = P).

Exemple 1.35 (Principe du tiers exclu). E PV (=P)

P |-P|PV(~P)
V| F |4
F|V |4

Le principe du tiers exclu signifie que soit P est vraie, soit sa négation P est vraie.

Exemple 1.36 (Modus ponens). F (P A (P = Q)) = O

P|Q|P=>Q|PA(P=0)|(PA(P=>0)=>0
ViV V V V
VI F F F V
FlV V F Vv
F | F V F Vv

Il s’agit de la regle d’'inférence principale en mathématiques : si P et P = Q sont vraies, alors
Q est vraie.

On démontre facilement la proposition suivante a 1’aide de tables de vérité.

Proposition 1.37.

La disjonction est commutative : £ (P V Q) < (Q V P).

e La disjonction est associative : = (P V Q) V R) & (P V (QV R)).
e La conjonction est commutative : = (P A Q) & (O A P)

e La conjonction est associative : = (P AQ) A R) & (P A(Q A R)).

Proposition 1.38 (Elimination de la double négation). F (~(-P)) & P
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Démonstration.
P =P [=(=P)
V| F 14
Fl|V F

Proposition 1.39 (Lois de De Morgan).
e Lanégationde PV Q est (-P)A (=Q) : E (=(P V Q)) & ((=P) A (=Q)).
o Lanégationde P A Q est (P)V (mQ) : E (=(P A Q)) & ((mP) V (=Q)).

Moyen mnémotechnique : la négation change la conjonction en disjonction et vice-versa.

Démonstration. On démontre seulement la premiére loi de De Morgan; la deuxieme se dé-
montre de fagon similaire.

PO =P |20 | (=P)ACEQ) | PVO | ~(PVO)
V|V|F | F F 4 F
VIF|F |V F v F
F|V|V |F F |4 F
F|F|V |V 4 F 4

Proposition 1.40. La négation de P = Q est P A (=Q).

Démonstration. En effet, d’aprés Exemple 1.33, P = Q est logiquement équivalenta (=P)V Q.
Donc, lanégation de P = Q estlogiquement équivalente a =((-P)vQ)etdonca PA(-Q). N

Proposition 1.41 (Distributivité).
e E(PAQVR)e® (PAQ)V(PAR)
e F(PV(IOAR) S (PVO)A(PVR)

Proposition 1.42 (Démonstration par contraposition).
La proposition P = Q est logiquement équivalente d sa contraposée (=Q) = (= P).

Démonstration.
P|O|P=>0|P|-0|(00)=>(—P)
VIV 14 F | F V
V| F F F |V F
F |V |4 V | F V
F|F |4 V |V |4

Il peut étre plus facile de démontrer (-Q) = (—~P) plutdt que de démontrer P = Q.

Exemple 1.43. Soit n € Z. Montrons que si n* est impair alors n est impair.
On va montrer la contraposée, a savoir que si n est pair alors n® est pair.
Supposons que 7 soit pair alors il existe k € Z tel que n = 2k et alors n* = 4k est pair.

Proposition 1.44 (Reductio ad absurdum). ((=P) = Q) A ((=P) = (—=Q))) = P est une tauto-
logie.

En pratique, pour démontrer P par l’absurde, on suppose que —P est vraie et on cherche a en
déduire une contradiction, c’est-a-dire a trouver une proposition Q telle que Q et ~Q soient
vraies.
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1.2.2 Calcul des prédicats

Définition 1.45. Un prédicat P(x,y,...) est un énoncé dont la valeur de vérité dépend des
variables x, y, ... qu'il contient.

Définition 1.46 (Quantificateur universel). L'énoncé "Vx € E, P(x)” signifie que P(x) est
vrai quel que soit x dans 1’ensemble E. On lit “pour tout x dans E, P(x) (est vrai)”.

Définition 1.47 (Quantificateur existentiel). L'énoncé "3x € E, P(x)” signifie qu'il existe au
moins un x dans I'ensemble E tel que P(x) est vrai. On lit il existe x dans E tel que P(x) (est
vrai)”.

Fait 1.48. La négation de "Vx € E, P(x)” est définie comme "3Ix € E, = P(x)”.
La négation de "Ix € E, P(x)” est définie comme "Vx € E, = P(x)".

Moyen mnémotechnique : la négation échange V et 3.

Remarque 1.49. La négation de “toutes les portes sont fermées” est bien ”il existe une porte
ouverte” (et non pas “toutes les portes sont ouvertes”).
Ainsi, la négation formelle des énoncés avec quantificateurs coincide avec I'intuition.

Une variable quantifiée est liée (ou muette) :
e on peut remplacer "Vx € E, P(x)” par "Vy € E, P(y)” sans en changer le sens,
e on peut remplacer “3x € E, P(x)” par "Iy € E, P(y)” sans en changer le sens.
A contrario, une variable non-quantifiée est libre.
Un énoncé n"admettant pas de variable libre est une proposition au sens ot il admet une va-
leur de vérité.

L'exemple suivant montre que 'on ne peut pas permuter les quantificateurs V et 3.

Exemple 1.50. Considérons les énoncés
(i) IneN,VpeN,p<n
(i) VpeN,FneN,p<n
Le premier peut se lire "il existe un entier naturel plus grand que tous les entiers naturels” et le
deuxiéme peut se lire "tout entier naturel admet un entier naturel plus grand que lui”.
Ces énoncés ne coincident pas (le premier est faux alors que le deuxiéme est vrai).
(i) Pour montrer que le premier énoncé est faux, il suffit de montrer que sa négation est
vraie,i.e.Vn €N, IpeN, p > n.
Soitn € N.Posons p:=n+lalorsp=n+1> n.
(ii) Montrons que le deuxiéme énoncé est vrai.
Soit pe N. Posonsn:=p+ lalorsneNetp<p+1=n.

On peut néanmoins toujours permuter deux quantificateurs universels ou deux quantifica-
teurs existentiels.

Remarque 1.51 (Ellipse). II est courant d’écrire "Vx,y € E” pour "Vx € E, Vy € E” ainsi
quedx,y€ Epourdx € E, dJy € E.

Remarque 1.52. L'ensemble vide est caractérisé par le fait que I'énoncé "Vx € @, P(x)” est
vrai quel que soit le prédicat P(x) considéré.

En passant a la négation, on obtient que "3x € @, P(x)” est faux indépendamment du pré-
dicat.

Ainsil’énoncé “tous les lions de I'Université d’Angers sont roses” est vrai et1’énoncé ”il existe
un lion rose a I'Université d’Angers” est faux.

Le fait que "Vx € @, P(x)” soit vrai est 1ié a la Remarque 1.27 puisque "Vx € @, P(x)” signifie
formellement "Vx, x € @ = P(x)”.
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Définition 1.53. L'énoncé “3!x € E, P(x)” signifie que P(x) est vrai pour exactement un
élément x de E. On lit il existe un unique x dans E tel que P(x) est vrai”.

Remarque 1.54. Ainsi, 3'x € E, P(x) est logiquement équivalent a

dx € E, (P(x)AVy, P(y) > x=1y)).

1.3 Fonctions

Définition 1.55. Soient A et B deux ensembles. Une fonction f : A — B est la donnée d'une
partiel; C AX Btelleque Vx € A, 3!y € B, (x,y) € I.

On dit que f estle nom de la fonction, que A est le domaine de f, que B est 1'ensemble d’arrivée
de f et que I'; est le graphe de f.

Pour x € A, on note f(x) := y ot y est 'unique élément de B tel que (x, y) € T;.

De facon moins formelle, une fonction f : A — B est la donnée de deux ensembles A et
B, respectivement le domaine et 'ensemble d’arrivée, ainsi que d"un processus qui assigne
a chaque x € A un unique f(x) € B.

Remarque 1.56. Le domaine et I'ensemble d’arrivée font parties intégrantes de la définition
d"une fonction.

. R - [1,4+oo[ . R - R ) 3
Ainsi f : { IR et g { © 1 24 Desontpas égales’.
R R 0, R <
Etde méme h : { - ’ et i { 0. +ool = > ne sont pas égales®.
X - X x =X

11 existe plusieurs fagons de définir une fonction :
e A lamain : on définit f : {1,2,3} > Rpar f(1)==x, f(2)=eet f(3) =42.
e Par une formule (en précisant bien le domaine et ’ensemble d’arrivée) :

x = x*+1

f:{ R — [I,4o

e Par morceaux : on considére la fonction f : R — R définie par

x> six<0
f(x)—{ \/; six>0

e Par certaines propriétés : on montre qu’il existe une unique fonction dérivable f : R —
R telle que f' = f et f(0) = 1.

Les fonctions suivantes sont mal définies :

R - R
o f: car \/—1 ne permet pas d’associer une valeur dans R a —1.
x B \/;
R — 10,400 o s ‘4 / ’
o f: { N, ] 2 [ car 0 est associé a une valeur n’étant pas dans I'ensemble d’ar-
rivée.
ifi x six<0 , N .
e f : R — R définie par f(x) = | six>0 <@r 0 n’est pas associé a une unique
valeur.
-1 six<0

e f : R — R définie par f(x) = { car 0 n’est pas associé a une valeur.

1 six>0

*Par exemple, la premiére est surjective mais pas la deuxiéme.
“Par exemple, la deuxiéme est injective mais pas la premiére.
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Définitions 1.57. Soit f : A - B une fonction, alors :
e on dit que f est injective si

Vx1,Xy €A, X1 #x9 = f(x7) # f(x7),
ou, de facon équivalente en prenant la contraposée, si
VX1, X9 € A, f(x1) = f(xy) = x| = Xo;
e on dit que f est surjective si
VyeB,dx € A, y= f(x);
e on dit que f est bijective si elle est injective et surjective, c’est-a-dire si

Vye B, lx € A, y= f(x).

Fic. : Injective

a

F1G. : Surjective Fic. : Non surjective

\

ke

Fic. : Bijective

Définitions 1.58. Soit f : A - B une fonction, alors :
o l'imagede E C A par f est

FE)={f(x) : x€ E} CB,

o l'image de f est
Im(f) = f(A),

o l'image inverse (ou préimage) de F C B par f est

fIF)={x€eA: f(x)€F},
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o le graphe de f est
Ip={(x,y)€AXB : y=f(x)}.

Remarque 1.59. Attention, f~!(F) est une notation valable méme lorsque f n’est pas bijective
(et donc que la fonction réciproque f ~! n’est pas définie). Il s’agit simplement d"une notation.

Remarque 1.60. Attention a ne pas confondre ’ensemble d’arrivée et I'image d"une fonction.

Proposition 1.61. Soit f : A — B une fonction.
1. Soient E, F C A, alors :
(@) f(EUF)= f(E)U f(F)
(b) f(ENF)C f(E)N f(F)
(c) Ec [T (f(E)
2. Soient G, H C B, alors :
(@) fFGUH) =GV f(H)
) G nH) =G nf(H)
() fF(fFG)HCcG

Démonstration.
1. (a) Soity € B, alors

veEf(EUF)3dx€e EUF,y= f(x)
SdxeE, y=f(x)oudxeF,y= f(x)
e ye€ f(E)ouye f(F)
S ye f(E)U f(F)

(b) Soity € f(EnNn F). Alorsil existe x € EN F tel que y = f(x).
Puisque x € E,onay= f(x) € f(E) et, puisque x € F,onay= f(x) € f(F).
Doncy € f(E)n f(F).
On a bien montré quesiy € f(En F)alors y € f(E)N f(F).
(c) Soitx € E. Alors f(x) € f(E).Doncx € {a€ A : f(a) € f(E)} = Y (E)).
On a bien montré que si x € E alors x € Y (E)).
2. (a) Soit x € A, alors

xe fGUH)® f(x)eGUH
o f(x)eGou f(x)€ H
sxe f{Gouxe fT(H)
sxefGurH)

(b) Soit x € A, alors

xefGnH)® f(x)eGNH
s fx)eGet f(x) € H
sxe G etxe f7I(H)
exe G nfH)
(c) Soity € f(f~1(G)). Alors il existe x € f~1(G) tel que y = f(x).

Mais, puisque x € f‘l(G), onay= f(x) €G.
On a bien montré que si y € f(f~YG))alors y € G.
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Remarque 1.62.

Lorsque f n’est pas injective, les inclusions des points 1.(b) et 1.(c) peuvent étre strictes.
Lorsque f n’est pas surjective, I'inclusion 2.(c) peut étre stricte.

Voir I'Exercice 14.

Définition 1.63. Soient f : A - Betg : C — D deux fonctions ot Im(f) c C. On définit la
composée de g avec f par
A — D

x = g(f(x)

On démontre aisément la proposition suivante :

gof:

Proposition 1.64 (Associativité de la composition). (heg)e f =ho(geo f).
On peut donc simplement noter ho go f.

Remarque 1.65. Attention, la composition n’est pas commutative.
Définissons f,g : R = Rpar f(x) =x+1et gx) = x%. Alors fog(2) = f(g2) = f(4) =5et
gof(x)=g(f(2))=gB3)=9.Donc feg#gef.

Proposition 1.66. Soient f : A — Bet g : C — D deux fonctions ou Im(f) C C, alors
e go finjective = f injective;
e g o f surjective = g surjective.

Démonstration.

e Supposons que g o f soit injective.
Soient x, y € A tels que f(x) = f(y). Alors g(f(x)) = g(f(y)) et donc x = y puisque g f
est injective.
On a bien montré que Vx,y € A, f(x) = f(y) = x=.

e Supposons que g o f soit surjective.
Soit y € D. Puisque g o f est surjective, il existe z € A tel que y = g(f(2)).
Posons x := f(z) € Im(f) C C. Alors g(x) = y.
On a bien montré que Vy € D, 3x € C, g(x) = y.

|

Proposition 1.67. Une fonction f : A — B est bijective si et seulement s’il existe une fonction
g 1 B — Atelle que
{ Vx € A, g(f(x)) =x
Vye B, fe) =y

Dans ce cas, g est unique et est appelée fonction réciproque de f que I'on dénote par = : B - A.

. .

( (

Fic. : Fonction bijective F1G. : Sa réciproque

Démonstration. Supposons que f soit bijective.

Alors pour tout y € B, il existe un unique x, € A tel que y = f(x)).

On définit g : B — A par g(y) = x,,.

Soit x € A. Puisque f est injective, on déduit de f(x) = f(x;) que x = Xy Donc
g(f(x) = Xy = x.

Soit y € B. Alors f(g(y)) = f(x,) = y.
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Réciproquement, supposons qu’il existe g : B - Atelque fog=idgetge f =id,.
Puisque f - g = id 5 est surjective, on a que f est surjective.

Puisque g - f = id 4 est injective, on a que f est injective.

Donc f est bijective.

Il reste a montrer 1'unicité de la réciproque.
Supposonsque g : B— Aetg : B — A conviennent.

Soit y € B. Alors f(g(y)) = y = f(g(»)) et donc g(y) = §(») puisque f est injective.
Donc g = g. |

Proposition 1.68. Si f : A — Bet g : B — C sont bijectives, alors g o f : A — C est bijective et
o) =regh

Démonstration. Soit x € A, alors (f ' e g™ e (ge ) = £ g (SO = FHf (%) = x.
Soity € C,alors (g= f) o (f " e g N =g(f(f & ) = gg™ ) = ».
Donc g - f est bijective et (go f) = flog™l. [ |

1.4 Quelques méthodes de raisonnement en mathématiques

Exemple 1.69 (Méthode directe). Montrons que Vn € Z, si n est pair alors n” + n est pair.
Soit n € Z. Supposons que n soit pair alors il existe k € Z tel que n = 2k.

Puis n* + n = (2k)* + 2k = 4k* + 2k = 2(2k* + k).

Donc n? + n est pair. n

D’apres la Proposition 1.42, I'implication P = Q est logiquement équivalente a sa contrapo-
sée (-Q) = (= P).

Exemple 1.70 (Par contraposition). Montrons que Vn € Z, si n* est pair alors n est pair.
Soit n € Z. Supposons par contraposition que n est impair.

Alors il existe k € Z tel que n = 2k + 1.

Ainsi n? = 2k + 1)? = 4k> + 4k + 1 = 2(2k> + 2k) + 1.

Donc n? est impair.

On a montré que si n est impair alors n* est impair.

Par contraposition, on obtient bien que si n” est pair alors n est pair. [

D’apres la Proposition 1.44, ((=P) = Q)A((=P) = (—Q))) = P est une tautologie. Ainsi, pour
montrer P, on peut supposer =P et en déduire que Q et =Q sont vraies (d’ot1 la contradiction)
pour une certaine proposition Q. C’est le principe du raisonnement par 1’absurde.

Exemple 1.71 (Par 'absurde). Montrons qu’il n’existe pas un plus petit nombre réel stricte-
ment positif.

Supposons par I'absurde qu’il existe m > 0 un plus petit réel strictement positif.

Alors % > 0, donc, puisque m est le plus petit réel strictement positif, on a % > m.

Mais on sait aussi que % < m. D’ot1 une contradiction. [
Ici, Pest =(3m > 0, Vx > 0, m < x) et Q est % > m.

Supposons que P < (P, V P,V --- V P,) soit vraie. Alors pour montrer que P = R est vraie, il
suffit de montrer que P, = R est vraie pour i = 1,2, ..., k. On parle alors d"un raisonnement
par disjonction de cas.
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Exemple 1.72 (Disjonction de cas). Sin € Z alors n* #£2 mod 3.
e Premier cas:n=0 mod 3.
Alors il existe k € Z tel que n = 3k et donc n* = 9%k =0 mod 3.
e Deuxiémecas:n=1 mod 3.
Alors il existe k € Z tel que n = 3k + 1 et donc n?=Gk+1?=9k*>+6k+1=1 mod 3.
e Troisiéme cas:n =2 mod 3.
Alors il existe k € Z tel que n = 3k + 2 et donc > =9k*+ 12k +4=1 mod 3. |

Exemple 1.73 (Disjonction de cas). Montrons que Vx € R, [x — 1] < x* —x + 1.
Soit x € R,
e Premiercas:x < lalorsx—1<0et|x—1|=-x4+1<x>—x+1.
e Deuxiémecas:x > lalors |x — 1| =x— 1.
Remarquons que x*> —2x + 1= (x — 1)> > =1, dotu x> —x+1>x—1 =[x - 1|.
Donc |x — 1] < x> —x+ 1. |

D’apreés le principe du tiers exclu, cf Exemple 1.35, PV (= P) est une tautologie. Donc soit P est
vraie, soit =P est vraie; ce qui peut s’avérer tres utile pour obtenir certaines démonstrations.

Exemple 1.74. Montrons que Va,b € R, ab=0 = (a=00ub=0).

Soient a, b € R tels que ab = 0.

Supposons que a # 0 alors, en simplifiant par a, on a que b = 0. |
Ici, si a = 0, alors la conclusion est trivialement vérifiée, et si a # 0 alors la conclusion est aussi
vérifiée; puisque soit a = 0, soit a # 0, "énoncé est bien démontré.

Voici une autre démonstration faisant intervenir le principe du tiers exclu.

Exemple 1.75. Il existe a, b > 0 irrationnels tels que a® € Q.
2
o Si \/5\/— € Q alors on peut prendre a = b = V2.
V2 V2
e Siy2' ¢ Qalorson peut prendre a = V2 Teth=12 puisque

|
11 est intéressant de remarquer qu’il n’est pas nécessaire de savoir si \/5 est rationnel ou non afin

de conclure. Pour information, ce nombre est irrationnel d’aprés le Théoréme de Gelfond—Schneider.

Exemple 1.76 (Raisonnement par équivalences). Montrons que Vx,y € R, xy < %(x2 + 7).
Soient x, y € R, alors

1
xy < §(x2+y2)©2xy§x2+y2

©x2—2xy+y220
& (x=-y>20

Ainsi, puisque (x — y)? > 0, on a bien démontré que xy < %(x2 +37). [ |
Lorsque 'on raisonne par équivalences, il faut faire attention a vérifier que I'équivalence est conservée
a chaque étape (i.e. que 'implication et sa réciproque sont vraies toutes les deux).
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Pour démontrer que deux énoncés sont équivalents, on peut utiliser une suite d’équivalences
successives comme ci-dessus, i.e. pour montrer que P < Q, on peut montrer les équivalences

P P,PsP,..,P 0.
Mais on peut aussi montrer les implications P = Q et Q = P séparément.

Exemple 1.77 (Raisonnement par double implications).

Montrons que Vx,y € R, x2+y2 =0ex=y=0.

Soient x, y € R tels que x? +y> = 0. Alors, x> = —y” est a la fois positif et négatif, et est donc
nul. Ainsi x> = > =0d’oux = y = 0.

Réciproquement, supposons que x = y = 0, alors x> + > =0+0 = 0. |

Pour démontrer qu'un énoncé d’existence est vrai (i.e. de la forme 3x € E, P(x)) il suffit de
trouver un exemple, c’est-a-dire d’exhiber un x convenant.

Exemple 1.78 (Démonstration par ’exemple). Montrons qu’il existe un entier multiple de 2
et de 3.
11 suffit de remarquer que 6 convient puisque 2|6 et 3|6. [

Exemple 1.79 (Existence et unicité). Montrons qu’il existe un unique réel x > 0 tel que x> = 1.
e Existence : x = 1 convient puisque 1 > 0 et 1% = 1.
e Unicité : soient x, y > 0 tels que x*=y*=1.
Alors 0 = x* — y> = (x — »)(x + ). Puisque x + y > 0, on a forcément x —y = 0. |

Pour montrer qu'un énoncé de la forme Vx € E, P(x) est faux, il suffit de trouver un contre-
exemple puisque sa négation est 3x € E, = P(x).

Exemple 1.80 (Contre-exemple). Montrons que 1'énoncé “tout entier naturel s’écrit comme
la somme de deux carrés d’entiers naturels” est faux.

Pour cela, il suffit de trouver un entier naturel qui ne s’écrit pas comme la somme de deux
carrés.

Soient a, b € N tels que 3 = a* + b°.

Alors nécessairement a = 0 ou a = 1 puisque si a > 2 alors A+ >a’>4>3,

De méme, on a nécessairement b =0ou b = 1.
Or0+0=0#3,1+0=1#3,0+1=1#3etl+1=2#3.

On ne peut donc pas écrire 3 comme somme de deux carrés d’entiers naturels. n

La démonstration précédente utilise un raisonnement par analyse-synthese :
e Analyse : on suppose qu’il existe un élément vérifiant une propriété donnée et on
cherche des conditions nécessaires que doit vérifier cet élément afin de réduire la liste
des solutions possibles (ici, on suppose que 3 = a*+b* etdonc (a, b) € {(0,0), (0, 1),(1,0), (1, D}).
e Synthese : on vérifie parmi les candidats, ceux qui sont vraiment solutions.
Ce type de raisonnement est utile pour montrer I’existence d"une solution, l'existence et uni-
cité d’une solution ou I’absence de solution.

Exemple 1.81 (Raisonnement par analyse-synthese). On cherche I’'ensemble des n € Z tels
que n—4[3n—17.

Soitn € Z tel que n —4|3n - 17.

Alors n— 4| Bn — 17 = 3(n — 4)) = 5.

Doncn—-4€{-5,-1,1,5},etainsin € {—1,3,5,9}.
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On vérifie maintenant chacune de ces solutions éventuelles :

e Sin=-lalorsn—4=-5|-20=3n-17.

e Sin=3alorsn—4=-1|3n-17.

e Sin=5alorsn—4=1|3n-17.

e Sin=9alorsn—4=5/10=3n-17.
Donc{neZ : n—4|3n—-17} = {-1,3,5,9}. [ |
La derniére étape est primordiale : comme vu dans I'exemple précédent, certains candidats peuvent ne
pas étre solution.

Exemple 1.82 (Raisonnement par analyse-synthése). Montrons que toute fonction f : R —
R s’écrit de fagcon unique f =i+ potti : R — R estimpaireet p : R — R est paire.
Soit f : R - R.
e Analyse :soienti : R — R impaire et p : R — R paire telles que f =i+ p.
Soit x € R, alors f(x) = i(x) + p(x) et f(—x) = —i(x) + p(x).
Donc p(x) = W eti(x) = [/ =0
Donc, si i et p conviennent alors il s’agit nécessaire des fonctions obtenues, d’oul I'unicité.

e Synthese : on vérifie que les fonctions trouvées conviennent.

f (X)+2f =) ot j(x) = W, alors

Définissons i,p : R — R par p(x) =
- Six € R, alors i(x) + p(x) = f(x). Donc f =i+ p.

SO fx) . _fO)=f(=x)
2 2

- Six € R, alors i(—x) = —i(x). Donc i est impaire.

- Six € R, alors p(—x) =

SO+ fO+H/(=x)
2 2

Donc i et p conviennent. [ |

= p(x). Donc p est impaire.

Le raisonnement par récurrence est une propriété Caractéristique5 de N permettant de dé-
montrer quune propriété P(n) est vraie pour toutn € N, .
Il se réalise en deux étapes :
1. Initialisation : on montre que P(n,) est vraie;
2. Hérédité : on montre que Vn € NZ"()’ P(n) = P(n+1).
En pratique, on suppose P(n) vraie (I'hypothése de récurrence) pour un certain n > n et
on montre P(n + 1).
I existe différentes variantes comme la récurrence double® ou la récurrence forte ”.

Exemple 1.83 (Raisonnement par récurrence).
Montrons par récurrence que Vn € N, 3k € N, n + 2n = 3k.

o Initialisation au rangn = 0:0> +2x 0 = 3 x 0.
e Hérédité : soit n € N. Supposons qu'il existe k € N tel n® + 2n = 3k. Alors

(n+ 1> +2m+ 1) =n+3n" +3n+1+2n+2
=3k +3n* +3n+3 par hypothése de récurrence
=3k +n*+n+1)

Ce qui démontre I'hérédité puisque k + n*> + n+ € N, |

Voir la Remarque B.2.
®0On montre P(n,), P(n, + 1) et Vn > ny, (P(n) A P(n+ 1)) = P(n+2)).
’On montre P(ny) et Vk > 0, (P(ny) A P(ny + 1) A -+ A P(ny + k) = P(ny + k + 1)).
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Exemple 1.84 (Raisonnement par récurrence commengant au rang 5).
Montrons par récurrence que pour tout entier n > 5, 2" > n?.

e Initialisation au rang n = 5:2° = 32 > 25 = 5°.

e Hérédité : supposons que 2" > n* pour un certain entier n > 5 et montrons que 2"! >
(n+ 1),
Par hypothése de récurrence, on a 2"*! = 2 x 2" > 2x?. 1l suffit donc de montrer que
2n > (n+ 1)* qui est équivalent a n? — 2n — 1 > 0.
Pour cela, on étudie le signe du polynéme x> — 2x — 1 : il est de degré 2, de coefficient
dominant positif et de discriminant (=2)> =4 x (—1) =8 > 0. Ainsi

X —00 1_\/5 1+\/§ 400

x2—2x—1 + 0 - 0 +

Puisque 5 > 1 + V2, on a bien que n* —2n — 1 > 0. Ce qui termine 'hérédité. n
Cet exemple est intéressant puisque I'hérédité est vraie pour n > 3, mais néanmoins P(3) et P(4) sont
fausses. Cela montre bien que l'initialisation est une étape cruciale du raisonnement par récurrence.

Exemple 1.85 (Récurrence forte). On considére la suite (u,),>; définie par u; = 3 et Vn €
n

2
N~ {0 == .
() 1 =5 X
Montrons par récurrence forte que Vn € N~ {0}, u, = 3n.
o Initialisation au rangn =1:u; =3 X 1.
e Heérédité : soit n > 1. Supposons que u; = 3k pour k =1, ..., n. Alors

i

Ce qui termine 'hérédité. [ |

Exemple 1.86 (Inégalité de Bernoulli).
Montrons par récurrence que Vx € [—1,4+oo[, Va €N, (1 +x)" > 1 + nx.
Soit x € [—1, +o0). Montrons par récurrence que Vn € N, (1 + x)" > 1 + nx.
e Initialisation au rangn =0 : (1 + x)0 =letl+0xx=1.
e Heérédité : supposons que (1 + x)" > 1 4 nx pour un certain n € N. Alors

(1+x)" =1 +x)"(1 +x)
> (14 nx)(1 4+ x) par hypothese de récurrence puisque 1 +x >0
=1+ x + nx + nx?
>l+x+nx=14+m+1)x

Ce qui termine la démonstration. [ |
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Exemple 1.87 (Une derniere récurrence). Soit n € N~ {0}. On veut montrer que si on retire
une case d'un damier de taille 2" x 2" alors les cases restantes peuvent étre recouvertes par
des trominos en forme de L comme ci-dessous :

Fi1G. : Un damier 8 x 8 dont une case a été retirée. FIG. : Un tromino en forme de L sur un damier.

Démontrons le résultat par récurrence sur n > 1.

o Initialisation au rang n = 1. Il n"y a que 4 cas a étudier (correspondants a la case que l'on
enléve). Pour chacun, les cases restantes forment exactement un tromino en forme :

X mX G m

e Hérédité : supposons que 1'énoncé soit vrai pour un certain n > 1. On considére un
damier 2"*! x 2"*! dont on a retiré une case.
On peut toujours placer un tromino en forme de L de sorte a obtenir 4 damiers de taille
2" x 2" ayant chacun une case retirée ou déja recouverte.

Par hypothése de récurrence, on peut alors recouvrir chacun de ces quatre damiers
2" x 2" avec des trominos en forme de L.
Ce qui termine la démonstration. [ |
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Le principe des tiroirs de Dirichlet s'énonce informellement® de facon trés simple : si on range
m paires de chaussettes dans n tiroirs ot1 1 < n < m alors forcément un tiroir contient deux
paires de chaussettes.

En effet, supposons par I'absurde que chaque tiroir contienne au plus une paire de chaus-
settes alors il y a au plus n paires de chaussettes, or n < m, d’ot1 une contradiction.

Exemple 1.88 (Tiroirs de Dirichlet). Montrons qu’étant donnés 5 points dans un carré de

coté 2, on peut toujours trouver deux points dont la distance est inférieure ou égale a V2.
On divise le carré en quatre carrés de c6té 1 de la fagon suivante :

Alors, d’apres le principe des tiroirs de Dirichlet, au moins un de ces quatres carrés contient
deux points.

Or, deux points d"un carré de coté 1 sont éloignés d"une distance d’au plus \/5 [ |

8Plus formellement : si E, F sont deux ensembles finis ot1 | E| > | F| alors il n’existe pas d’injection E — F.
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1.5 Exercices
Exercice 1. Ecrire en extension 1’ensemble suivant : {n eZ : \/E <n< 27:}.
Exercice 2. Montrer que
{(x,y)ER? 1 4x—y=1}={(r+1,4t+3) : t€R}.
Exercice 3. Soient A, B, C trois ensembles tels que AU B = BN C. Montrer que A C B C C.

Exercice 4. Représenter graphiquement dans R? I’ensemble A x B oi1 A, B C R sont :
1. A={0}et B=10,1],

A=1{0,1} et B=12,3],

A=[0,11U[2,3]et B={0,1,2},

A=1[0,1]et B=1[2,3],

A=[0,11U[2,3]u {4} et B=10,1],

6. A=QetB=¢.

Exercice 5. Posons D := {(x,y) € R : x>+ y*> < 1}. Existe-t-il A, B C R tels que D =AXB?

Gl LN

Exercice 6. Montrer que ~(P A Q) et (=P) V (=Q) sont logiquement équivalentes.

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction. Ecrire les énoncés suivants formellement a 1’aide
de quantificateurs.
1. f est constante.
f n’est pas constante.
f estnulle.
f s’annule.
f est 2z-périodique.
f est croissante.
f n’est pas croissante.
8. f est strictement croissante.

NG

Exercice 8. Soit f : D — R une fonction ou D C R. Soit a € D.
Pour chacun des énoncés suivants : exprimer en francais la signification de 1’énoncé puis
donner sa négation.
(i) M e R, Vx e D, f(x) < M.
(i) Vx € D, f(x) < f(a).
(iii) Vxe D, f(x) >0 = x<0.
(iv) Ve> 0,3 >0,Vx €D, |x—a| <n = |f(x)— f(a)| Le.

Exercice 9. Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

. N - N . Z - Z . N = N+\{0}
Ji: n -~ n+1 S n - n+1 /3 n - n+1
e R - R o [0,4+00] - R 7o [0,+0] — [0,+oc0[
1 x b X2 > X - x2 6" X (N x2
. C - C R S R2 R S R?
f7: 2 fg: _ fo
z >z x,y) » (x+y.x—y) (x,y) = (x+yxy)
PR) - P[R)  NxN - N

fio: A > R A Ju e (p,q) +— 2P34
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0, 0,1
Exercice 10. On considére la fonction f : [ ;Ic—oo[ : [L[ .
I+x
1. Montrer que f est bien définie.

2. Montrer que f est bijective et déterminer la réciproque de f.

Exercice 11. Construire une bijection entre N et Z.

2
Exercice 12. On considére f : R — R? définie par f(t) = -t , 2 .
1+12 14172

1. Montrer que Im(f) C Stous! = {(x,y) eR? : x? +y2 = 1}.

2. Est-ce que (—1,0) € Im(f)?

3. On consideére (x,, yy) € S' ~ {(=1,0)}.
(a) Quelle est la pente de la droite passant par (-1, 0) et (x(, o) ? On la note m.
(b) Calculer f(m).

4. En déduire Im(f).

2x

Exercice 13. On considere f : R — R définie par f(x) = Toe
X

1. La fonction f est-elle injective ? surjective ?
2. Montrer que Im(f) =[-1,1].
3. Montrer que g : [-1,1] — [—1, 1] définie par g(x) = f(x) est bijective.

Exercice 14. Soit f : A — B une fonction.
1. Montrer que f est injective si et seulement si VE, F € P(A), f(E)n f(F) = f(EnF).
2. Montrer que f est injective si et seulement si VE € P(A), E = f “L(F(E)).
3. Montrer que f est surjective si et seulement si VG € P(B), f(f 'I(G)) =G.

Exercice 15. On considére une fonction f : A — B. Pour chacune des propriétés suivantes,
dire si on peut en déduire que f est injective ou que f est surjective.

L. VyeB, fT(y)# @
2. Vy € B, f~'({y}) contient au plus un élément.

3. vy e Im(f), f~'({y) # @.

Exercice 16. Soit a € R. Montrer que si Ve > 0, |a| < € alors a = 0.

Exercice 17. On rappelle que V2eR Q.
1. Montrer queVa,b € Z, a+by2=0 => a=b=0.
2. Montrer que Va,b,c,d € Z, a+b\/§:c+d\/§ = a=cetb=d.

Exercice 18. Déterminer I’ensemble des n € Z tels que 9n° — 121* + 6n — 5 = 0.
Exercice 19. Démontrer que Vn € N~ {0}, 2=l <l <

Exercice 20. Soit d € N~ {0}. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un
couple (¢,7) e N’ tel que n = qd + ret0 < r < d.
On pourra comparer cet exercice au Théoréme B.4.

Exercice 21. Montrer que si n estla somme de deux carrés d’entiers alors le reste de la division
euclidienne de n par 4 n’est jamais égal a 3.

Exercice 22. Déterminer I'ensemble des fonctions f : R — R telles que
VxeR, f(X)+xf(l—-x)=1+x.

Exercice 23. Déterminer toutes les fonctions f : N — N strictement croissantes telles que

f@)=2etVp,qgeN, f(pg) = f(p)f(@.
On rappelle que f est strictement croissante siVx,y € N, x <y = f(x) < f(y).
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Exercice 24. On admet que N est bien ordonné : toute partie non-vide de N admet un plus
petit élément. En déduire qu’il n’existe pas d’entier compris strictement entre 0 et 1.

Exercice 25. Que penser de la démonstration suivante ?
On veut montrer que pour tout n > 2, n points distincts du plan sont toujours alignés.
e Initialisation au rang n = 2 : deux points du plan se trouvent toujours sur une méme
droite.
e Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain n > 2.
Soient A, A,, ..., A, n+ 1 points du plan. Par hypothese de récurrence :

- A, A,, ..., A, se trouvent sur une méme droite D.
- Ay, As, ..., A, se trouvent sur une méme droite D.
Puisque A,, As, ..., A, se trouvent sur D et sur D, on a que D = D.
Donc Ay, A,, ..., A, sont alignés. [

Exercice 26. Montrer que parmi 42 entiers distincts, on peut toujours en trouver deux dis-
tincts a et b tels que b — a est un multiple de 41.

Exercice 27. Montrer que parmi 5 entiers distincts, il y en a toujours trois distincts dont la
somme est divisible par 3.

Exercice 28. On considere un damier 10 x 10.

A T’étape initiale, on colorie 9 cases du damier. Puis, on passe d"une étape a la suivante en
coloriant chaque case adjacente a au moins deux cases déja coloriées.

Existe-t-il une configuration initiale permettant de colorier entiéerement le damier apres un
nombre fini d’étapes?

Exercice 29. On considére un coloriage de R? par deux couleurs’.

Montrer que 1’'on peut trouver un rectangle dont les quatre sommets ont la méme couleur.

Exercice 30. Soit n € N\ {0}. Montrer que pour tout choix de n + 1 nombres distincts dans
{1,2,3,...,2n}, il en existe deux premiers entre eux.

%i.e. une fonction R* - {0, 1}.
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2 L’ensemble des nombres réels
2.1 Définition

Définition 2.1. L'ensemble des nombres réels R muni des deux lois de composition interne
+ : RXR — R (l'addition) et - : R X R — R (la multiplication), de deux éléments distincts
0 et 1, ainsi que de la relation binaire < (inférieur ou égal) est caractérisé'’ par les propriétés
suivantes :
e (R,+,-,0,1) est un corps commutatif :
(a) + estassociative:Vx,y,z€R, (x+y)+z=x+(y+2)
(b) Oestleneutrede+:VxeR, x+0=0+x=x
(c) Existence d’un inverse additif : Vx € R, 3(—x) € R, x + (—x) = (=x) +x =0
(d) + est commutative:Vx,y €R, x+y=y+x
(e) - estassociative : Vx,y,z € R, (xy)z = x(yz)
(f) lestleneutrede-:VxeR, 1-x=x-1=x
(g) -estdistributive par rapporta+:Vx,y,z € R, x(y+2z) = xy+xzet(x+y)z = xz+yz
(h) Existence d'un inverse multiplicatif : Vx € R~ {0}, Ax ' eR, xx7! Ix=1
(i) - est commutative : Vx,y € R, xy = yx
o (R, <) est totalement ordonné :
(j) <estréflexive:Vx e R, x < x
(k) <estantisymétrique:Vx,y€R, (x <yety<x) = x=y
(1) <esttransitive:Vx,y,z€ R, (x <yety<z) = x<z
(m) <esttotale:Vx,yeR, x <youy<x
e Lordre est compatible avec la structure de corps :
(n) ¥x,y,z€R, (x<y=>x+z<y+2)
(0) Vx,yER, (0<xet0<y)=>0<xy
e R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne su-
périeure; on reviendra sur la signification de cette propriété dans la Section 2.5.

=X

Remarque 2.2. Lorsqu’iln'y a pas de confusion possible, pour x, y € R, on note xy pour x - y.

Remarque 2.3. La multiplication est prioritaire sur ’addition, par exemple, pour x, y, z € R,
x+yz=x+(yz).

Remarque 2.4. Etant donnés x, y € R, on note x < y pour (x < yetx # y).
Remarque 2.5. Etant donnés x, y € R, on note x > y (resp. x > y) pour y < x (resp. y < x).
Remarque 2.6. Etant donnés x,y,z € R, onnote x <y < zpour
x<yety<z
(et de fagon similaire pour <, >, et >).

Remarque 2.7. Etant donnés x, y € R tels que y # 0, on note i = xy L.

Remarque 2.8. Puisque l'addition et la multiplication sont associatives, pour x, y,z € R, on
note

x+y+zi=x+y)+z=x+Qp+2) xyz = (xy)z = x(y2).

077énoncé exact est qu’il existe un unique corps totalement ordonné Dedekind-complet, a isomorphisme prés.
Ce qui dépasse largement le cadre de ce cours : il faut d’abord montrer qu'un tel ensemble existe (c’est-a-dire
le construire) puis vérifier que deux constructions donnent essentiellement le méme corps, voir la Section C.
Notons qu’il existe d’autres caractérisations de R.
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La complétude au sens de Dedekind est vraiment le point fondamental : par exemple
Q vérifie tous les autres points. La complétude au sens de Dedekind peut s’exprimer sous
plusieurs énoncés équivalents, dont certains sont ci-dessous'! :
e Toute partie non-vide et majorée admet une borne supérieure,
Le théoréme de convergence monotone des suites,
Le théoréme des valeurs intermédiaires,
Le théoréme de Weierstrass sur I'image continue d"un segment,
Le théoréme de Rolle,
Le théoreme des accroissements finis,
Une fonction continue sur un segment est Riemann-intégrable,
La propriété de Bolzano-Weierstrass : une suite bornée de R admet une sous-suite
convergente,
e La propriété des coupures de Dedekind :

AB#Q
VA,BCR, R=AUB = dlceR,Vae A,Vbe B,a<c<b
Yae A,Vbe B,a<b

R est archimédien et Cauchy-complet (toute suite de Cauchy est convergente),

Intuitivement, cette propriété de complétude au sens de Dedekind signifie :
1. qu’il n’existe pas de réels infinitésimaux (on dit que R est archimédien, ce qui est déja le
cas pour Q) :
Ve>0,VA>0,dneN, ne> A

2. quiln’y a pas de “trou”, de nombre manquant'?, c’est la principale différence avec Q.

Par exemple V2 ¢ Q mais on peut construire V2 comme réel a partir des différents
énoncés présentés ci-dessus :

e Posons x = sup {r eER : < 2}, alors x > O et x2 = 2.

e Considérons x, = 1l et x,,| = % + xi Alors (x,) est une suite décroissante de

n

termes strictement positifs, elle converge donc vers un réel # vérifiant 7> = 2 et
¢ >0.

e Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = x2 = 2. Alors f(0) < 0
et f(2) > 0. Puisque f est continue, on déduit du théoréeme des valeurs intermé-
diaires qu'il existe x €10, 2[ tel que x* = 2.
2.2 Premieres propriétés
Proposition2.9. Vx e R, 0-x=x-0=0.

Démonstration. Soit x € R alors

0-x=(0+0)-x puisque 0 est neutre de I'addition (2.1.(b))
=0-x+0-x par distributivité (2.1.(g)).

Dongc, en additionnant par — (0 - x) (2.1.(c)), il vient que
0=0-x+(-x-0)=0-x4+0-x+(—(x-0)=0-x.

Par commutativité de la multiplication (2.1.(i)), on obtient que x - 0 =0 - x = 0. [

Un cours d’analyse en premiere année consiste donc a étudier la complétude au sens de Dedekind de R.
2Eormellement, toute suite infinie de chiffres est le développement décimal d’un nombre réel, voir §D.
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Proposition 2.10. Vx,y € R, xy =04 (x =0o0u y = 0).

Démonstration. Soient x,y € R tels que xy = 0.
Supposons que x # O alors y =1 -y = x"!xy = x~! . 0 = 0 d’aprés la Proposition 2.9.
La réciproque découle de la Proposition 2.9. n

Proposition 2.11. Vx,y e R, Vze R\ {0}, x =y & xz = yz.

Démonstration. La premiére implication s’obtient par multiplication par z.
Montrons la réciproque. Soient x, y € R tels que xz = yz et soit z € R~ {0}.
Alors x = xzz7! = yzz7l = y. [ |

Proposition 2.12 (Unicité du neutre additif).
0 est l'unique élément vérifiant Vx € R, x + 0 =0+ x = x.

Démonstration. Soit e € R vérifiantVx € R, x + e = e + x = x. Alors

e = e + 0 puisque 0 est neutre de I’addition

= 0 par hypothese sur e.
[ |
Proposition 2.13 (Unicité de l'inverse additif).
Soit x € R, alors il existe un unique élément (—x) € R tel que x + (—x) = (=x) + x = 0.
Démonstration. L'existence de (—x) découle de 2.1.(c); il reste a vérifier |'unicité.
Soitye Rtelque x+ y=y+x =0, alors
y=0+y=((x)+x)+y=(x)+(x+y) =(-x)+0=(-x).
[ |
Proposition 2.14. (-0) =0
Démonstration. Puisque 0 est le neutre de I'addition,ona 0+ 0 = 0. [

Proposition 2.15. Vx € R, —(—x) = x

Démonstration. En effet, (—x) + x = x + (—x) = 0, donc x est inverse additif de (—x) et donc
x = —(—x) par unicité. [ |

Proposition 2.16. Vx,y € R, x = y & (—=x) = (—y).

Démonstration. Soient x,y € R.
Si x = y alors (—x) = (—y) par unicité de I'inverse additif.
Si (—=x) = (=y) alors x = —(—x) = —(-y) = y. [ |

Remarque 2.17. Pour x, y € R, on note x — y pour x + (—y).

Proposition 2.18 (Unicité du neutre multiplicatif).
1 est I'unique élément vérifiant Vx e R, x - 1 =1-x = x.

Démonstration. Soit e € R vérifiantVx € R, x - e = e - x = x. Alors

e = e - 1 puisque 1 est neutre de la multiplication

= 1 par hypothese sur e.
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Proposition 2.19 (Unicité de l'inverse multiplicatif).
Soit x € R~ {0}, alors il existe un unique élément x™' € R tel que xx™' = x"'x = 1.

Démonstration. Texistence de x~! découle de 2.1.(h); il reste a vérifier I'unicité.
Soit y € R tel que xy = yx = 1, alors

y=1ly= (x_lx)y= x~! (xy) = x 11 =x"N

|
Proposition 2.20. 17! =1
Démonstration. Puisque 1 est le neutre de la multiplication,ona l1-1=1. |
Proposition 2.21. Vx € R~ {0}, (x!) ™' =x.
Démonstration. Soit x € R~ {0}. Alors x"'x = xx™! = 1, donc x est inverse multiplicatif de
x"'etdonc x = (x_l)_] par unicité. [
Proposition 2.22. Vx,y e R\ {0}, x=y & X~ = y‘l,
Démonstration. Soient x,y € R~ {0}.
Six = yalors x~! = y~! par unicité de I'inverse multiplicatif.
Six!=ylalorsx = (x_l)_l = (y_l)_1 =y. [ |

Proposition 2.23. Vx,y € R, —(xy) = (=x)y = x(=y).

Démonstration. Soient x, y € R, alors on a par distributivité (2.1.(g)) et par la Proposition 2.9
que
xy+(=x)y=(x—-—x)y=0y=0.

Ainsi (—x)y = —(xy) par unicité de l'inverse additif.
On démontre que —(xy) = x(—y) de facon similaire. |

Proposition 2.24. Vx € R~ {0}, (=x)~! = = (x71).
Démonstration. Soit x € R~ {0} alors

(=x) (= (x7)) = = (= (xx7")) par la Proposition 2.23
= xx~! par la Proposition 2.15
=1

Donc (—x)_1 =— (x_l). |
Remarque 2.25. Six € R~ {0}, onnote —x~! == (—x)™' = — (x7).

Proposition 2.26. Q C R; de plus I'addition, la multiplication et I'ordre de Q sont compatibles avec
ceux de R.

Ebauche de démonstration.
1. NCR:sineNalorsn=1+1+--+1€R.DoncN C R.
2. ZCcR:sineNalors —n € R. Donc Z C R.
3. @CR:si(a,b)erZ\{O}alors%::ab_l € R.Donc Q c R. [ |
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2.3

Propriétés de 1'ordre

Proposition 2.27.

(1)
(if)
(iif)
(iv)
(0)
(vi)
(vi)
(viid)
(ix)
(x)
(xi)
(xii)
(xiii)
(xiv)

(x0)
(xvi)
(xvii)
(xviii)
(xix)

1>0

Vx,y,z€R, x<yex+z<y+z
Vx,y,5,tER, (x <yets<t)=>x+s<y+t
Vx,3,8tER, (x <yets<t)=>x+s<y+t
Vx,yeER, x<y&o -—-y<—Xx

Vx,yER, x<yo —y< —Xx

Vx,,z€ER, (x<yetz>0)=>xz<yz
Vx,,2€R, (x<yetzL0)=>xz>yz
Vx,y,5,ER, (0<x<yet0<s<t)=> xs <yt
VXER, x>0 1>0
Vxe[R,x<0<:§<0
Vx,yER,0<x<ye0<-<
<
<0

Vx,yER, x<y<0& -<-<0

Vx,yeR,Vz>0,x<yoxz<yz
Vx,yeER,Vz>0, x<y©e xz<yz
Vx,yeER,Vz<0, x<y&xz>yz
Vx,yeER,Vz<0,x<y&xz>yz

R=x =

Vx,yeER, O0<x<yel<
<

Vx,yER, x<y<0<&

R=mx === =

< =< =

Démonstration.

(1)

(if)

(iif)

(iv)

Supposons par 1’absurde que 1 < 0 alors, en additionnant avec —1 (2.1.(n)), on obtient
0=1-1<0-1=-1,doul=(-1)(-1)>0(2.23,2.15,2.1.(0)).

Par antisymétrie (2.1.(k)), comme 1 <0 et 1> 0, on obtient 1 = 0; d’ol1 une contradic-
tion.

Les deux implications découlent de 2.1.(n) en additionnant respectivement avec z et
-Z.

Soient x, y, s, € R tels que x < yets <1, alors
x<y = x+s<y+spar2l.(n)

et
§<t = s+y<t+ypar2l.(n).

On conclut par transitivité (2.1.(1)) que

X+s<y+s=s+y<t+y=y+t.

Soient x, y,s,t € R tels que x < y et s < t. Supposons par 'absurde que x + s = y + ¢,
alors

x<y = x+s<y+spar2l.(n)
— y+t<{y+scarx+s=y+t
= t=-y+y+t<—y+y+s=spar2l.(n)

On déduit de 'antisymétrie de l'ordre (2.1.(k)) que s = ¢, d’ol1 une contradiction.
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(v) Soient x,y € R tels que x < y. En additionnant avec —x — y (2.1.(n)), on obtient
—y=xX—-Xx—y<y—x—y=-—x
Soient x, y € R tels que —y < —x. En additionnant avec x + y (2.1.(n)), on obtient

X=—Yy+x+y<—x+x+y=).

(vi) La propriété découle du point précédent et de la Proposition 2.16.

(vii) Soient x,y,z € Rtelsquex <yetz>0.
En additionnant la premiére inégalité avec —x (2.1.(n)), on obtient0 = x —x < y — x.
Ainsi, on déduit de 2.1.(0) que 0 < (y — x)z = yz — xz.
En additionnant par xz (2.1.(n)), on obtient que xz < yz.

(viii) Soientx,y,z € Rtelsquex < yetz <O0.
On déduit de (v) que —z > -0 =0.
Ainsi, d’apres la Proposition 2.23 et de (vii), on a —(xz) = x(—z) < y(—z) = —(yz2).
On conclut a 'aide de (v) que yz < xz.

(ix) Soientx,y,s,t€ Rtelsque0 <x<yet0<s<t
Puisque x < y et 0 < s, on déduit de (vii) que xs < ys.
Puisque s < t et 0 < y, on déduit de (vii) que ys < yt.
On conclut par transitivité de 'ordre 2.1.(1) : xs < ys < yt.

(x) Soit x € R tel que x > 0. Supposons par l'absurde que x™! < 0.
Alors, on déduit de (viii) que 1 = x~'x < 0x = 0; d’ott une contradiction. Ainsi x~' > 0.

1

- - —1\~1 s
Pour la réciproque, supposons que x~' > 0 alors x = (x™')” > 0 par la premiére

implication.
(xi) Soit x € R, alors
x <0 & —x > 0par (vi)
s (=x)"'>0 par le point précédent
& — (x7') > 0 par la Proposition 2.24

< x! < 0par (vi)

(xii) Soient x,y € R tels que 0 < x < y.
Alors, d’aprés (x) onaque x~' > 0et y~' > 0. Donc x~'y~! > 0 (2.1.(0)).
Donc, 0 <y ! = xx7!y™ ! < yx7ly™h = x71 ((x) et (vid)).

(xiii) Le résultat découle du point précédent et de la Proposition 2.22.

(xiv) Soient x,y € R alors
x<y<0&0<-y<—x par (v) et (vi)
S0< (=)< (=7} par (xii)
s0<-x1< —y_1 par la Proposition 2.24
sy <x'<0 par (v) et (vi)

(xv) Le résultat découle du point précédent et de la Proposition 2.22.
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(xvi) Soientx,y € Retz > 0.
Supposons que x < y alors xz < yz par (vii).
Supposons que xz < yz alors z~! > 0 par (x) et x = xzz™! < yzz~! = y par (vii).

(xvii) Découle du point précédent et de la Proposition 2.11.

(xviii) Soient x,y € Retz < 0.
Supposons que x < y alors xz > yz par (viii).
Supposons que xz > yz alors z~! < 0 par (xi) et x = xzz™! < yzz~! = y par (wviii).

(xix) Découle du point précédent et de la Proposition 2.11.

Proposition 2.28. Soient xy,...,x,,y{,..., ¥, € R, alors
Vie{l,....,n}, x; Ly,

n n

=>Viel{l,...,n}, x; = y..
le:zyi i =Y
i=1 i=1

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n > 1.
o Initialisation au rang n = 1 : la conclusion est conséquence immédiate de 1’hypothese.

e Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain rang n > 1 et montrons-la pour
n+1.
Soient Xy, ..., X, 1, Vs - » Yoy € R vérifiant

n+1 n+1
Vie{l,....n+1},x; <y, et in = Zyi.
i=1 i=1
Supposons par I'absurde que x,,,; < y,,; alors, d’apres 2.27.(iv), on a
n+l n n+1

n
Z'xi = in+xn+1 < Zyi+yn+l = th
i=1 i=1 i=1 i=1

d’ot1 une contradiction.

n n+1 n+1 n
Donc Xn+1 = Yn+i1 et in = zxi —Xp41 = Zyi —Vn+1 = Zyi'
i=1 i=1 i=1 i=1
Par hypothése de récurrence, on obtient alors que Vi € {1, ...,n}, x; = y;. |
Corollaire 2.29. Soient x, ...,x, € R, alors

Viel{l,...,n}, x; 20
>Vie{l,...,n}, x; =0.

Proposition 2.30.
(i) Vx eR, x> >0
(i) Vx ER, x =0 x* =0

Démonstration.
(i) Soit x € R. Puisque R est totalement ordonné (2.1.(m)), on peut raisonner par dicho-
tomie :
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e Supposons que x > 0 alors x> > 0 d’aprés 2.1.(0).
e Supposons que x < 0 alors —x > 0 d’apres 2.27.(v) donc

x? = (—x)* d’apreés les Propositions 2.23 et 2.15
> 0 par 2.1.(0).

(ii) Soit x € R alors, d’apres la Proposition 2.10,

=0 (x=00ux=0)<x=0.

Corollaire 2.31. Soient x4, ...,x, € R, alors

n
Y x2<0sVie (L .n)x=0

i=1

TODO : Polynome de degré 2

2.4 Valeur absolue

Définition 2.32. On définit la fonction valeur absolue par

R — R

|- : x six>0
X [ d |x|:= .
—x six<0

y

-5 -4 -3 =2 10 1 2 3 4

Fic. : Graphe de y = x|

Proposition 2.33.
(i) Vx € R, |x| = max(x, —x)
(ii) Vx €R, |x| >0
(iii) Vx ER, x =0 |x| =0
(iv) Vx €R, =|x| < x < |x]
(v) Vx,y ER, |x| = [y| & (x = you x = —y)
(vi) Vx,y € R, |xy| = |x||y]|
(vii) Vx € R~ (0), | =

Ix|
x| Ixl

(vii) Vx € R, Yy € R\ (0}, |2 = =
ix) Vx,y €R, |x + y| < |x| + |y| (inégalité trianqulaire
& 8
(x) Vx,y € R, ||x] — |yl| < |x — y| (inégalité triangulaire inversée)
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Démonstration.
(i) Soit x € R.
e Six > 0alors |x| = x et max(x, —x) = x.
e Six < 0alors |x] = —x et max(x, —x) = —x.
Donc |x| = max(x, —x).
(ii) Soit x € R.
e Six >0alors |x| =x>0.
e Six <Oalors [x|] =—x>0.
(iii) Soit x € R.
e Six > 0alors |x] =x>0.
e Six =0alors |x] =0.
e Six <Oalors |x] =—-x>0.
Donc x = 0 si et seulement si |x| = 0.
(iv) Soit x € R.
e Six>0alors —x <0< |x| =x.
e Six<Oalors—x=|x| >0>x.
(v) Soient x,y € R.
e Six=youx=-—yalors |x]| = |y|.
e Si|x| = |y|, alors
— Premier cas: x,y > 0 alors x = y.
— Deuxiéme cas: x > 0 et y < 0alors x = —y.
— Troisiéme cas: x <0 et y > 0 alors —x = y et donc x = —y.
— Quatriéme cas: x < 0et y < 0 alors —x = —y et donc x = y.
Donc x = you x = —y.
(vi) Soient x,y € R.
e Premier cas: x,y > 0 alors xy > 0. Ainsi |x||y| = xy et |xy| = xy.
e Deuxiémecas:x > 0ety < Oalors xy < 0. Ainsi |x||y| = x(—y) = —xyet|xy| = —xy.
e Troisiéme cas: x < Oety > Oalors xy < 0. Ainsi |x||y| = (—=x)y = —xyet |xy| = —xy.
e Dernier cas: x < 0ety < 0alors xy <0. Ainsi |x]||y| = (—x)(—y) = xy et |xy| = x).
Donc [x][y] = |xyl.
(vii) Soit x € R~ {0}.

e Six>0alors L >0. Ainsi - =L et|i| =1
X | x| x x X
. 1 o1 1 1 1 1
e Six<Oalors - <0.Ainsi — = —=—-et|=|=—-.
X | x| —-x x X x
Donc |1 = L.
x | x|
(viii) Soient x,y € R et y # 0. Alors |%| = ’xﬂ =|x|H = |x L = bl

(ix) Premiére démonstration. Soient x, y € R alors
lx + ¥ < Ix|+ |yl & |x +yI* < (x| + [y)?
o X2+ 2xy 4+ y* < X2 +2|x||y| + ¥
< xy < |xyl.
Deuxiéme démonstration. Soient x, y € R alors x+y < |x|+]|y| et —=(x+y) = —x—y < |x|+|y|
donc |x + y| = max(x + y, —(x + y)) < |x| + |y
(x) Soient x, y € R alors
lx| =lx—y+yl <I|x—y[+ Iyl

et
Wyl =ly—x+x|<|y—x|+I[x|=|x—y[+|x]

Donc [x] = [y < |x =yl et [y| = |x| < |x -yl
Dot [|x| = |yl| = max (|x| — |y[, |y] = |x]) < |x = yl. u
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Proposition 2.34. Soient a,x € R. Alors :
(i) Sia>O0alors |x| =a< (x =aou x = —a)
(ii) |x]|<ae® —-a<x<a

(iii) |x]|<ae —-a<x<a

(iv) |x|>ae (x>aoux < —a)
(v) |x| >a<e (x>aoux<—a)

Démonstration. Soient a, x € R.
(i) = :|x|=a=|a] = x=aoux=—apar2.33.(v).
«:six =aalors |x| =|a| =a(cara > 0) etsi x = —aalors |x| = | —a| = a (car —a <0).
(if) = :si|x| <aalors —a < —|x| <x < |x| <a.
< :supposons que —a < x < a.
Six>0alors |x| =x <a.Six<O0alors |[x]| = —x <L a.
(iii) Découle des deux points précédents (on remarquera que si a < 0 alors les deux asser-
tions sont fausses et donc équivalentes).
(iv) |x| >a<enon(|x| <a)enon(—a<xetx<a)e (x<—aoux>a)
(v) |x| >a<non(|x| >a) ©non(—a<xetx<a)e (x<—-aoux>a)

2.5 Propriété de la borne supérieure

Définition 2.35. Soient A C R et M € R. On dit que M est un majorant de A si
Vxe A, x< M.

Définition 2.36. Soient A C R et m € R. On dit que m est un minorant de A si
Vx e A, m<x.

Définition 2.37. On dit qu'une partie de R est majorée (resp. minorée) si elle admet un
majorant (resp. minorant).

Définition 2.38. On dit qu'une partie de R est bornée si elle est majorée et minorée.

Définition 2.39. Soient A C Ret.S € R.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants
de A, c’est-a-dire si
1. Vxe A, x< S,
2. si T est un majorant de A alors S <T.
On note alors sup(A4) = S.

Définition 2.40. Soient A C Ret I € R.
On dit que I est la borne inférieure (ou l'infimum) de A si I est le plus grand des minorants de
A, c’est-a-dire si
1. Vxe A, I <x,
2. si J est un minorant de A alors J < I.
On note alors inf(A) = 1.

Remarque 2.41. Une partie de R peut ne pas admettre de borne supérieure (resp. inférieure).
Par exemple A =]0, +oo[ n’est pas majorée et n'admet donc pas plus petit majorant.

Remarque 2.42. Si un ensemble est majoré, il n'y a pas unicité d’un majorant (si M est un
majorant alors M + 1 aussi). Mais la borne supérieure, si elle existe, est unique.

En effet, supposons que S et .S, soient deux bornes supérieures d’une partie A C R.
Puisque S| est le plus petit majorant de A et que S, est un majorant de A, on a nécessairement
S| £ 8,. De méme, on a aussi S, < .5;. Ainsi S| = .5,.
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Fait 2.43. Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.
On en déduit aisément la proposition suivante :
Proposition 2.44. Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.

Démonstration. Soit A C R une partie non-vide et minorée. Posons —A := {—x : x € A}.
Puisque A est non-vide, il existe x € A et alors —x € —A, donc —A est non-vide.
Puisque A est minorée, il existe m € R tel que Vx € A, m < x.

Montrons que —A est majorée par —m.

Soit y € —A, alors il existe x € A tel que y = —x. Puisque m < x, il vient y = —x < —m.
On a bien montré que Vy € —A, y < —m.

Donc S := sup(—A) est bien défini puisque —A est une partie non-vide et majorée de R.
Montrons que —S§ est la borne inférieure de A.
e Soit x € A. Puisque S est un majorant de —A et que —x € —4,ona —x < .S, soit —§ < x.
On a bien montré que —S' est un minorant de A puisque Vx € 4, —§ < x.
e Soit T un minorant de A.
Soit x € —A alors il existe a € A tel que x = —a.
Puisque T est un minorant de A, ona que T' < aetdonc =T > —a = x.
On a ainsi montré que Vx € —A, —T > x, c’est-a-dire que —T est un majorant de —A.
Puisque S est le plus petit des majorants de —A, il vient § < -T', d'ouT < -S.
On a bien montré que —.S est le plus grand des minorants de A.
[

Remarque 2.45. Dans les deux énoncés précédents, ’hypotheése non-vide est trés importante.
En effet, tout réel est un majorant de @, et ainsi @ n'admet pas de plus petit majorant.

Remarque 2.46. Par convention, on note sup A = +oo si A est une partie de R non-majorée
et on note inf A = —co si A est une partie de R non-minorée.

La caractérisation suivante, 4 la epsilon, peut s’avérer utile dans certaines démonstrations.
Proposition 2.47. Soient A C Ret S € R, alors

Vxe A x<S§

S=sup(A)©{ Ve>0,dx € A, S—e<x

La premiére ligne signifie simplement que .S est un majorant de A. La deuxiéme ligne
signifie quant a elle que S est le plus petit des majorants.
En effet, pour € > 0 (méme tres petit), S — e < .S. Dong, si S est le plus petit des majorants,
S — € ne peut pas étre un majorant, c’est-a-dire qu’il existe x € A tel que S — ¢ < x.

A

£
. o R
SleQS
X

Démonstration. Soient A C Ret.S € R.

1. = :supposons que S = sup(A).
Alors S est un majorant de A etdoncVx € 4, x < §.

On sait que si T' est un majorant de A alors S < T. En passant a la contraposée, on
obtient que si T' < .S alors T' n’est pas un majorant.

Soit € > 0. Puisque S — ¢ < .S, on déduit de la remarque précédente que S — € n’est pas
un majorant, ce qui signifie qu'il existe x € A tel que § — ¢ < x.
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2. &« :supposons que
Vxe A x<S§
{ Ve>0,dx e A, S—e<x
D’apres la premiere condition, on a bien que .S est un majorant de A. Montrons qu’il
s’agit du plus petit majorant.
Pour cela, on va montrer a la contraposée, a savoir que si T' < S alors T n’est pas un
majorant.
SoitT € Rtelque T < S.Posons € := .5 —T > 0. Alors, d’apres la deuxiéme condition,
ilexistex € Atelque S —e < x,ie. T < x.
Donc T n’est pas un majorant. u

De la méme fagon, on a le résultat suivant :

Proposition 2.48. Soient A C Ret I € R, alors

Vxe A, I <x

Isz(A)@{ Ve>0,dx e A, x< I +e¢

2.6 Intervalles
Définition 2.49. Une partie I de R est un intervalle si
Vx,yelI,VzeR,(x<z<Ly=>z€l).
De fagon informelle, la définition précédente signifie simplement qu'un intervalle est une

partie de R d’un seul tenant, sans trou.

Proposition 2.50. Les intervalles sont exactement les parties de R de la forme suivante o1l a,b € R
vérifienta < b:

L%

e [a,a] = {a}

e [g,b]={xeR,a<x<b}
o [a,h[={x€ER,a<x<b}
o la,bl={x€eR,a<x<b}

o la,h[={xER, a<x<b}
o [a,+0[={x ER, a< x}
e Ja,+oo[={x €R, a< x}
o |—00,bl={x€eR, x <b}
o |—0,b[={x€ER, x<b}
o |—00,+0o[=R

Cette proposition découle immédiatement du lemme suivant :

Lemme 2.51. Soit I un intervalle non-vide alors :
e Si I est minoré et majoré alors |inf(I),sup(I)[ I C [inf(I),sup()];
e Si I est minoré et non-majoré alors ]inf(I ), +oo[ clc [inf(I ), +00 [ ;
e Si I est non-minoré et majoré alors | —oco,sup(I)[ € I C |—oco,sup(/)];
e Si I est non-minoré et non-majoré alors I =] — oo, +ool.
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Démonstration.

e Supposons que I soit minoré et majoré.
Soit x € I alors inf(I) < x < sup(/) puisque inf(I) est un minorant de I et sup(/) est
un majorant de I. Donc I C [inf(I ), sup(d )].
Soit x € |inf(1), sup(J)|.
Puisque x > inf(I), x n’est pas un minorant de I et il existe donc y € I tel que y < x.
Puisque x < sup(/), x n’est pas un majorant de [ et il existe donc z € I tel que x < z.
Onaainsi y < x < zavec y,z € I, donc x € I puisque I est un intervalle.
On a bien montré que |inf(1),sup(I)| C I.

e Supposons que I soit minoré et non-majoré.
Soit x € I alors inf(I) < x puisque inf(I) est un minorant de I. Donc I C [inf(I ), +0 [
Soit x € |inf([), +oo].
Puisque x > inf(I), x n’est pas un minorant de I et il existe donc y € I tel que y < x.
Puisque I n’est pas majoré, il existe z € I tel que x < z.
Onaainsi y < x < zavec y,z € I, donc x € I puisque I est un intervalle.
On a bien montré que ]inf(I), +o0 [ cl.

Les deux autres points se démontrent de fagon similaire. [ |

2.7 Propriété archimédienne

Le résultat suivant énonce qu’il n’existe pas de réels infinitésimaux (i.e. infiniment petits ou
infiniment grands). Si on considere € > 0, aussi petit soit-il, et A > 0, aussi grand soit-il, on
peut toujours dépasser A en sommant ¢ avec lui-méme suffisamment de fois'®. Cette pro-
priété peut sembler évidente, mais elle ne I'est pas : il existe des corps totalement ordonnés
admettant des infinitésimaux.

Théoreme 2.52 (R est archimédien). Ve > 0, VA > 0, 3n € N, ne > A.

Démonstration. Soiente > 0et A > 0.

Supposons par I'absurde que Vn € N, ne < A.

Alors E = {ne : n € N} est non-vide et majoré. Ainsi M := sup E est bien défini.

Puisque M —e < M, M —e n’est pas un majorant de E, il existe donc n € N tel que ne > M —e.
Ainsi (n + 1)e > M, d’ol1 une contradiction. |

Le caractére archimédien de R est équivalent'* a chacun des deux énoncés suivants, qui
vous semblent tres naturels puisque vous les utilisez depuis longtemps.

Proposition 2.53. lim 1_ 0

n—-+4+o0o n

Démonstration. Soit € > 0.

Comme R est archimédien (en prenant A = 1), il existe N € N tel que Ne > 1, i.e. % <e€
1

(remarquons que N > - > 0).

<eE&.

SoitneN\{O}telquenZNalorsH—O‘=%§%

On a bien montré que Ve > 0, AN € N~ {0}, Vn e N~ {0}, n > N = ‘%—0‘ <e. |

BLes petits ruisseaux font les grandes riviéres : en superposant des grains de sable les uns au-dessus des
autres, 8 un moment donné on dépassera le Kilimanjaro.

“Pour chacun, on ne montrera que l'implication comme conséquence du caractere archimédien mais la réci-
proque est aussi vraie (et facile a montrer : exercice!).
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Proposition 2.54. L'ensemble des entiers naturels N C R n’est pas majoré.

Démonstration. On veut montrer la négation de ”N est majoré”, c’est-a-dire la négation de
IM eR, VneN,n<M,asavoirVM € R, dne N, n> M.

Soit M € R.
e Si M <Oalorsn=1¢& N vérifien > M.
e Si M > 0 alors, puisque R est archimédien, il existe n € N tel que n > M. [ |

2.8 Partie entiere

Proposition 2.55. Pour tout x € R, il existe un unique n € Z tel quen < x < n+ 1.
On dit que n est la partie entiere de x, que I'on note | x| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.
Montrons d’abord l'existence.
e Premier cas : si x > 0.
Posons E:={neN . x <n}.
Puisque R est archimédien, il existe m € N tel que m > x. Ainsi E # @.
Puisque N est bien ordonné, E admet un plus petit élément p := min(E).
Puisque p € E,ona x < p.
De plus, p>x>0,doup—1€&N.Comme p—1 ¢ E, on anécessairement p — 1 < x.
Ainsin:=p— 1 vérifien < x <n+ 1.
e Deuxiéme cas : si x < 0.
On montre de fagon similaire que n := — min(F) convient, ot F :={n €N : —x < n}.

Montrons maintenant I'unicité. Supposons que n,n" € Z vérifient

n<x<n+l1 (1)

et
n<x<n +1.

On déduit de la derniére inégalité que
—-n'—1<—-x<-n. (2)

En sommant (1) et (2), on obtientquen—n"—1<0<n—n"+ 1.
Ainsiona—-1<n'—n<letn' —neZ Doncn=n'. [

Remarque 2.56. On déduitde [x] <x < |x]+1quex—1< [x] <x.
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Fic. : Graphe de y = | x|

2.9 Quelques nombres irrationnels

2.9.1 2 est irrationnel
Théoréeme 2.57. \/5 & Q

Démonstration par le théoreme fondamental de I'arithmétique.

Supposons par I’absurde que V2= % otta,b € Net b # 0. Alors 2b* = a’.

La décomposition primaire du terme de gauche contient un nombre impair de facteurs pre-
miers (comptés avec les exposants) alors que la décomposition primaire du terme de droite
contient un nombre pair de facteurs premiers (comptés avec les exposants).

Ce qui contredit 'unicité de la factorisation en facteurs premiers. [

Démonstration par le lemme d’Euclide.

Supposons par I’absurde que V2= % ouna,beN,b#0etpgcd(a,b) =1.

Alors 26 = a*> d’'ou 2|d°.

D’apres le lemme d’Euclide, 2|a et donc il existe k € N tel que a = 2k.

Puis 26 = @ = 4k?, i.e. b* = 2k%. Donc 2|b2 et ainsi 2|b, toujours d’apres le lemme d’Euclide.
Donc 2| pged(a, b) = 1. D’ot1 une contradiction. |

Démonstration par le lemme de Gauss.
Supposons par 'absurde que V2 =
Alors 2b* = a*> d’ot1 b|a?.
Puisque pged(a, b) = 1, on déduit du lemme de Gauss que b|1 et donc b = 1. Ainsi a*> = 2, or
e sia=0 mod 3alorsa®> =0 mod 3,
e sia=1 mod 3alorsa®> =1 mod 3 et
e sia=2 mod 3alors a*> =1 mod 3.
D’ot1 une contradiction. [ |

a ™ —
Eoua,beN,b#Oetpgcd(a,b)— 1.

Démonstration par descente infinie.
Supposons par I’absurde que V2= % oua,beNetb#0.

Alors a® = 2b?, d’ot a(a — b) = a* — ab = 2b* — ab = b(2b — a). Donc /2 = g2

Puisquel<\/_=%,ona0<a—b.EtainsiO<2b—a,d’of1a—b<b.
a _ a a

En répétant ce processus, on construit une suite infinie de fractions \/_ =3=3 5
1 2

O]:lak >0et0< bk+1 < bk'
Ce qui est impossible puisqu’il n'existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement
décroissante. [
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Démonstration par congruence.
Supposons par 1'absurde que \/_ = % oua,beN,b#0etpgcd(a,b)=1.

e Premiercas:sia=0 mod 3etb=0 mod 3, alors 3| pged(a, b) =1,

e Deuxieme cas:sia=+1 mod 3ethb=0 mod 3,alors 0 = a* —2b> =1 mod 3,

e Troisitme cas:sia=0 mod 3eth=+1 mod 3,alors 0 = a*> —2b* =1 mod 3,

e Quatrieme cas:sia=+1 mod 3etb=+1 mod 3, alors 0 = a*> — 26> =2 mod 3.
Dans tous les cas, on obtient une contradiction. |

Démonstration par le principe du bon ordre.

Supposons par 1’absurde que V2 = % otta,b e Netbh#0. Alors a = by/2.

Ainsi E := {n eN : nV2eN~ {0}} est non-vide puisque b € E.

Puisque N est bien ordonné, E admet un plus petit élément p := min(E). Alors p\/z € N\ {0}.
Posons q := p\/E —p. Alors g € Z. De plus g = p(\/z —1)desorteque 0 < ¢ < p.

Maisq\/§=2p—p\/5=p—q€N\{0}.DoanEE.
D’ol1 une contradiction puisque g € E et ¢ < p = min(E). |

Démonstration par la propriété archimédienne.
n
Pour n € N, posons u, = (\/5 - 1) . On peut démontrer par récurrence ou en utilisant la
formule du bindéme de Newton que, pour toutn € Nil existe a,,, b, € Z tels queu,, = a,+b, V2.
2

Puisque x — \/E est croissante sur [0, +oo[, on déduit de 2 < (%) que 0 < \/5 -1< %

I 1
On a ainsi que 0 <u, < 5.
Supposons par contradiction que V2= § ol p,q € Netg # 0alors
qa, + pb,

un=an+bn\/5=an+bn§= .

Puisque u,, > 0, on a |ga, + pb,| > 1 etu, >
AinsiVn €N, 0< 2 <u, < 3

1
q.
n—on°*

Ce qui contredit la propriété archimédienne de R (ou que lim 2in =0). n
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Une version géométrique de la descente infinie.
Supposons par 1'absurde que \/_ = % oua,beNetb#0.Alorsa= \/Eb > b.

(a - by

b
a 2b - a)?

L'aire du carré au centre est A = (2b — a)°.
De plus, par le principe d’inclusion-exclusion, 2(a — b)* + 2b*> — A = a”.
Donc A = 2(a — b)*> + 2b*> — a* = 2(a — b)? puisque a® = 2b%.

. 2. 2 s _ (2b—a)
Ainsi2(a — b)" = A = (2b a),douZ—(a_b)z.

Donc \/—=2b_b” avec0<2b—aetO<a—b<b.

a—

En répétant ce processus, on construit une suite infinie de fractions \/— =2=1=22=

b~ b by
ouag,>0et0< by, <by.
Ce qui est impossible puisqu’il n'existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement
décroissante. [

Démonstration classique.
Soit ABC un triangle isocéle et rectangle en A.

D’apres le théoreme de Pythagore, on a % =2

Supposons que \/5 soit rationnel alors BC et AB sont commensurables'®, i.e. ils s’écrivent
tous deux comme multiples entiers d'une méme longueur!® d.

Choisissons D sur [ BC] tel que BD = AB.

Notons par E l'intersection de (AC) avec la droite perpendiculaire a (BC) passant par D.
On remarque'” alors que AE = ED = DC.

Donc CD = BC — ABet EC = AC — AE = AB— (BC — AB)=2AB - BC.

Ainsi CD et EC sont des multiples entiers de d.

De plus, DEC est isocéle et rectangle en D, ce qui permet de répéter cette construction avec
le triangle DEC de sorte a construire une suite infinie de segment (AC, EC, FC, ...) qui sont
tous multiples entiers de d mais dont la longueur diminue.

Ce qui est impossible. [ |

15C’est 1a définition originale, en Gréce antique, de la rationalité.

16Gj \/5: ‘—;,onposed = ? etalors AB=bd et BC = \/2x AB = %bd =ad.

7Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune, et ‘AB = DB,
donc AE = ED d’apres le théoreme de Pythagore. De plus le triangle CDE est isocele et rectangle en A donc
ED = DC.
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A B A B A B

La derniére démonstration est encore une version géométrique de la descente infinie :
2b—a _2—alb _ 2—\/5_ V2

a=b —alb-1H_y

BC—-AB CD

o Algébriquement :

e Géométriquement :

2.9.2 ¢ estirrationnel

Théoréme 2.58. ¢ & Q

Premieére démonstration.
+00

On rappelle que e := l
= n!
Supposons par I'absurde que e = £

b

b! e—zb:% =b!< > i'>

ot a,b € N\ {0}. Alors b > 1 puisque e ¢ N. De plus,

n=0 n>b+1 n:

On obtient une contradiction en remarquant que le terme de gauche est un entier alors que
le terme de droite n’en est pas un; en effet :

1 1 1
0<b!<2 E)SZW_Zd'

n>b+1 n>1

Deuxiéme démonstration.
Pourn € N,onposeu,:= [ x"e*dx.

Par récurrence et en utilisagt la formule d’intégration par parties, on peut montrer que pour
tout n € N, il existe a,,, b, € Z tels que u, = a, + eb,,.
Supposons par 1'absurde que e = 5 ou p,q € N\ {0}.
49, +pb,
P
Puisque u,, > 0, on a que qa, + pb, > 1 et que u,, > —.
1
AinsivVhn e N, 0 < é <u, S/ x"edx =

Alors 0 < u, =an+bn§ =

Q| =

e

0 n+ 1 '
D’ot1 une contradiction en faisant tendre n vers l'infini. [ |
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2.10 Densité de Q dans R
Théoréme 2.59 (Q est dense dans R). Vx,yeER, x<y=> (A€ Q, x<g<y).

Démonstration. Soient x,y € R tels que x < y. Posons € := y — x > 0.
Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire % <e.

Posons m := [nxJ+1.Alorsnx<m5nx+l,etdoncx<%5x+%<x+e=y.

Ainsi g = £ € Q vérifie x < g < y. [ ]

n
Remarque 2.60. Le théoreme précédent est équivalent au fait que tout nombre réel est limite
d’une suite de rationnels.

Corollaire 2.61. Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N Q # @.

Démonstration. Puisque I nest pas vide et n’est pas un singleton, il existe x,y € I tels que
x<y.

Comme Q est dense dans R, il existe ¢ € Q tel que x < g < y.

Puisque I est un intervalle, on a que g € I.

Ainsige INQ # Q. [ |

Proposition 2.62. Vx,yeR, x <y = (Fs€eR\Q, x<s5<Yy)

Démonstration. Soient x,y € R tels que x < y.

D’apres le théoreme 2.59, il existe ¢ € Q tel que x < g < y.
De méme, il existe p € Q tel que x < p < q.

Ainsi, on p,q € Q vérifiant x < p< g < y.

Posons s := p + %(q—p). Alors®® se R \Qetp<s< g puisque 0 < % <1
On a bien construit s € R\ Q vérifiant x < s < y. |

Corollaire 2.63. Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N (R~ Q) # @.

2.11 Fonctions réelles

Définition 2.64. Soit f : A — B une fonction ot1 B C R.
e On dit que f est majorée si Im(f) est majorée, i.e.

IM eR,Vxe A, f(x) <M.
e On dit que f est minorée si Im(f) est minorée, i.e.
dmeR,Vxe€ A, m< f(x).
e On dit que f est bornée si f est minorée et majorée, i.e.
ImMeR, VxeA mL f(x) <M

Oou encore
IM eR,Vx € A, |f(x)| < M.

5 —
18Sinon on aurait \/E = 2—p € Q.
q—p
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Définition 2.65. Soit f : A — B une fonction o1 A, B C R.
e On dit que f est croissante si

Vx,y€ A x<y = f(0)<f(».

On dit que f est décroissante si

Vx,y€A x<y = f(x)> f().

On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante.
On dit que f est strictement croissante si

Vx,y€A x<y = f(x)< f).

On dit que f est strictement décroissante si

Vx,yeEA x<y = f(x)> f(y).

On dit que f est strictement monotone si f est strictement croissante ou strictement dé-
croissante.
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2.12 Exercices

Exercice 1. Déterminer I'image des fonctions suivantes :

C[-2,31%x[2,4] - R C[2,31x[-2,-1] - R
1. f: x.9) e x4y 3. f5: <9 o xy
O [-L,11x[-2,3] - R o [-6,-31x[2,4] - R
2 fa (x,) b oXx—y AR (x,¥) = f

Exercice 2. Montrer que les nombres suivants sont des entiers :

1 \/7+4v3+1/7-43 2 y/5v2+7-1/5v2-7

Exercice 3.
1. Montrer que Va,b € R, ab <
2. (a) Montrer que Va,b,c € R, ab + bc + ac < a* + b + 2.
(b) Montrer que Va,b,c € R, 3ab+ 3bc +3ac < (a+b+ ).
3. (a) Montrer que Va, b € [0, +oo[, Vab < ath
(b) Montrer que Va, b, c € [0, +oo[, (a+ b)(b + c)(c + a) > 8abc.
2
(c) Montrer que Vx € R, X2 > 2.
x2+1

a* + b*

(inégualité arithmético-géométrique).

n
Exercice 4. Montrer que Z L <yn+Vn+1-1
k=1

Exercice 5. Soient ay, a,, ..., a,, bl,bz, .. b eR.

1. Montrer que Vx € R, x22a2+2x2a +Zb2>0
i=1 i=

n 2 n n
2. En déduire l'inégalité de Cauchy—Schwarz : <Z aibi> < < a?) < b12> :
i=1 i 1
3. Etudier le cas d’égalité.
4. Applications.

"X, " X2
(a) Montrer que Vx,...,x, >0, Z';l L < %
b) On considere deux triangles A; B,C, et A, B,C,. On note a; = = A.B;, B, = B C et
g 1 25747 iPir Pi

= A,C,.
Montrer que A, B,C, et A, B,C, sont semblables si et seulement si

ayay + PP+ r1v2 = \/(0‘1 +p+11) (0 + B +12)

Exercice 6.
1. Résoudre |x? — 1| < x d’inconnue x € R.
2. Résoudre |x? — 4x + 3| = 2x + 3 d’inconnue x € R.
3. Résoudre |2x| > x*> — 1 d’inconnue x € R.

Exercice 7. Montrer que Vx € R, |x — 1| < x> —x+1.
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Exercice 8.
1. Montrer que pour tout x,y € R, on a

x+y+|x— X+y—|x—
max(x, y) = # et min(x, y) = %

2. Montrer que pour tout x € R, on a

x = max(x, 0) + min(x, 0) et |x| = max(x,0) — min(x, 0).
Exercice 9.
1. Montrer que Vx,y € R, |x| + |y| < [x + y| + |x — y|.
2. Montrer que Vx,y € R, X+ ] < x| 1yl

T+ ]x+y ~ 1+x|  1+]y°

Exercice 10. Ftant donné une partie E C R, on rappelle que 'on dénote par max(E) le plus
grand élément de E (s'il existe) et par sup(E) la borne supérieure de E (si elle existe).
Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, en justifiant :
1. Si E C R admet un plus grand élément alors E admet une borne supérieure.
Si E C R admet un plus grand élément alors max(E) = sup(E).
Si E C R admet une borne supérieure alors E admet un plus grand élément.
Si E C R est majorée alors E admet une borne supérieure.
Si E C R est majorée et non-vide alors E admet un plus grand élément.
Si E C R admet une borne supérieure alors E est majorée.
Si E C R admet un plus grand élément alors E est non-vide.

NG W

Exercice 11. Pour chacune des parties suivantes de R, déterminer, lorsqu’ils existent, les
majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et
le plus petit élément :

1) =42 5) {1 nenvio)) ®) {725 nmenN (o))
2) {xeR : x*<2} _— n

(3) [0,1[nQ © {5-1 : mmens101} ) {7 - mmen]

(4) N (7) {1+ % neN (0}

Exercice 12. Soient A, B C R telles que A C B.
Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (en justifiant).
Lorsque l’assertion est vraie, on précisera la relation entre les bornes inférieures/supérieures
considérées.
1. Si A admet une borne supérieure alors B admet une borne inférieure.
Si A admet une borne supérieure alors B admet une borne supérieure.
Si A admet une borne inférieure alors B admet une borne inférieure.
Si B admet une borne supérieure alors A admet une borne supérieure.
Si B admet une borne inférieure alors A admet une borne inférieure.

Ol LN

Exercice 13. Soient A et B deux parties non-vides et majorées de R.
1. Onpose A+ B:={a+b : a€ Aetbe B} (somme de Minkowski).
(a) Montrer que A + B est non-vide et majorée.
(b) Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2. Onpose —A:={—-a . a € A}.
(a) Montrer que —A est non-vide et minorée.
(b) Montrer que inf(—A) = — sup(A).
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3. (a) Montrer que A U B est non-vide et majorée.
(b) Montrer que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).
Exercice 14. Soient A, B C R deux parties non-vides de R telles que

Vae A,Vbe B, a<b.

1. Montrer que A admet une borne supérieure et que B admet une borne inférieure.
2. Montrer que sup A < inf B.

Exercice 15. Soient A, B C R de sorte que inf(A) et sup(B) existent.
1. Montrer que si inf(A) = sup(B) alors A N B contient au plus un élément.
2. Sous I'hypothése que inf(A) = sup(B), l'intersection A N B peut-elle étre vide?

Exercice 16. Soit A C R une partie non-vide et bornée. On pose B := {|x —y| : x,y € A}.
1. Montrer que B admet une borne supérieure.
2. Montrer que sup B = sup A —inf A.

Exercice 17. Montrer que si f : [0, 1] — [0, 1] est croissante alors f admet un point fixe,
i.e. da € [0,1], f(a) = a.
Indice : considérer {x € [0,1] : f(x) > x}.

Exercice 18. Soit A C R une partie non-vide et majorée. Posons M := sup(A).
Montrer que si M ¢ A alors pour tout € > 0 'ensemble |M — e, M[NA est infini.

Exercice 19.
1. Montrer que la fonction partie entiére est croissante.
2. (a) Montrer queVx,y € R, |x] + |y] < [x+y] < [x] + [y] + 1.
(b) Endéduire queVx,y € R, |[x+y| — |x] — |¥] € {0, 1}.

3. Montrer que Vn € N {0}, Vx € R, Pn—nxJJ = [x].

Exercice 20. Donner une expression fermée du nombre de chiffres d’un entier strictement
positif a 'aide du logarithme décimal et de la partie entiére.

In(x)

In(10)”

Rappel : le logarithme décimal est la fonction log :10, +oo[— R définie par log(x) =
Exercice 21.

"k
1. Soit x € R. Calculer lirp Zk;ztxj
n—+oo n

2. En déduire que tout nombre réel est limite d"une suite de rationnels.
3. Donner une démonstration alternative utilisant la densité de Q dans R.

Exercice 22. Soient I et J deux intervalles.
1. Montrer que I N J est un intervalle.
2. Montrer que la somme de Minkowski I + J est un intervalle.
3. (a) Montrer quesi I NJ # @ alors I U J est un intervalle.
(b) Montrer que I'hypotheése de la question précédente n’est pas superflue.

Exercice 23. Soient I et J deux intervalles ouverts de R.
Montrerque I NN NQ) =0 = InJ =0@.
Exercice 24. On définit I'ensemble des nombres dyadiques par D := {zﬂn :meZ,neN }
Montrer que D est dense dans R, i.e. Vx,yER, x <y = Id € D, x<d < y.
Exercice 25.

1. La somme de deux nombres irrationnels est-elle nécessairement irrationnelle ?

2. Le produit de deux nombres irrationnels est-il nécessairement irrationnel ?

3. Montrer queVx e R\ Q,Vy e Q, x+y ¢ Q.

4. Montrer que Vx € R\ Q, Vy € Q~ {0}, xy ¢ Q.
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Exercice 26. Montrer que les nombres suivants sont irrationnels :

(a) V3 (f) V2+V3

(b) V6 (8) V2+V3+V6

(c) V11 (h) (3\/§+2\/§+ \/3>2
@) V3+ Vi (i) v+

@ (V2+v3) () o3

In2
Exercice 27. Montrer queVn €N, \/n€ Q& \/neNe ImeN, n=m’.

Exercice 28 (Difficile : irrationalité de ).
1. Soientr > 0 et n € N. On définit f : R — R par f(x) = %x"(l -x)"et F: R - Rpar

F(X) = Z(—l)krzn_ZkakH)(x).

k>0

(on peut remarquer que la somme ci-dessus est finie puisque f est un polynome).
(a) Montrer que Vk € N, ) e z.
(b) Montrer que Vk € N, f®(1) € Z.
(c) Montrer que F"(x) = —r2F(x) + r"2 f(x).
(d) Calculer % (F'(x)sin(rx) — rF(x) cos(rx)).

(e) En déduire une expression de /01 f(x)sin(rx)dx.
2. Montrer que Vr €]0, 7], r € Q = (sin(r) € Q ou cos(r) ¢ Q).
3. En déduire que 7 ¢ Q.
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3 Limites

3.1 Limite en un point

Définition 3.1. Soient D C R et a € R. On dit que a est adhérent a D si
Ve>0,la—¢e,a+elNnD # Q.

Remarque 3.2. Un élément a € R est adhérent a une partie D C R si tout intervalle centré en
a, aussi petit soit-il, contient un élément de D.
Cela signifie que 'on peut approcher a par des éléments de D : Ve > 0, Ix € D, |[x —a| < e.

Exemple 3.3. Sia € D alors a est adhérent a D puisque
Ve>0,a€la—¢e,a+e]NnD.

Exemple 3.4. 0 est adhérent a ]0, 1[.
En effet, soit € > 0. Posons x := min(e, 1/2), alors x € [—¢, €]N]0, 1].
On a bien montré que Ve > 0, [—¢, €]n]0, 1[# @.

Exemple 3.5. Considérons D := {% : neN~N{0} }

0 1

e (Qestadhérenta D :
Soit € > 0. Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, i.e. % < e.

Donc % € [—¢,e]n D.

. % n’est pas adhérenta D :

_1 2_1L2_ 1)_|0uw
Posonse-—7>0alors[3 7,3+7]—[21,21].
1 11 17 2 12,1 _
Alors5<i<ﬁ<letdonc 5—7,§+7]0D—®
oo o - - - TS
0 2 1
3

Définition 3.6. Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et @ un réel adhérent a D.
On dit que f tend vers £ € R lorsque x tend vers a, noté lim f(x) = £, si
X—a

Ve>0,3n>0,Vxe€D, |x—a|l<n = |f(x)=7F| Le.

y

‘+e

flrag fffffffff % ———————

‘—¢
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Attardons-nous sur cette premiere définition pour bien en comprendre la signification :
1. On commence par fixer un € > 0 ce qui revient a fixer une bande horizontale centrée
en y = ¢ de hauteur 2¢.
On cherche ensuite un n > 0 tel qu’a l'intérieur de la bande verticale centrée en x = a
et de largeur 27, le graphe de f se situe dans la bande horizontale, c’est-a-dire dans le
rectangle en gris foncé sur la figure.
2. Le choix de n peut donc dépendre de € : on voit bien sur la figure ci-dessus que plus
€ > 0 est petit, plus il faudra choisir un n > 0 petit.
Ainsi, }61_% f(x) = ¢ signifie que l'on peut rendre f(x) aussi proche de # que l'on veut en

prenant x suffisamment proche de a.

Définition 3.7. Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a un réel adhérent a D.
On dit que f tend vers +co lorsque x tend vers a, noté lim f(x) = +oo, si
X—a

VM eR,In>0,VxeD, |x—a|l<n = f(x)>M.

Attardons-nous sur la signification de cette deuxiéme définition :
1. On commence par fixer un nombre M € R. On cherche ensuite un # > 0 tel qu’a
I'intérieur de la bande verticale centrée en x = a et de largeur 27, le graphe de f se
situe au-dessus de la droite y = M.
2. Le choix de 5 peut donc dépendre de M : on voit bien sur la figure ci-dessus que plus
M est grand, plus il faudra choisir un # > 0 petit.

Définition 3.8. Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a un réel adhérent a D.
On dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a, noté lim f(x) = —oo, si

X—a

VM eR,In>0,VxeD, |x—a|l<n = f(x) <M.

Remarque 3.9. Dans les trois définitions ci-dessus, le fait que a soit adhérent a D nous assure
que, pour 5 > 0 fixé, il existe bien au moins un élément x € D tel que |x — a| < 7.
Formellement, cela signifie que 1'on ne peut pas trouver un n > 0 tel que I'hypothese de
I'implication soit fausse pour tout x € D (sinon, I'implication serait vraie pour n'importe
quel 7).

Intuitivement, calculer la limite d"une fonction f en a signifie étudier le comportement de
f(x) lorsque x s’approche de g, il faut donc bien pouvoir approcher a par des éléments du
domaine de f.
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3.2 Limite a I'infini
Définitions 3.10. Soient f : D — R une fonction définie sur une partie D C R non majorée.

e On dit que f tend vers £ € R lorsque x tend vers +oo, noté lir}rn f(x)=2¢,si
X—>T00

Ve>0,INER,VXxED, x> N = |f(x)=¢| <e.

C+e
s =W

N

e On dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers +o0, noté 11111 f(x) =400, si
X—>+00

VM eR,AINeR, VxeD, x> N = f(x)> M.

y

e On dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers +oo0, noté lirP f(x) = —o0, si
X—>T00

VM eR,ANER, VxeD, x> N = f(x) <M.

Remarque 3.11. Formellement, '’hypothése que D est non majoré nous assure que, pour
N € R fixé, il existe bien x € D tel que x > N. Sans cela, il se pourrait que 1’hypothese de
I'implication soit fausse pour tout x € D et donc que I’énoncé soit vrai quelque soit 7.
Intuitivement, étudier la limite de f en1’infini revient a étudier f(x)lorsque x est aussi grand
souhaité : il faut donc bien que le domaine ne soit pas majoré.

Définitions 3.12. Soient f : D — R une fonction définie sur une partie D C R non minorée.

e On dit que f tend vers £ € R lorsque x tend vers —oco0, noté lim f(x) =72, si
X—>—00

Ve >0, AN eR,Vxe€ D, x <N = |f(x)-7| <Le.

4/,/ =
— 5 L€

e On dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers —oo, noté lim f(x) = 400, si
X—>—00
VM eR, AN eR, Vxe D, x <N = f(x)> M.
e On dit que f tend vers —co lorsque x tend vers —oo, noté lim f(x) = —oo, si
X—>—00

VM eR,AINeR,VxeD, x<N = f(x) <M.
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3.3 Unicité

Proposition 3.13. Dans les définitions précédentes, si la limite existe alors elle est unique;
ie. soienta € RU {xoo} et £, € RU {xo0}, silim f(x) = £ et lim f(x) = £ alors £ = .
X—a X—a

Démonstration. Nous ne démontrons le résultat que pour une limite en un point; les autres
résultats se démontrent de fagon analogue.
Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a un réel adhérent a D.
e Supposons que lim f(x) = £ et lim f(x) = £ ou #,7 € R.
X—a X—a
Soit € > 0. Puisque lim f(x) = ¢, il existe #; > 0 tel que
X—a

VxeD,|x—a|l<n = |f(x)-7¢] <

De méme, puisque lim f(x) = Z, il existe 1, > 0 tel que
X—a

Vx €D, |x—al<n = |f(x0) 7| <

N ™

Puisque a est adhérent a D, il existe x € D tel que |x — a| < min(#, #,). Alors,

If—fl=|f—f(X)+f(X)—f|SIf(X)—f|+|f(X)—f|S§+

= E.

N ™

On a donc montré que Ve > 0, |£ — Zl <g donc | —7| =0, cest-a-dire £ — £ = 0 et
ainsi £ = 7.
e Supposons par I'absurde que lim f(x) =7, ou ¢ € R, et lim f(x) = +o0.
X—a X—a

Puisque lim f(x) = 7, il existe n; > 0 tel que

VxeD, |x—al<n = |f(x)-7¢|<1.

Puisque lim f(x) = +o0, il existe #, > 0 tel que
X—a

VxeD,|x—a|<n = f(x)>+2.

Puisque a est adhérent a D, il existe x € D, il existe x € D tel que |x — a| < min(y;, n,).
Alors, f(x) <€+ 1et f(x) > ¢+ 2,d ot une contradiction.
|

3.4 Quelques exemples a la main

Exemple 3.14. Montrons que }gr} X +2x=3.
Soit € > 0.
Posons 7 = min(l,%) alors n > 0.
Soit x € R tel que |x — 1] < 7.
Alors |x — 1] <1dou0<x<2et0<x><4 Ainsi0O<x>*+x+3<09.
Puis
|x3 +2x = 3| = |(x = D%+ x +3)| = |x — 1||x* + x + 3] g9ng9§=g.

On a bien montré que

Ve>0,In>0,VxeR, [x—1| <y = |(x>+2x)-3| <e.
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Exemple 3.15. Montrons que lim 1_ 0.

X—>+00 X
Soit € > 0.
Comme R est archimédien, il existe N € N tel que Ne > 1.

SoitxeRtelquexzN,alors‘l—0|=l§
X X

On a bien montré que

1
~ <e.
N_E

Ve>0,INER VxER, x> N =—> ‘1—0‘55.
X

Exemple 3.16. Montrons qu’il n’existe pas de réel £ tel que lir+n cos(zwx) ="7.
X—+00

En passant ala négation, on veut montrer que
Ve eR,Je>0,VN € R, Ix e R, x > N et |cos(nx) — 7| > e.

Soit £ € R. Posons ¢ := % > 0.

Soit N € R. Comme R est archimédien, il existe n € N tel que n >

N
>
Alors
e Premiercas: |1 —7| > e.
Posons x := 2n, alors x > N et |cos(nx) —¢| = |1 = ¢| > .

e Deuxiémecas: |1 —7| <Le.
Alors -2 =-2-e<-1-¢£<-2+e=-3etdonc|-1-7|>3>e
Posons x :=2n+ 1,alors x > N et |cos(zx) — | =|—1—-¢| > €.

3.5 Limites a droite et a gauche en un point

Définition 3.17. Soient f : D — R une fonction définiesur DC R, 7 € RU {+0} eta € R.
On dit que f admet # pour limite a gauche en a si la restriction f};_ 4np tend vers £ en g,
on note alors

i 9= 1m - = £

x<a
On dit que f admet £ pour limite a droite en a si la restriction f|}, ;[np tend vers £ en a, on
note alors

}1_{{} f(x) = }}f}; fl]a,+oo[nD =7.

x>a
Remarque 3.18. Pour que f admette une limite a gauche (resp. a droite) en g, il faut que a
soit adhérent a ] — o0, a[ND (resp. ]a; +oo[ND).

Remarque 3.19. Si une limite a droite ou a gauche existe alors elle est unique. En effet, par
définition, il s’agit d’une limite en un point au sens usuel (mais de la restriction d"une fonc-
tion), donc la Proposition 3.13 s’applique.

Proposition 3.20. Soient f : D — R une fonction définie sur D CR, ¢ € Ret a € R.
Supposons que a soit adhérent d | — o0, a[ND, alors

}1_1)1611 fxX)=feoVe>0,An>0,Vxe D, 0<a—x<n = |f(x)-7¢| Le.

x<a

Supposons que a soit adhérent a la, +oo[ND, alors

}1_{1(‘11 fX)=foVe>0,m>0,VxeD,0<x—a<n = |f(x)-7¢| Le.

xX>a
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y=fx) y=rx
+ e
&
N /

£ = lim f(x) £ = lim /(x)

x<a x>a

Remarque 3.21. Par définition, les limites a droite et a gauche en a ne tiennent pas compte
de la valeur de la fonction en a. C’est une différence!® subtile avec la définition de la limite
en un point otl, si a € D, il faut nécessairement que f(a) = ¢ pour que lim f(x) = 7.

X—a

Proposition 3.22. Soient f : D — R une fonction définie sur D C Ret a € R.
Supposons que a soit adhérent a |1 — oo, a[ND, alors

}1_1[{11 fX) =40 oVM eR,In>0,Vxe D, 0<a—-x<n = f(x)>M

x<a

et
lim f(x)=—-c0o VM eR,In>0,VxeD, 0<a—-x<n = f(x)< M.

X—a
x<a

Supposons que a soit adhérent a la, +oo[ND, alors

}1_{{11 fX) =t oVMeR,In>0,Vxe€D,0<x—a<n = f(x)>M

x>a

et
}1_{9 fxX)=—0eoVM eR,Iy>0,VxeD,0<x—-—a<n = f(x)< M.
x>a

Proposition 3.23. Soient f : D — R une fonction définie sur D C R, £ € RU {+o0} et a € R
adhérent d ] — oo, a[ND et d la, +oo[ND.

1. Sia e Dalors:

lim f(x)=¢ & lim f(x)= lim f(x)=¢et f(a) =7,
x<a x>a

2. Sia¢& D alors:
limf(x)zz,”@}i_g} f(x) = }1_%1 fx)==¢.

xX—a
x<a x>a

Démonstration. Démontrons la proposition pour # € R et a € D.
= :soite > 0.
Il existe # > 0 tel que

VxeD,|x—a|l<n = |f(x)-7¢| Le.

Dans la plupart des pays, on utilise une définition épointée de la limite de sorte que la limite de f en a étudie
le comportement de f(x) lorsque x est proche de a mais différent de a.
Formellement, il faut remplacer point adhérent par point d’accumulation et |x —a| < npar0 < |x —a| < 7.
Dans les concours en France, la définition utilisée est non-épointée, c’est-a-dire celle présentée au début de ce
chapitre.
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Soitx € Dtelque 0 <a—x <. Alors [x —a| =a—x <n,donc |f(x) - 7| <e.
Soitx e Dtelque0 < x—a <n. Alors |[x —a| =x—a <y, donc |f(x)-7¢| < e.
On a bien montré que
Ve>0,qn>0,Vxe€D,0<a-x<n = |f(x)=C¢|<Le
et que
Ve>0,3n>0,Vxe€D,0<x—a<sn = |f(x)=-7¢|<Le.
& :soite > 0.
Il existe 1, > 0 tel que
VxeD,0<a-x<n = |f(x)=7¢|<Le.
De méme, il existe 1, > 0 tel que
VxeD,0<x—-a<n = |f(x)-¢|<Le.
Posons 7 := min(n;, n,). Soit x € D tel que |x —a| < n.
e Premiercas:x <aalorsO0<a—x=|x—a| <n<n donc|f(x)—-7| <Le.
e Deuxiemecas:x >aalorsO0<x—a=|x—a|l <np<n,donc|f(x)—7¢| <e.
e Troisiéme cas: x =aalors |f(x) = ¢| = |f(a) — f(a)| =0 <L &.
On a bien montré que
Ve>0,3n>0,Vxe€D, |x—a|<n = |f(x)-7F| Le.
|
Exemple 3.24. Considérons f : R — R définie par f(x) = x*  six<0
ple2.2%. ' P Tl x+1 six>0°
Alors lim f(x) = lim x> =0et lim f(x) = lim x+1 = 1.
x—0 x—0 x—0 x—0
x<0 x<0 x<0 x>0
Donc lirr(l) f(x) n’existe pas.
X—>
Exemple 3.25. Considérons f : R - R définie par f(x) = e six<0
pie 2.25. ' P "\ x+1 six>0°
Alors lim f(x)= lim e* =1, lim f(x)= lim x+1=1et f(0) = 1.
x—0 x—0 x—0 x—0
x<0 x<0 x<0 x>0
Donc lim f(x) = 1.
x—0
3.6 Opérations sur les limites
lim(f + g) lim(f - g)
lim f £ +00 —o0 lim f 4 +o00 —00
limg limg
4 £+¢ | 400 -0 14 £—¢ | 4o -0
+00 +00 +o0 FI +00 -0 F1 —00
—00 —00 FI —00 —00 +o0 +o0 FI
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lim(fg)
imf 1 s50|¢<0| o +oo | —o0
limg
>0 144 474 0 +00 —00
<0 44 44 0 -0 4+
0 0 0 0 FI FI
40 40 —00 FI +o0 —00
-0 —00 400 FI —00 +00
Lim(f/g)
imf | z50|¢<0]| o0 +oo | —o0
lim g
>0 e e 0 +0o0 —00
£<0 e et 0 - +00
0t 400 —00 FI +o0 —00
0~ —00 +o0 FI -0 +00
+0o0 0f 0~ 0 FI FI
-0 0~ 0f 0 FI FI

Démontrons que si lim f(x) = £ et lim g(x) = £ alors lim(f (x) + g(x)) = £ + Z.
xX—a xX—=a X—a

Soit € > 0.

Ilexisten; >0telqueVx € D, [x —a| <y = |f(x)—¢]| < %

De méme, il existe n, > Otelque Vx € D, |[x —a| <5, = [g(x) — 7] <

Posons # :== min(#;,1,) > 0. Soit x € D tel que |x — a| < 5. Alors

£
3

() +8(x) = (£ + D = 1(f(x) = &) + () = DI < | /() = €] +18(x) = £] < = +

€
< - =€¢.
2 2

On a bien montré que

Ve>0,Ip>0,VxeD, |x—a|<n = |(f(x)+g(x) - (£ +7)| <e.

Démontrons que si lim f(x) = £ et lim g(x) = £ alors lir}rn f(x)g(x) = ¢7.

3 13
&
2(121+1)°

De méme, il existe n, > Otelque Vx € D, |[x —a| <, = [g(x) — 7] <

Enfin, il existe 3 > 0 telque Vx € D, |[x —a| <13, = |g(x) — 2| < 1.
Posons # == min(#,,#,,13) > 0. Soit x € D tel que |x — a| < 5. Alors

|f(x)g(x) — £7] = | f(x)g(x) — £g(x) + £8(x) — £7]
< |f(x)g(x) — £8(x)| + |£g(x) — 7]
= £ (x) = Zllg(x)] + |1£]1g(x) - £
= £ - 2llgx) — £+ 2]+ |£]|g(x) - £
<If) =71 (lgx) = £ +12]) + I£]18(x) - Z]

— & a4+ —
T A

+

IA

IA
DM N

=&

£
2
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On a bien montré que

Ve>0,3n>0,Vx €D, |[x—a| <n = |f(x)gx)—£F| <e.

1
Démontrons gue si lim ¢ # 0alors lim — = —.
que silim f(x) = ¢ # Haf(x) =2
2
existen; >0telqueVx € D, [x —a| <n = |f(x) =] < elil
De méme, il existe 5, > Otelque Vx € D, |[x —a| <5, = |f(x)-7¢| < 4]
Remarquons d’abord que si x € D vérifie |[x — a| < 5, alors

12l =12 = f0G)+ f)l < |f(x) - f|+|f(X)|<u+|f(x)|

et ainsi | f(x)| > % > 0.
Ainsi f ne s’annule pas au voisinage de a et % est bien définie au voisinage de a.
Posons # := min(#;,7,) > 0 et considérons x € D vérifiant |x — a| < . Alors

e 2f(x)

1
L1 -
7 If( AR

12 1P
<—:—.e—=¢
12l 17| 2

el

On a bien montré que

1 1
Ve>0,3In>0,Vxe D, |x—a|<n = ——-‘Se
f ¢

Démontrons que si lim f(x) = £ et lim g(x) = £ # O alors lim S = é
x—a x—a X—+00 g(x) 7z

D’apreés les résultats précédents, on a :

S %
1 = —: . = —.
im m f(x) 7

X—+00 g(x) x—>+oo g(x) 2/17
[ |

Remarque 3.26. Lorsque le tableau contient la mention FI (pour forme indéterminée), cela
signifie que I’on ne peut pas conclure directement, i.e. que la valeur de la limite dépend des
fonctions impliquées et non seulement de leurs limites. Il faut donc étudier la situation plus
finement pour en déduire la limite.

Par exemple :

2

e lim x>=+00, lim x=+4cet lim x>—x= lim x2<1—l>:+oo.

X—+00 X—>+00 X—+00 X—+00 X
. _ . 2 . 2 _ 1s 2 (1
e lim x=+40c0, im x*=4c0et lim x—x"= lim x“°(—--1 —00.
X—+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X

o lim x+42=+400, lim x =400 et lim x+42—x= lim 42 =42.

X—+00 X—+00 X—+00 X—+00
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3.7 Quelques limites obtenues par croissances comparées

Les limites suivantes se déduisent des Propositions A.35 et A.45.
Soient a, b > 0 alors
ax

o lim & =400 o lim |x|%™ =0
XShoo xb X—>—00

b
o lim SO e lim x* [In(x)|’ = 0
x—>+oo x4 x=07

3.8 Limites et inégalités

Proposition 3.27. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur D C Reta € RU {+o0}.
Supposons que lim f et lim g existent (finies ou infinies), alors :
a a

(Vx €D, f(x) <g(x)) = limf <limg.

Démonstration. Démontrons le résultat dans le cas de limites finies en un point :
ie.a € Restadhérenta D, lim f(x) =7 € R, limg(x) =7 € RetVx € D, f(x) < g(x).
X—a X—a

Supposons par 'absurde que £ > 7.
Soit € = %”ﬁ > 0. Alors, il existe n; > 0 tel que

VxeD, |x—a|l<n = If(x)—flsg
etn, > 0 tel que
VxeD. |x—al<m = |g)-F1< 3.

Puisque a est adhérent a D et que min(y;,#,) > 0, il existe x € D tel que |x — a| < min(yy, ,).
Alors g(x)—7 < |g(x)—7| < e,dotig(x) < F+eetl— f(x) < |f(x)—¢| <edoul—e < f(x).
Ainsig(x) < +e=¢—¢ < f(x).

D’otl1 une contradiction. |

Remarque 3.28. Attention, apres passage a la limite, une inégalité stricte peut devenir large.
En effet, Vx € R, ¢* > —e* mais lim e¢*=0= lim —e*.

X—>—00 X—>—00
Théoréeme 3.29 (des gendarmes). Soient f,g,h : D — R trois fonctions définies sur D C R et
a € R{+oo}.

Vx € D, f(x) < g(x) < h(x) )
limf =limh=¢€R = limg=7¢

Démonstration. Nous ne démontrons le résultat que pour une limite en un point; il se dé-
montre de fagon analogue pour une limite en +o00 ou en —co.

Soit e > 0.

Il existen; > O0telqueVx € D, [x —a| <n = [f(x)—¢| <Le.

De méme, il existe 5, > Otelque Vx € D, |[x —a| <5, = |h(x) - 7| L{e.

Posons # := min(#;,7,) > 0 et considérons x € D vérifiant |x — a| < 5.

Alors, puisque | f(x) - 7| < g, ona s —e < f(x).

De méme, puisque |h(x) — 7| < g, ona h(x) < +e.

AinsiZ —e < f(x) < g(x) < h(x) < ¢ +¢,etdonc |g(x) - 7| Le.

On a bien montré que

Ve>0,an>0,VxeD, |x—a|<n = |f(x)=7F| Le.
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Exemple 3.30. On définit f :]0, +oo[— R par f(x) = %(x) et on souhaite calculer lirf f(x).

i . . 1 ) 1 1. L
1 osin® o 1 Puisque lim — = lim —— = 0, on déduit du théoréme
x X X xX—>+00 X Xx—+00 X

Soit x > 0, alors —

des gendarmes que liIP f(x)=0.

Exemple 3.31. On définit f : R~ {0} - R par f(x) = xsin (%) et on souhaite calculer
lim £(x).
x—0
e Six > 0alors —x < xsin <§) < x. Puisque lirr(1)x = lin% —x =0, d’apres le théoreme des
X— X—
gendarmes on obtient }1_{1(11 f(x)=0.
x>0
e Six < 0alors x < xsin (i) < —x. Puisque lim x = lirr(l) —x = 0, d’apres le théoreme des
xX— xX—
gendarmes on obtient }1_{1(11 f(x)=0.
x<0
Ainsi, lim f(x) = 0.
x—0

3.9 Fonction bornée et limite nulle

Proposition 3.32. Soient f,g : D - Reta € RU {+o0}.

| f estbornée )
Si lim g(x) = 0 alors }Cl_rg f(x)g(x)=0.

X—a

Démonstration dans le cas ot a € R. Soit € > 0.
Puisque f est bornée, il existe M > 0 tel que Vx € D, |f(x)| < M.
Puisque lir% g(x) =0, il existe n > 0 tel que

xX—

VxeD,|x—al <n = |gx)| < ﬁ
Comme a est adhérent a D, il existe x € D tel que |x — a| < #. Alors
/g0l = 1/ 0llg)] < M~ = €.
On a bien montré que
Ve>0,3In>0,Vxe€D, |x—a|<n = |f(x)gx)| Le.
sin(x)

Exemple 3.33. On souhaite (encore) calculer lirll .
xX—+00 X

sin(x
On sait que sin est bornée et que lim 1_ 0. Donc lim & _ lim sin(x)l =0.
x—400 X X—+00 X x—>+00 X

3.10 Changement de variable

Proposition 3.34. Soientg : D > Ret f : E > R,ou D, E C Ret Im(f) C D. Alors

lim f(x) = b
{ g = }Cigal(g°f)(X) =c.

lirr; gx)=c
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Démonstration. On montre la proposition lorsque a, b, c € R;la démonstration est similaire
dans les autres cas.

Soit € > 0.

Alors, il existe 1 > O telque Vx € D, |x = b| <71 = |g(x)—c| Le.

Puis, il existen > O tel que Vx € E, |[x —a| <n = |f(x) — b| < 7.

Soit x € E vérifiant |x — a| < g alors | f(x) — b| < #jetdonc |g(f(x)) —c| L e.

On a bien montré que

Ve>0,an>0,Vx€E, |x—a|<n = |g(f(x))—c| Le.
|

La régle de la composition, que 'on vient de démontrer, est généralement utilisée pour
réaliser un changement de variable.

x—2
Exemple 3.35. On souhaite calculer lim .
x—4 x—4
Remarquons que % =g(f(x))ou f(x) = \/; etg(u) = %.
On sait que lin‘} f(x) =2 eton calcule

. . u—2 . u—2 . 1 1
lim g(u) = lim = lim = lim = -
u—2 u=2u2 —4 w2 w—-2)u+2) ws2u+2 4
- 1
Ainsi, li =1i ° = -,
insi, lim —— lim ¢ J(x) 1

En pratique, on rédige généralement ce raisonnement de la fagon suivante :

Vx-2 u=2 u=2 11
P = \/x alors i =i =lim—%=2 _ —1i ==
osons u = y/xalors lim === =lim 5= =lim == = lim - = 7

3.11 Limites finies et valeur absolue

Proposition 3.36. Soient f : D - Reta € RU {+}, alors
Iimf(x)=¢<olim|f(x)—¢| =0
Corollaire 3.37. lim f(x) =0 < lim | f(x)| = 0.
X—a X—a

Exemple 3.38. Le corollaire précédent permet d’éviter d’avoir a considérer le signe de x dans
I’Exemple 3.31. En effet, on aurait pu rédiger :

X—=+00

0< ’xsin<l>’ = |x| ‘sin(l)‘ <|x]| —0
b x

Ainsi lim ‘xsin(l)‘ =0 etdonc lim xsin(l) =0.

X—+00 X X—+00 X
Remarque 3.39. Silim f(x) = ¢ alors lim | f(x)| = |Z].
X—a X—a

Mais il n’y a pas de réciproque.
— ix <
Prenons par exemple f : R — R définie par f(x) = { 422 :;CO; 0 .

Alors liné | f(x)] = 42 mais lin% f(x) n’existe pas.
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3.12 Théoréme de la limite monotone

Théoreme 3.40. Soient f : D — R une fonction croissante o D C R.
o Sia e R estadhérent a DN)] — oo, a[ alors

lim f(x) = sup f(DN] - oo, al).

x<a

e Sia € R est adhérent @ DN)a, +oo[ alors

lim f(x) = inf f(Dnla, +col).

x>a

e Sia=+oo et D n'est pas majorée alors
xgglw f(x) =sup f(D).
e Sia= —oo et D n'est pas minorée alors

lir}l f(x) =inf f(D).

On rappelle que, par convention, on note sup A = 4+co si A est une partie de R non-majorée

etinf A = —oo si A est une partie de R non-minorée.

Démonstration. On montre seulement le cas ol a € R est adhérent a DN] — oo, a[; les autres

cas se démontrent de fagcon similaire.
Posons E := f(DN] — o0, al).
e Premier cas : E nest pas majoré.

Soit N € R. Comme E n’est pas majoré, il existe x, € DN] — o0, g tel que f(xy) > N.

Posons 1 :=a — xq > 0.

Soit x € Dtel que 0 < a —x < nalors x > a—n = xy. Donc f(x) > f(xy) > N.

On a bien montré que
VN EeER,In>0,VvxeD,0<a—-x<n = f

ie. }1_{{11 f(x) = +o0.
x<a
e Deuxieme cas : E est majoré.

Comme a est adhérent a DN] — o0, a[, on a que E est non-vide
Donc M := sup(E) existe.

(x) 2 N,

et majoré.

Soit € > 0. Alors, par définition de M, il existe x, € DN] — o0, a[ tel que M — e < f(x).

Posons 1 :=a — xq > 0.
Soit x € D tel que 0 < a — x < nalors x > a —n = x,. Donc

[f()—M|=M - f(x) car f(x) < M
<M - f(xp) car x > xg et f est croissante.
<eg

On a bien montré que
Ve>0,3n>0,Vxe€D,0<a—x<n = |f(x)— M| <k,

ie. lim f(x)=M.

x<a
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Théoréeme 3.41. Soient f : D — R une fonction décroissante ou D C R.

o Sia € R est adhérent @ DN] — oo, a[ alors

}1_{%1 f(x) =inf £(DN] — o0, a[).

x<a

e Sia € R est adhérent d DN]a, +oo[ alors

}1_{51 f(x) =sup f(Dn]a, +ool).

x>a

e Sia=+oo et D n'est pas majorée alors
lim f(x)=inf f(D).
X—+00
e Sia = —oo et D n'est pas minorée alors
lim f(x) =sup f(D).
X——00

Démonstration. On se raméne au cas croissant en considérant — f.
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3.13 Exercices

Exercice 1. Est-ce que /2 est adhérent 2 Q?
Exercice 2. Soit A C R une partie non-vide et majorée. Montrer que sup(A) est adhérent a A.

Exercice 3. Déterminer si 0 est adhérent aux parties suivantes de R :

1. {0} 4 {2 cnens) 7 =L
2. R~ {0} 5. {%+n : neZ} 8. [-1,0]
3. RNQ 6. [17,42] 9. [-1,0[

Exercice 4. On consideére une fonction f : R - R.
Ecrire a ’aide de quantificateurs ” f ne tend pas vers +o0o0 en +o0”.

Exercice 5.

1. On définit f : R - R par f(x) =2x+ 5.
Etudier lin% f(x) en revenant a la définition.

2. On définit f : R — R par f(x) = x> + 1.
Etudier lin} f(x) en revenant a la définition.

3. On définit f :]0, +co[— R par f(x) = %

Etudier lirP f(x) en revenant a la définition.
X—>1T00

4. On définit f : R - R par f(x) = x3.
Etudier lirr} f(x) en revenant a la définition.

==

Exercice 6. On considere la fonction f : R~ {0} — R définie par f(x) = sin ( )

1. (a) Soit # € R. Ecrire a ’aide de quantificateurs liné f(x)#Z.

X—>
(b) Montrer que lirr(l) f(x)#0.
X—>

2. Est-ce que f admet une limite en 0?
Exercice 7. Soit f : R~ {0} - R une fonction.

1. Ecrire a 'aide de quantificateurs ” f n’est pas majorée”.

2. Montrer que si lirré f(x) = +o0 alors f n’est pas majorée.

xX—

Exercice 8. Soient f : D — R une fonction telle que lim f(x) =¢ > 0.

X—)XO
Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que Vx € D N [xy — 6, xq + 6], f(x) > g.
Exercice 9. Soit f : R — R une fonction paire telle que lier fx)=7eR.
X—T00

Montrer que lir_n fx)="¢.

Exercice 10. Soit f : R — R une fonction périodique telle que lim f(x) =7¢ € R.
X—>00

1. Ecrire avec des quantificateurs ” f est périodique”.
2. Montrer que f est constante.
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Exercice 11. Calculer les limites suivantes :

C x-1 ] B )
1 }Clirll x—1 7 xl—1>14l:loo x+\/_ \/; 14. x=1x>13 —2x — x2
3 8. hrnsin(l)x2 1 >
X +x+5 R R 15. im — (Vi+x+x2 - 1)

lim ————
x—=+00 5x3 +7x2 + 8

x—0 X

9. lim (x"-2x+11) )
X—>+00
3. lirf e’ ) 16. lim x4 20x|
xX—+00 -0
10. lim X+ i ! * X
4 xInx+7 YT X+ x? +2|x|
Cxote X244 11k X+ V2x0 + 1 17. hm ————
.o lim ————
5. lim —e3x +2x+7 TRV sin?(x)
T s - 18. lim ———
xote ef e 12. lirf <x2 —Vx3+ 1) xon 1 + cos(x)
X—>T00
\/ 1 +x — <1 + E) 2 1
- Vi+tx—1V1-
6. lim 2 13, lim —X =2 19. lim al X
x—0 x2 x—>-33 —2x — x2 x—0 x
X — COS <1nx+ex —42 + \/;>
20. lim
X—=>—+00 X
Exercice 12. Calculer les limites suivantes :
1. lim|x] 2. lim | x? 3. lim |x] 4 n 1 5 lima2 | L
x—0 x—0 X—+00 : xli%x X : XII)%X X
sin(x)

Exercice 13. On admet que lim = 1. Calculer les limites suivantes :

x-0 X

1. lim S0  tan? (2x?) 5. lim e*sin(e™) - tan'? (2x%0)
x=2 X 3. im ———~ x—+00 7. lim ———~
sl x* x=0 sin2%0(3x)
in(5 ine* _
2. lim SIn(5x) 4. lim 3¢ 6. lim 1= cosx
x—0 X x—0 e~ x—=0 X
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4 Continuité
4,1 Définition

Définition 4.1. Soient f : D — R une fonction définie sur D C R eta € D.
On dit que f est continue en a silim f(x) = f(a).
X—a

Formellement, cela s’écrit :
Ve>0,3n>0,VxeD,(|x—a|<n = |f(x)— f(a)| <¢)
Exemple 4.2. TODO : Un exemple de fonction par morceaux qui est continue

Exemple 4.3. La fonction suivante n’est pas continue en a.

y=r0)

En effet, en passant a la négation, f n’est pas continue en a si
de>0,Vp>0,adx € D, |x—a| <net|f(x)— fla)] > e.

Sionprend e = %, ce qui revient a fixer une bande horizontale centrée en y = f(a) de hauteur
1, alors, pour tout # > 0, il existe un point du graphe dans la bande verticale de largeur 27
centrée en x = a qui se situe en-dehors de la bande horizontale.

Les deux propositions suivantes découlent immédiatement des opérations sur les limites.

Proposition 4.4. Soient f : D — Ret g : D — R deux fonctions définies sur D C R. Soit a € D.
(i) Si f et g sont continues en a alors f + g est continue en a.
(ii) Si f et g sont continues en a alors f g est continue en a.
(iii) Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors f est continue en a.
Proposition 4.5. Soient g : D - Ret f : E - R,ou D, E C Ret Im(f) C D.
Si f est continue en a et si g est continue en f(a) alors g o f est continue en a.

Définition 4.6. On dit qu'une fonction f : D — R, ot D C R, est continue si elle est continue
en chaque point de D.
4.2 Continuité sur un intervalle

Théoréeme 4.7 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soient f : I — R une fonction continue
sur un intervalle et a,b € I tels que f(a) < f(b). Alors

Vy e l[f(a), f(b)], dc €I, f(c) = y.
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que a < b.
Lensemble E := {x € [a,b] : f(x) < y} est non-vide (car a € E) et majoré (par b), donc
¢ == sup(E) est bien défini et on vérifie aisément?’ quec €[a,b] C 1.

Supposons par I'absurde que f(c) < y. Alors € := y — f(c) > 0.
Puisque f est continue en ¢, il existe n > 0 tel que

Vxel,|x—c|<n = |f(x)=flo)l <e=y—flo)

Posons 6 := min(n,b — ¢). Ona 6 > 0 puisque si b = c alors f(b) = f(c) <y < f(b).

Posonsd :=c+ 6 alorsc <d <bet|d—c| =6 <5 Donc |f(d)— f(c)] £ y— f(c) eten
particulier f(d) < y. Ainsid € E.

Donc ¢ < d < sup(E) = c¢. D’'ot1 une contradiction.

Ainsi y < f(c¢).

On montre de la méme fagon que y > f(c).
Donc y = f(c). [ |

Remarque 4.8. Le théoreme des valeurs intermédiaires énonce que I'image d’un intervalle
par une fonction continue est un intervalle.

Remarque 4.9. Il existe des fonctions non-continues vérifiant la conclusion du théoréme des
valeurs intermédiaires. Prenons par exemple f : R — R définie par

_ sin (%) six#0
/) { 0 sinon

Alors f n’est pas continue en 0 mais pour tout a,b € I tels que f(a) < f(b) et pour tout
y € [f(a), f(b)], il existe ¢ € R tel que f(c) = y.

Théoreme 4.10 (Théoréme de Weierstrass). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un
segment non-vide (i.e. a < b). Alors il existe c,d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) < f(x) < f(d).
Démontrons d’abord le résultat intermédiaire suivant :
Lemme 4.11. Une fonction continue sur un segment est bornée.

Démonstration. Soit f : [a,b] = R une fonction continue o1 a < b (I’énoncé est évident si le
domaine est vide).

Posons E := {c € [a,b] : f estbornée sur [a,c]}, alors E est non-vide (puisque a € E) et
majorée (par b).

20n sait que a € E et que ¢ est un majorant de E, donc a < ¢. On sait aussi que b est un majorant de E et que
c est le plus petit des majorants de E, donc ¢ < b.
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Ainsi M := sup(E) est bien défini et on vérifie aisément que [a, M[C E C [a, M] C [a, b].
Puisque f est continue en M, il existe # > 0 tel que

Vx €la,b], [x-M[<n = [f(x)-f(M)| <L

Montrons dans un premier temps que E = [a, M.

Soit x € [max(a, M — ), M] alors |x — M| <ngetdonc f(M)—1< f(x) < f(M)+ 1.

Ainsi f est bornée sur [max(a, M — n), M.

Puisque f est aussi bornée sur [a, max(a, M — 1)], on a bien montré que f est bornée [a, M].

Montrons maintenant que M = b en supposant par I'absurde que M < b.

Posons 6 := min(y,b — M) > 0.

Soitx e [M,M +6]alors |x—M|=x—M <5<netx€labl.

Donc f(M)-1< f(x) < f(M)+ 1.

Ainsi f est bornée sur [A, M] et sur [M, M + §] et donc sur [A, M + §].

Donc M + 6 < sup(E) = M, d’ot1 une contradiction. [ |

Remarque 4.12. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, le lemme énonce qu’une
fonction continue envoie un segment, i.e. un intervalle fermé et borné, sur un intervalle bor-
né.

L'hypothese “fermé” est importante, il est en général faux qu'une fonction continue envoie
un intervalle borné sur un intervalle borné.

Par exemple, 'image de ]0, 2[ par f(x) = % est ]1/2, +ool.

Démonstration du théoréme de Weierstrass.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment ot a < b.

D’apres le lemme précédent, E := {f(x) : x € [a,b]} est majoré. De plus E est clairement
non-vide. Donc M := sup(E) est bien défini.

Supposons par I'absurde que M ¢ E.

Alors g(x) = est bien définie et continue sur [a, b].

Soit A > 0.

Par définition de la borne supérieure, il existe x € [a, b] tel que M — % < f(x),1i.e. g(x) > A.
Ainsi g est une fonction continue sur un segment qui n’est pas majorée, d’ott une contradic-

tion avec le lemme précédent.

1
M-f(x)

Donc M € E etil existe alors d € [a, b] tel que f(d) = M. Ainsi, Vx € [a,b], f(x) < f(d).
En considérant — f, on obtient qu'il existe ¢ € [a, b] tel que Vx € [a,b], f(c) < f(x). |

Remarque 4.13. Le théoréme de Weierstrass énonce qu'une fonction continue sur un seg-
ment est bornée et atteint ses bornes.

Combiné avec le théoreme des valeurs intermédiaires, on obtient que I'image d’un segment
par une fonction continue est un segment.

Attention, cela ne signifie pas que f([a, b]) = [f(a), f(b)] ou f([a,b]) = [f(b), f(a)].

Par exemple, sin([0, z]) = [0, 1] mais [sin(0), sin(x)] = {0}.

Le théoreme de Weierstrass énonce seulement que si f est continue sur [a, b] alors il existe
a,p € Rtels que a < et f([a,b]) = [a, fl.

4.3 Théoreme de la bijection

Théoreme 4.14 (Théoréme de la bijection, version continue).
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. On définit fiI-fd) par fx) = f(x).
Si f est continue et strictement monotone alors :
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1. f(I) est un intervalle,
2. f est bijective,
3. f!est strictement monotone de méme monotonie que f,
4. f~1 est continue sur f(I).

Démonstration. Quitte a appliquer raisonnement a —f, on peut supposer que f est stricte-
ment croissante.

1.
2.

C’est une conséquence immédiate du théoréme des valeurs intermédiaires.

On sait déja que f est surjective.

Supposons par ’absurde que £ ne soit pas injective alors il existe x;, x, € I avec x; < x,
et f(x;) = f(x,). Ce qui contredit la stricte monotonie de f.

Donc f est bijective.

Soient y,, y, € f(I) tels que y; < y,.

Supposons par 'absurde que /~'(y;) > 7~ (3,).

Alors, par monotonie de f, y; = f (f_l(y1)) > f (f_l(yz)) = y,, d’ot1 une contradic-
tion.

Ainsi f'(yp) < F7 ()

Donc f ~! est strictement croissante.

Soient y, € f(I) et e > 0. Posons x := f‘l(yo).

On suppose dans un premier temps que x, n’est pas une extrémité de /. Ainsi il existe
a > 0 tel que Jxg — a, xo + a[C 1.

Posons £ := min(a, €), alors

|/ ) = x| <€ e Fxg=8) <y < Flxg +8).

Puisque x, — € < x(, par monotonie de f, on obtient que 7, := Fxg) = flxg—&) > 0.
De méme, n, == f(xo + &) — f(xy) > 0.

Posons # := min(y;,1,) > 0.

Soit y € f(I) tel que |y — yo| < 1, alors

fGo—8)=yo—m <yg—n<y<yg+n<yy+m=f(xy+8&.

Par monotonie de f~!, il vient xp—€ < oy < xo+£€ etdonc |f~_1(y) - f_l(y0)| <&Le.
On a bien montré que

Yy € fI), Ve >0,3n>0, ly—y| = |/ - F'0p)| <e.

Lorsque x, est une extrémité de I, on peut adapter le raisonnement précédent en ne
considérant qu'un seul des deux réels #; et 7,. [

Remarque 4.15. Puisque y = f(x) © x = f “1(y), le graphe de f ~1 g'obtient en faisant la
symétrie du graphe de f par rapport a la premiére bissectrice y = x.

TODO : Exemple+dessin

4.4

Caractérisation séquentielle de la continuité

TODO : Déplacer dans le chapitre sur les suites quand il sera rédigé

On rappelle qu'une suite (x,,)

tend vers a € R, noté lim x, = a, si

>
n=no n—+o0o

Ve>0,AN €N, Vn>ny,n> N = |x,—a| Le.
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Cela signifie qu’étant donné n’importe quel € > 0 (aussi petit soit-il), il existe un rang a partir
duquel les termes de la suite (x,,) se situent tous dans la bande horizontale infinie de hauteur
2e centréeen y = a.

0+ & [amae e s e e o e O T T e T

a—€fF——-—-=-=-=-=-== e it it it

1
Exemple 4.16. Montrons que pour tout a > 0, lir_P an = 1.
n—+00
e Premier cas:a > 1. Soit € > 0.
Comme R est archimédien, il existe n € N tel que npe > a — 1.
Soit n > ny, alors, d’apres 1'inégalité de Bernoulli (cf Exemple 1.86), on a

1 n 1
a=<1+an—1> Zl+n<an—1>

a—lSa—l
n no

1 1
aﬁ—l‘aﬁ—ls <e.

1
e Deuxiéme cas:a = 1. Alors Vn € N\ {0}, an = 1.

e Troisiéme cas : a < 1. Alors, d’apres le premier cas,
! 1 1

lim an = lim —— =
n—+0o n—+o0o (l/a)l/” 1

Proposition 4.17. Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle et a € 1. Alors f est
continue en a si et seulement si pour toute suite (x,), tendant vers a, la suite f(x,) tend vers f(a).

Démonstration. Supposons que f soit continue en a et que (x,,),», tende vers a.

Soit € > 0.

Par continuité de f ena,ilexisten > OtelqueVx € I, |[x —a| <y = |f(x) — f(a)| <e.
Comme (x,), tend vers g, il existe N € N, telqueVn > ny, n > N = |x, —a| <n.
Donc pourn > N,ona |f(x,) — f(a)| Le.

On a donc bien montré que

Ve>0,AIN eN,Van>ny,n > N = |f(x,) — f(a)| Le.

Montrons désormais la réciproque par contraposée.

Supposons que f ne soit pas continue en a. Alors il existe € > 0 tel que pour tout n € N~ {0},
il existe x,, € I vérifiant |x, — a| < % et |f(x,) — f(a)| > €.

On a donc bien construit une suite (x,) qui tend vers a mais tel que f(x,) ne tende pas vers

f(a. ]

TODO : Utile pour montrer qu’une fonction n’est pas continue; exemple !
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4.5 Exercices

TODO
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5 Dérivabilité

5.1 Définition et premieres propriétés

Définition 5.1. Soient f : D — R une fonction définie sur une partie D C R et a un point
non-isolé’! de D. On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe et est finie :

lim JS(x)— f(a)
x—a X —a
Elle est alors notée f'(a).

La fonction définie par D\ {a} > x % € R s’appelle le taux d’accroissement de f
en a. La dérivée de f en a est donc la limite du taux d’accroissement lorsque x tend vers a.

Puisque la sécante passant par (a, f(a)) et (b, f(b)) admet pour équation

_ fb) - f(a)
y A
b—a
f estdérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f(a)) et (x, f(x)) tendent vers
une droite non-verticale T, lorsque x tend vers a. On appelle alors cette droite la tangente de

f en a. Si elle existe, la tangente de f en a passe par (a, f(a)) et est de pente f'(a); ainsi elle
admet pour équation

(x—a)+ f(a),

y=fla)x—a)+ f(a)

S ()

f(a

QF---

~_

T,:y=f'(ax-a)+ f(a)

Géométriquement, f n’est pas dérivableen a:
e siles sécantes ne tendent pas vers une droite (par exemple, si elles tendent vers deux
droites différentes a droite et a gauche en présence d’un pic sur le graphe de f en a);

ZCela signifie que a € D et que a est adhérenta D {a};
autrement dit que a € D et que Ve > 0, ([a —€,a+ el N D)~ {a} # @.
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e ou si les sécantes tendent vers une droite verticale (i.e. une tangente de pente infinie).

fla+h - fa)

Remarque 5.2. On vérifie aisément par un changement de variable que la limite }lin% Y

existe et est finie si et seulement si la limite lim S - f@ existe et est finie. Dans ce cas, on
X—a X —a
a de plus
Fa = tim A S@ L fat b = @
x—a X —a h—0 h

Proposition 5.3. Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Démonstration. Supposons que f soit dérivable en a. Alors

=@+ =022 — @10 1@ = s

Donc f est continue en a. |

Remarque 5.4. La réciproque du résultat précédent est fausse.

Prenons par exemple f : R — R définie par f(x) = |x| alors f est continue en 0 mais f n’est
pas dérivable en 0.

En effet, )%1_%1 |x| = )11_{1({)1 —-x=0, }1_%1 |x| = J}1_{1(()1 x =0, et |0] =0;d ot la continuité de f en 0.

x<0 x<0 x>0 x>0
X X
Mais lim I lim —1=-1et lim I _ lim 1 = 1. Donc f n’est pas dérivable en 0.
x—=0 X x—0 x—=0 X x—0
x<0 x<0 x>0 x>0

Définition 5.5. On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable en chaque point de D.
Dans ce cas, la fonction f' : D — R définie par x — f'(x) est appelée dérivée de f sur D.

Proposition 5.6.
(i) La fonction constante f : R — R définie par f(x) = c est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 0.
(it) La fonction identité f : R — R définie par f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

R R
(iii) La fonction f : N : Y oil n € N, est dérivable sur R de dérivée f'(x) = nx""\.
0’ + R 7z . s . z .
(iv) La fonction f : [0, +eol = est dérivable sur 10, +oo[ de dérivée f'(x) = L 1nais
x - \/; 2¢/x
n’est pas dérivable en 0.
R~ {0} —

(v) La fonction inverse f : est dérivable sur R ~ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

X g

% 1— A
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Démonstration.

(i) Soita € R, alors
h—0 h h—0 h h—0

(ii) Soit a € R, alors

hmw =hma+—h—a =liml=1
h—0 h h—0 h h—0

(iii) Soita € R,sin =0oun = 1, c’est exactement les points précédents sinon si n > 2 alors

Z <Z>akhn—k —a"
limf(a+h)—f(a) (a+h)"—a I k=0

= lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
n—2
Z <n)akh"_k +nd" "h+d - d"
-\ k
= lim =0
h—0 h

(iv) Soit a > 0, alors

i f =@ _ VX—a

X—a X —a X—a X —a

- V8 (V)
xoa (x—a)<\/;+ \/E)

= lim x—a
xoa (x—a)(\/;+ \/E)
= lim 1

x—a \/;4‘\/5
1
Ve

Remarquons que la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 puisque :

Cf-fO) WX
Iim ——————— = lim — = lim — =4
x—0*t x—0 x—=0t X x—0t \/;
(v) Soita € R~ {0}, alors
1 1 a—(a+h)
h=0 h >0  h =0 h h—0 a(a+ h) a?



74 5. Dérivabilité J.-B. Campesato

Proposition 5.7. Soient f,g : D — R dérivables en a € 1, alors :
(i) f + gestdérivableen aet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
(ii) Af est dérivable en a et (Af) (a) = Af'(a)oul 1 € R,

(iii) fg est dérivableen aet (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

L 1 ot déri 1 (@)= 2@
(iv) sig(a) # 0alors p est dérivable en a et <g> (@) = (e@)’

/
(v) si g(a) # 0alors ﬁ est dérivable en a et (é) (a) = W.

Démonstration.
Montrons (i) et (ii) :

y (Af(x)+g(x) — (Af(a) + gla) .. < Sx)— fla)  gx)—gla)
im =lim|( A +

x—a X—a x—a

) = if'(a) +¢'(a).

X —a X —a
Montrons (iif) :

i L 08) — fla)gla) _ . F(X)g(x) — f@)s(x) + f(a)g(x) — fla)g(a)

li li
x—a X —a x—a xX—a
T fx) = f(a) g(x) — g(a)
= lim (—x — g0 + f@E )
= f(a)g(a) + f(a)g'(a).
Montrons (iv) :
1 1
xwa x—a  x-a gogla)  x-—a gay
Pour montrer (v), il suffit de remarquer % = f(x)- $ et d’utiliser les deux derniers points.

Proposition 5.8. Soient f : D — Retg : E — Rdeux fonctions telles que D, E C RetIm(f) C E.
Si f est dérivable en a € D et si g est dérivable en f(a) alors g o f est dérivable en a et
(g° )@ =g'(f@)f (a).
Démonstration. Posons
flath—f(a@) _ ¢ :
el<h>={ o @ ShEl
0 sinon

alors }lin?)el(h) =0et f(a+h) = f(a)+ hf'(a) + he (h).

Fosons s @+h-g(f(@) _ 1 :
ey(h) = { EEEEETE g (@) sih#0
0 sinon
alors lim e,(h) = 0 et g(f(a) + 1) = &(f (@) + hg'(f (@) + hey(h).
Ainsi

(8o f)a+h)=g(f(a+h)=g(f(a)+hf'(a)+ he (h)
= g(f(@) + (hf'(a) + he (M)g' (f (@) + (hf'(a) + he | (W)ey(hf'(a) + he (h)).

D’ou
o h) — o
(g f)at Z €270 _ (1/(a) + £,(h)E (@) + (@) + £, (W)ex(h (@) + he ().
En passant a la limite, on obtient
o h) — °
i €D =IO _ 117y
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5.2 Version dérivable du théoréme de la bijection

Le théoreme de la bijection, voir Théoréme 4.14, énonce qu’une fonction continue et stric-
tement monotone sur un intervalle admet une réciproque sur son image. Si la fonction est de
plus dérivable de dérivée non-nulle, alors cette réciproque est aussi dérivable.

Théoréeme 5.9 (Théoréme de la bijection, version dérivable). Soit f : I — R une fonction
définie sur un intervalle I. On définit f : I — f(I) par f(x) = f(x).
Si f est continue et strictement monotone alors :

1. f(I) est un intervalle,

2. f est bijective,

3. f 1 est strictement monotone de méme monotonie que f,

4. f~V est continue sur f(I),

5. Si f est dérivable en a € I et f'(a) # 0 alors f~' est dérivable en f(a) et

1
fl(@)

VEGOE
Démonstration. On notera abusivement f~! pour f -1, Alors

o-r'@  f-a

y=f@ o) - f@
On obtient par continuité que 115(1(1 ) ') = f~Uf(a) = a, doy, par changement de va-
y=f(a
riable,
[TWO-f@) o u—a 11
im = lim = lim = )
y—f(a) y—f(a) u=a f(u) = f(a) u—a [WZJ@ — f'(a)

5.3 Extrema

TODO : et puis simplifier la démonstration de Rolle

5.4 Théoréme des accroissements finis et conséquences
5.4.1 Les théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme 5.10 (Théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — Rou a < b. Si f est continue sur [a, b],
dérivable sur la, b[ et si f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. D’apres le théoreme de Weierstrass (cf4.10), f est bornée et atteint ses bornes.
Notons m (resp. M) le plus petit (resp. grand) élément de f([a, b]).
e Sim = M alors f est constante et f' = 0.
e Sim < M alors on ne peut pas avoir en méme temps f(a) = met f(a) = M.
Supposons pour fixer les idées que f(a) = f(b) # M.
Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = M puisque M est atteint par f.
Soit h tel que ¢ + h € [a,b] alors f(c+ h) < M = f(c),ie. f(c+ h)— f(a) <0. Ainsi

f(c) = %i_r)g)l w >0 et f'(c) = %E:())l w <0.
< >

Donc f'(c) = 0. [ ]
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Le théoreme de Rolle énonce que si une fonction dérivable sur un intervalle prend la
méme valeur en deux points distincts alors il existe au moins un point ot sa tangente est
horizontale.

> X
a S (%) 3 b

Le théoreme de Rolle est un cas particulier du théoreme suivant ott I'hypothése f(a) = f(b)
n’est pas nécessaire.

Théoreéme 5.11 (Théoréme des accroissements finis). Soit f : [a,b] - Rou a < b.

b) —

Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur a, b alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = w.
—da

Démonstration.
f()— f(a)

Définissons ¢ : [a,b] = R par ¢(x) = f(x) — Py

x alors ¢ est continue sur [a, b],
dérivable sur ]a, b[ et p(a) = @(b).

Donc, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) =0, i.e.

f(®) - f(a)

=0.
b—a

-
u

o Interprétation physique. Le théoreme des accroissements finis énonce qu’il existe un mo-
ment otl la vitesse instantanée coincide avec la vitesse moyenne.

o Interprétation géométrique. Le théoréeme des accroissements finis énonce qu’il existe un
point ¢ €]a, b[ tel que la tangente en ¢ est parallele a la sécante entre (a, f(a)) et (b, (b))

. . A 1y = SO)—f@)
puisque ces droites ont alors méme pente f'(c) = P

a o b a ¢ ‘1 b a b

Corollaire 5.12 (Théoreme des accroissements finis généralisé).
Soient f,g : [a,b] > Rou a < b.
Si f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(e)(gd) — g(a) = g’ ()(f(b) — f(a)).
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Démonstration. On définit ¢ : [a,b] — R par

p(x) = (f(x) = f(a)(g(b) — g(a)) — (g(x) — g(@)(f(b) — f(a)).

Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie ¢p(a) = @(b) = 0.
Donc, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) =0, i.e.

f(e)(gd) - g(@) — &' ()(f(b) — f(a)) = 0.

5.4.2 Application a I’étude des variations d’une fonction dérivable sur un intervalle

Proposition 5.13. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur i,
alors

(i) Vx e I, f'(x) =0 & f est constante sur I
(i) Vx € I, f'(x) > 0 f est croissante sur I
(iii) Vx € I, f'(x) > 0 = f est strictement croissante sur I
(iv) Vx € I, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
(v) Vx € I, f'(x) < 0= f est strictement décroissante sur I

Démonstration.

Motrons (7). Si f est constante alors on a déja montré que Vx € I, f'(x) = 0.

Montrons la réciproque. Soient a, b € I tels que a < b alors, d’apres le théoréme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b —a)f'(c) = 0 donc f(b) = f(a).

Montrons (ii). Supposons que f soit croissante. Sia € I alors f'(a) = lim s w > 0.
h

>
Réciproquement, supposons que f’ > 0. Soient a, b € I tels que a < b. Alors, d’apres le théo-
réme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b —a)f'(c) > 0. Donc

f®) z f(a).
Les autres points se démontrent de la méme fagon. n

Remarque 5.14. La réciproque des points (iii) et (v) est fausse.
En effet, si on définit f : R - R par f(x) = x? alors f est strictement croissante sur R mais

' =0.

Remarque 5.15. L'hypothése que le domaine est un intervalle est primordiale, comme on
-1 six<0

peut le constater avec f : R~ {0} — R définie par f(x) = { | six>0°
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5.5 Exercices

TODO TODO : Théoréme de Darboux
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6 Convexité

TODO
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7 Suites et séries numériques

TODO : démontrer Bolzano—Weierstrass et rajouter nested intervals TODO : déplacer la carac-
térisation séquentielle de la continuité ici TODO : ne pas oublier transformation d’Abel !



J.-B. Campesato Université d’Angers — Analyse approfondie 81

8 Continuité uniforme

8.1 Définition et lien avec la continuité

Définition 8.1. Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D C R.
On dit que f est uniformément continue si

Ve >0, 3dn >0, Vx,x, € D, |x1 —x2| <n = |f(x1)—f(x2)| <€

Remarque 8.2. La définition de la continuité uniforme ressemble a celle de la continuité.
Comparons attentivement ces deux définitions.
On dit que f est continue si

Ve>0,Vx; €D, 3n>0,Vx, €D, |x; —x;| <n = |f(x) - f(xp)| <e.
On dit que f est uniformément continue si
Ve>0,3n>0,Vx; €D,Vxy €D, |x; —x;| <n = |f(x) — f(xp)| <e.

La seule différence est que le quantificateur universel sur x, et le quantificateur universel sur
n sont permutés. Ainsi n peut déprendre de x; pour la continuité alors que pour la continuité
uniforme il est nécessaire de trouver un # convenant pour tous les x; du domaine, c’est-a-dire
que le choix de 5 doit étre indépendant de celui de x;.

Le terme uniforme signifie que n ne dépend que de ¢ et est indépendant de x; ; on peut utiliser
le méme 7 pour tous les x;.

En particulier, la continuité est une notion locale (i.e. qui dépend du comportement de la
fonction au voisinage du point considéré) alors que la continuité uniforme est une notion
globale (i.e. qui dépend du comportement de la fonction sur tout son domaine).

Exemple 8.3 (Interprétation graphique).

La fonction suivante est continue mais n’est pas uniformément continue.

Etant donné ¢ > 0, on remarque que plus on regarde a droite, plus il est nécessaire de choisir
un 5 petit afin que le graphe ne quitte pas le rectangle obtenu par le haut ou par le bas. Ainsi,
on ne peut pas choisir # uniformément sur le domaine, c’est-a-dire indépendamment de x;.

y y

2¢ ]

2¢ ]

Exemple 8.4 (Interprétation graphique).

La fonction suivante est uniformément continue. En effet, lorsque 1'on fixe € > 0 (i.e. la hau-
teur du rectangle), aussi petit soit-il, on peut toujours trouver n > 0 (i.e. la largeur du rec-
tangle) de sorte qu’en centrant le rectangle n’importe ou sur le graphe alors ce dernier ne
quitte jamais le rectangle par le bas ou par le haut.
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y

La proposition suivante se déduit aisément de la remarque ci-dessus.
Proposition 8.5. Une fonction uniformément continue est continue.
La réciproque de cette proposition est fausse, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 8.6. La fonction f : R — R définie par f(x) = x* est continue mais pas uniformé-
ment continue.

Néanmoins, le théoreme suivant nous assure que la continuité et la continuité uniforme
coincident pour une fonction définie sur un segment.

Théoréme 8.7 (Théoreme de Heine). Si une fonction f : [a,b] — R définie sur un segment est
continue, alors elle est uniformément continue.

Montrons d’abord le lemme suivant qui stipule que de tout recouvrement d’un segment
par des intervalles ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement par un nombre fini d’in-
tervalles. Ce résultat permet de simplifier la démonstration du théoreme de Heine, ainsi que
d’autres démonstrations (notamment les démonstrations du Lemme 9.30 et du Théoréme
9.33 dans le chapitre sur I'intégration).

Lemme 8.8 (Propriété de Borel-Lebesgue®?).

Soit (I,),ep une famille d’intervalles ouverts telle que [a, b] C U I,o01a<b.
AEA
Alors il existe une partie finie A" C A telle que [a, b] C U I,
AEN’

Démonstration. Considéronsl’ensemble A des x € [a, b] tels que [a, x] admet un sous-recouvrement
fini, i.e.

A= {x € [a,b] : 3A" C A finie telle que [a,x] C U 1,1} .

AeN!

Alors a € A etdonc A # @. En effet, puisque a € [a,b] C |J,cp I, il existe 1€ A tel que
a € I;etalors [a,a] = {a} C I3.
De plus, A est majoré par b. Donc A admet une borne supérieure S := sup(A). Supposons
par 'absurde que S < b. Alors, puisque S € [a, b], il existe 1 € A tel que S € I;. Puisque I}

20n dit qu'un segment est compact, notion que vous étudierez en topologie.
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est un intervalle ouvert, il existe € > 0 tel que [.S —¢,S +¢] C I;.
Par définition de la borne supérieure, il existe x € A tel que .S — € < x. Donc, par définition
de 4, il existe une partie finie A’ C A telle que [a, x] C U I,.
AEN!
Posons b’ := min(S + €, b) alors b’ € [a, b] et

la,61=[a,x]1Ulx, b1 Cle,x]UlS —&,S+elc | I
AENU{ 1}

Donc b" € A, d’oti une contradiction puisque b’ > .S = sup(A). Donc sup(A) = b.

I reste a montrer que b € A : pour cela, on peut raisonner comme ci-dessus.

Puisque b € [a,b] C |J;cp I, il existe 1 € A tel que b € I;.

Comme [; est un intervalle ouvert, il existe e > O tel que [b—€,b+ €] C I3.

Puisque b — € < b = sup(A), il existe x € A tel que S — € < x. Par définition de 4, il existe une
partie finie A" C A telle que [a,x] C U I,. Ainsi [a,b] C U I, [ |

AEN! AEA'U{ A}

Démonstration du théoreme de Heine 8.7 en utilisant la propriété de Borel-Lebesgue.
Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur un segment.
Soit € > 0. Pour tout A € [a, b], puisque f est continue en 4, il existe n; > 0 tel que

Vx €la,b], x— il <ny = |f(x0) = fD] < %

Puisque [a,b] C U A— ﬂ, A+ ’1—; [, on déduit de la propriété de Borel-Lebesgue qu’il

A€la,b] 2
existe Ay,..., 4, € [a, b] tels que
" n, n,
,b] C A== A+ —=|. 3
[a ] leJl 1 2 1 2 [ ( )
Posons 7 := %min(n,ll, sy )

Soient x, x, € [a, b] tels que |x; — x,| < 7.
D’apres (3),il existe i € {1,...,n} tel que x; € ]/Ii - %,Ai + %[
LRSS rli
Dot |x; — 4] < % <ny et]xy — A4 < lxp —xq |+ |xp — 4l <n+ %m[ <y,
Donc | f(x1) = fO)I S 1f ) = O+ 1f(x) = fUNI S 5+ 5 =&
On a bien montré que
Ve >0,3n>0,Vx;,x; €[a,bl, |x; — x| <1 = [f(x) — f(x)] L&,

i.e. que f est uniformément continue. n

On peut aussi démontrer directement le théoréme de Heine, sans passer par la propriété
de Borel-Lebesgue et en utilisant directement la propriété de la borne supérieure :

Démonstration du théoréme de Heine 8.7 via la borne supérieure.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.
Soit € > 0. Considérons

A= {xe[a,b] DA >0, Vx),xy €la, x], |x; — x| <1 = | f(x)) — f(xy)] Se}.

Alors A # @ puisque a € A et A est majoré par b. Donc A admet un supremum .S := sup(A).
Puisque a € A et que b est un majorant de A,onaa <5 < b.
Supposons par I'absurde que .S < b.



84 8. Continuité uniforme J.-B. Campesato

e Par continuité de f en S, il existe #; > 0 tel que

Vx € [a,b], |x =S| <n = |f(x)=f(S) <

WM

e Par définition de §, il existec € Atel que S — 5, <c < S
alors, puisque ¢ € 4, il existe n, > 0 tel que

&
VX, Xy €la,cl, |xy— x| <mp = |f(x)) = fxp)] < 3
Posons 5 := min(#;, #,) > 0 et notons b := min(b, S + np)-
Soient x;, x, € [a, b] tels que |x; — x,| <7,

® sixy,xy <calorsxy,x, €[a,clet|x; —x,| <n <y, dou|f(x)— f(x)] <5 <¢;

£
3
e sixy,x, > calors |x; — S| <n,dou

|f e D)=F G = [f(x)=F(+F(S)=F )l < [fx)=F(I+f (x)=F(S)] < §+§ <sg

e six, <c < xalors, puisque |x; —¢| < |x; — x| <y <y, [c =S| <net|x; =S| <n,
ona

| f ) = fODl = 1f(x) = f(e)+ f(e) = f(S)+ f(S) = f(x)l
S|fG) = F@OI+1f(©) = FOI+1(S) = fx)l
<fi+f4f-g

3 3 3

On a montré que

>0, Vx),x; € [a, D], |x; —x3| <7 = [f(x)) = f(xx)| < €

ie.be A.Or sup(A) =5 < b, d’ott une contradiction. Ainsi sup(A) = b.
En raisonnant comme ci-dessus (en utilisant la continuité en b), on montre que b € A. |

TODO : Lorsque la section sur les suites sera rédigée, ajouter démonstration séquentielle
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8.2 Exercices

Exercice 1. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que Vx|, x, € I, | f(x1) — f(xp)| < k|x; —x,].
Montrer que si f est lipschitzienne alors f est uniformément continue.

Exercice 2. Soit f : I - R une fonction dérivable sur un intervalle I.
Montrer que si f’ est bornée alors f est uniformément continue.

Exercice 3. Soit f :]a, b[— R une fonction définie sur un intervalle ouvert oia € Retbh €
RU {+00}.
1. Montrer que si f est uniformément continue alors lim+ f(x) existe (et est finie).
X—a

2. Montrer que si la limite lim f(x) n’existe pas ou n’est pas finie alors f n’est pas uni-

X—a
formément continue.

Exercice 4. Soit f : [0, +oco[— R une fonction.
1. Montrer que si f est uniformément continue alors 3a,b € R, Vx € [0, +oo[, f(x) <
ax + b.
Remarque : cela reste vrai si le domaine est | — oo, 0] mais pas si le domaine est la droite réelle
R toute entiére puisque f(x) = |x| est uniformément continue sur R mais n’est pas majorée par
une fonction affine.

X
2. Montrer que si 111_11 A = +oo alors f n’est pas uniformément continue.
X—>400 X

o () . . .
3. Montrer que si lim —— = —oo alors f n’est pas uniformément continue.
x—>+00 X
Exercice 5. Soit f : I — R une fonction continue, monotone et bornée ot I est un intervalle.

Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 6. Soit f : [a,+c0) — R une fonction.
Montrer que si f est continue et si lirf f(x) =7 € R alors f est uniformément continue.
X—>1+00

Exercice 7.
1. Montrer que x2 : R - Rnest pas uniformément continue.

Montrer que tan : ]—% % [ — R n’est pas uniformément continue.

Montrer que i 110, +00[— R n’est pas uniformément continue.
Montrer que exp : R — R n’est pas uniformément continue.
Montrer que exp : [—n, vV 42] — R est uniformément continue.

Montrer que \/_ : [0, +co[— R est uniformément continue.
Montrer que \3/— : R = R est uniformément continue.

Montrer que sin : R — R est uniformément continue.

Montrer que sin(1/x) :]0, 1[— R n’est pas uniformément continue.
Montrer que sin(x?) : R — R n’est pas uniformément continue.

Indice : on peut vérifier que lirp < nw + % - \/l’lﬂ') =0.
n—-100

O PN G e» N

—_
e

Exercice 8. Soient f,g : I — R deux fonctions bornées et uniformément continues sur un
intervalle.

1. Montrer que fg est uniformément continue.

2. La conclusion reste-t-elle valide si f et g ne sont pas bornées?
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Exercice 9. Soit f : R — R une fonction périodique continue.
1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 10. Soit f : [0, +oo[— R une fonction uniformément continue.
1. Montrer quesi lim f(n) =+ alors lim f(x) = +o0.
Non—+oo X—>+00

2. L'énoncé précédent reste-t-il vrai si 1'on suppose la fonction seulement continue (au
lieu de uniformément continue)?

Exercice 11.
1. Montrer que la propriété de Borel-Lebesgue n’est plus vraie si on remplace [a, b] par
un intervalle ouvert.
2. Montrer que la propriété de Borel-Lebesgue n’est plus vraie si les intervalles de la fa-
mille (1;),cA ne sont pas ouverts.

Exercice 12. TODO : conséquences de Borel-Lebesgue
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9 Intégration

9.1 Sommes de Darboux & intégrales inférieure et supérieure

Définition 9.1. Une subdivision P d’un segment [a, b] est la donnée® d’une suite finie de [a, b]
qui est strictement croissante, dont le premier élément est a et dont le dernier élément est b.
On note une subdivision de la fagon suivante :

P={a=xy<x <+ <x,=0b}.

Intuitivement, on a scindé [a, b] en un nombre fini de segments qui ne s’intersectent qu’aux
bords :

b : : f P
Xp=a Xy X2 X3 Xp—1 X

Définition 9.2. Soient f : [a, b] - R une fonction bornée et P = {a = xy < x| < --- < x,, = b}

n
une subdivision de [a, b].
On définit la somme de Darboux supérieure de f selon P par

Up(f) = Z((xk_xk—l) sup f)

k=1 [X—1-%]
et la somme de Darboux inférieure de f selon P par

n
Lp(f) = Z (X = Xg—y) _inf f ).
- [xg—1-Xk]
k=1
Sur le dessin ci-dessous, la somme de Darboux supérieure correspond a 1’aire représentée
en gris (clair et foncé) et la somme de Darboux supérieure correspond a 'aire représentée
en gris foncé (seulement).

X X X X X

0 1 2 3 4

Remarque 9.3. L'hypothese ” f est bornée” est importante pour s’assurer que les sommes de
Darboux sont bien définies. En effet, les bornes supérieures et inférieures considérées existent
alors par la propriété de la borne supérieure.

Proposition 9.4. Soit f : [a, b] — R une fonction bornée. Alors, pour toute subdivision P de [a, b],
ona Up(f) > Lp(f).
Démonstration.

wm=20me>m>0

k=1 [xp—1-xk]

> Z ((xk — xp_y) inf f) puisque sup f >inf f et x;, —x;,_; >0
= [xge—15X ]

= Lp(f)

BFormellement, ’est une partie finie de [a, b] contenant a et b.
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Définition 9.5. Soient P et Q deux subdivisions de [a, b]. On dit que Q est plus fine que P si
P cCO.

Pt
O

Proposition 9.6. Soient P et Q deux subdivisions de [a, b]. Si Q est plus fine que P alors

Up(f) <Up(S)

et

Lo(f) = Lp().

Démonstration. Par récurrence, il suffit d’étudier le cas d’une subdivision d’un intervalle en
deux intervalles. Soit ¢ €]x;_;, x,[, alors

(xk—xk_l) sup f=(xk—c+c—xk_1) sup f

[xk_l,xk] [xk—l’xk]
=(c—xy_y) sup f+(xy—c) sup f
[Xk—1-%] [Xk—1-%]
2(c—xp_y) sup f+(x—c)sup f.
[xg—1.c] [e.xy ]
L'inégalité pour les sommes de Darboux inférieures se démontre de fagon similaire. u

Proposition 9.7. Soient P et Q deux subdivisions de [a, b], alors Lp(f) < Up(f).

Démonstration. En effet, si on pose R := P U Q alors R est plus fine que P et que Q, donc

Lp(f) < Lg(f) SUR(S) < Up().

Définition 9.8. Soit f : [a, b] — R une fonction bornée.
On définit I'intégrale inférieure de f par

b
/ f=sup{Lp(f) : P subdivision de [a,b]}

et I'intégrale supérieure de f par
—b
/ f=inf {Up(f) : P subdivision de [a,b]} .
a

Sommes de Darboux inférieures Sommes de Darboux supérieures

b —b
LI s [ f
> ¢
Raffinement de P Raffinement de P

Définition 9.9. Soit P = {a = x; < x; < :- < x,, = b} une subdivision de [a, b].
Le pas de P est la plus grande des longueurs des segments de la subdivision :

[IP]| = max {xl — Xy Xg = X[5 ooy X — xn_l} .
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Proposition 9.10. Soient f : [a,b] — R une fonction bornée et (P,),cn une suite de subdivisions
vérifiant lirP [|P,|l = 0. Alors
n—1+00

—=b b
Jim Up = [ et i L ()= [

—b
Démonstration. Nous montrons que lier Up (f) = / f, le cas des sommes de Darboux
n—+o0o n

a
inférieures se démontrant de facon similaire.

Soit € > 0. Puisque jab f :=inf {UP( f) : Psubdivision de [a,b] }, il existe une subdivision Q

de [a, b] telle que 7; f+ % > Up(f)-
Puisque lian [IP,]| =0,il existe N € N tel que

E

VneN, n> N = ||P,]| < ———
nEmn Bl < Tt

ol M :=sup |f| et m:=|Q| (i.e. m — 1 est le nombre d’intervalles composant Q).
[a,b]

Soit n € Ntel que n > N.Posons R:= P, U Q.
Notons R = {a =xy <x; < <x,=b}et P, ={a=x; <x; <. <x; =b} de sorte que
{0=ip<i;<--<ig=r}C{0,1,...,r}. Alors

s iy

Up () =Ur(f)=D D (y=x_)| sup f— sup f

k=11I=ij_;+1 Xy %] -1

ix
= Z 2 (xl—xl_l) Sup f— Sup f
k=l,...s  I=ig_;+1 iy Xip ] -1/
]xik_l,x,«k[ﬂQ#@

ix
2 (x; = x;-1)2M

k=1,...s  I=i_;+1

A
™M

]xik_l,x,«k[ﬂQ#@
= (x;, = x;,_)2M
k=1,..., s
]x,-k_1 Xiy [NO+#D
< ) lpleM
k=1,..., s
]x,~k_1 Xig [NO#D
<P2Mm
<&
2
Ainsi b
€ €
/ f+5> Up) 2 U(H) 2 Up ()= 5
a
et donc

—=b

osupn(f)—/ f<e.

On a bien montré que Ve >0, AN e N, VneN, n > N = |Upn(f)—]abf| <e. [ |
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Proposition 9.11 (Relation de Chasles pour les intégrales inférieures et supérieures).
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et ¢ € [a, b], alors

b c b —b —c
[r=]1+[71 /f= f+/f-
—a —a =—C a a c
Démonstration. Soit P une subdivision de [a, b]. On définit** P := P U {c}.
Notons P = {a=x, < x; < ... <x, = b}.Soit/ € {0, ...,n} tel que x; = c. Alors

Up<f>zUp<f)=Z<<xk—xk_l>[sup ]f>+ ¥ <<xk—xk ) sup f) / f+/ f.
k=1 Xk—1-Xk k=i+1 [Xg—1-%]

- —b . Lo N
Donc /: f+ /c f est un minorant des sommes de Darboux supérieures de f. Il reste a mon-
trer que c’est le plus petit.

Soit € > 0. Alors f: [+ % > ]: f et donc fac f+ % n’est pas un minorant des sommes de
Darboux supérieures. Ainsi, il existe une subdivision P; = {a = xy < x; < - < x, = ¢} de
[a, c] telle que

Up () </ +E

De méme, il existe une subdivision P, = {¢ = yy < y; < ---y,, = b} de [c, b] telle que

—=b
Un) < [ 145

Considérons la subdivision P = {a = xy < x| < - < x, < y; < -+ < y,, = b} de [a, b] alors

—c —b
Up(f) = Up, () + Up,(f) < / S+ / fe.

A1n51/ f+/ f=inf{Up(f) : P subdivision de [a,b]} = /f

On obtient de fagon analogue le résultat pour l'intégrale inférieure (on peut aussi se ra-
mener a l'intégrale supérieure en considérant —f). u
9.2 Intégrale de Riemann a la Darboux

Définition 9.12. Soit f : [a,b] > R une fonction bornée.

On dit que f est intégrable si [a f= fa f
Le cas échéant, on dénote cette quantité par

b b —b
/f(x)dx==/ f=/ f.

Exemple 9.13. Une fonction bornée sur un segment peut ne pas étre intégrable. Considérons

f : R - R définie par
1 sixe@
f(x)= { 0 sinon

1 —1
alors/ f=0et/ f=1
0 0

Nous verrons dans la suite du chapitre différents critéres d’intégrabilité.

%Gj ¢ € P alors P = P et sinon, on obtient P en subdivisant un intervalle de P.
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Proposition 9.14 (Relation de Chasles). Soient f : [a,b] — Ret ¢ € [a, b].
Alors f est intégrable si et seulement si f)(,.) et fii.p sont intégrables; dans ce cas, on a I'égalité

suivante : , ,
c
/ f(x)dx=/ f(x)dx+/ f(x)dx.
a a C
Démonstration.

= Si f est intégrable alors

=Zb Z /_acf+/_cbf—j:f—fcbf=(/_acf—z:f>+<_cbf—[cbf>-

T ¢ b b —c c
Puisque/f—/fZOet/f—/fZO,onaforcément/f— f = 0et

0
/ f—/ f=o.

Donc f|(4. €t fiic.5) SONt intégrables.

< Si fi[ac €t f)ic.p) SONt intégrables alors

—=b —c —b c b b
[r=[ss[s=]re]1=]1
donc f est intégrable. [ |

Corollaire 9.15. Si f : [a,b] — R est intégrable et si [c,d] C [a, b] alors fiteay © le,d] = Reest
intégrable.

Remarque 9.16 (Convention de Chasles).
Par définition, / f =0, ainsi, du fait de la relation de Chasles, il est naturel d’introduire la

notation suivante : si f : [a,b] — R est intégrable alors on pose

a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx.
b a

9.3 Un premier critére d’intégrabilité
Théoreme 9.17. Soit f : [a, b] — R une fonction bornée. Alors f est intégrable si et seulement si
Ve > 0, 3 une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) < €

Remarque 9.18. Ce critére a une interprétation graphique trés naturelle : il signifie que pour
tout € > 0, il existe une subdivisation de [a, b] telle que 'aire grisée ci-dessous soit plus petite
que €.
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En revanche, ce critere ne donne pas la valeur de I'intégrale.

Démonstration.
=: Supposons que f soit intégrable, i.e.

/abf=/_abf (4)

ou
b

/ f=sup{Lp(f) : P subdivision de [ab]}
et

—b

/ f=inf{Up(f) : P subdivision de [a,b]} .

a

Soit € > 0.

—b —b —b .
Alors [ f + % > [ fetdonc [ f + % n’est pas un minorant des sommes de Darboux
supérieures. Ainsi, il existe une subdivision P, de [a, b] telle que

—b
Up (f) < / £

TR

De méme, il existe une subdivision P, de [a, b] telle que

RO | O

b
Lp(f)> / f-

Posons P := P; U P,. Alors P est plus fine que P; et donc

b

Up(f) < Up (f) < / +t (5)
et, similairement, P est plus fine que P, et donc
b £
Lp(N2Lp(N> [ =3 (6)

On déduit de (5) et (6) que

—b b
Up(f)—Lp(f)</ f+f—/ ft

ot la derniere égalité découle de (4).
On a ainsi construit une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) < €.
«: Supposons que

Ve > 0, 3 une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) <€

et on veut montrer que f est intégrable, i.e. [ab f= fab f.Soit e > 0.
Par hypothese, il existe une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) < e.

Alors
—b

b
Lp(f)S/ fs/ £ <URS)

a
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d’ott

—b b
os/ f—/ f<UMS) — Lp(f) <&

—b b
Ve>0,05/f—/f§e
a —a

—b b
et donc / f= / f,ie. f estintégrable. [ |
a —a

On a montré que

9.4 Propriétés de I'intégrale de Riemann
Théoreme 9.19. Soient f,g : [a, b] = R deux fonctions intégrables et ¢ € R, alors

1. (f +g) : [a,b] = R est intégrable et
b b b
/ (f(x)+g(x)) dx =/ f(x)dx+/ g(x)dx,
2. (¢f) : [a,b] — R est intégrable et

b b
/ cf(x)dx=c/ f(x)dx,

3. (fg) : [a,b] = R est intégrable et on a l'inégalité de Cauchy—Schwarz

b 2 b b
< / f(x)g(x)dx> < / £ dx / g(x)dx,

b b
4. siVx € [a,b], f(x) < g(x) alors / f(x)dx < / g(x)dx,

b b
/ Feodx| < / | (0)ldx.

Remarque 9.20. Il se peut que l'inégalité de Cauchy-Schwarz soit stricte.
Considérons f,g : [0,1] - R définies par

. 1 . 1
f(x):{l 51x<5 ot g(x)={1 51x>5.

0 sinon 0 sinon
b
Alors </ f(x)g(x)dx)

Remarque 9.21. La réciproque du point 5 est fausse. Considérons f : [0, 1] — R définie par

f(x)={ _11 sixeQ

5. |f] : [a, b] = R est intégrable et

2

b b 1
= (0 mais / f(x)*dx / g(x)%dx = e

sinon

alors | f| est intégrable mais f ne 'est pas.
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Démonstration de 9.19.

1.

Donc

2. Sic > 0alors

b b
/(Cf)=C/f
_c/f

/ (cf) quel’on vérifie a 'aide des sommes de Darboux.

Donc
/ (cf) = / <cf>—c/ s
Pour obtenir le cas ¢ < 0, il suffit de démontrer le casc = —1:
/ (—f) = - / (f) carinf(-f) = —sup(/)
—a ab
=- / (f) car f estintégrable
=
- / (—f) carsup(~f) = — inf(f)
Donc

b —b b
/(—f>=/<—f>=—/ s

3. Montrons d’abord que si f est intégrable alors f2 I'est aussi.
Puisque f est bornée, il existe M > 0 tel que Vx € [a,b], | f(x)| < M. Alors

| CO? = O = 1F )+ fFD 1) = fFD)
SUf®OI+1fDDIf(x) = f()]  par I'inégalité triangulaire
<2M |f(x) = f)
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Dong, pour tout segment I,

sup (/?) - inf (f?) <2Mm <st;p(f) - irI1f(f)>

1
et ainsi, pour toute subdivision P de [a, b], on a

Up (f?) = Lp (f?) <2M (Up(f) = Lp(f)) -
On peut alors conclure que f? est intégrable a I'aide du critére donné au Théoréme 9.17.
Ensuite, fg = % ((f + 8% — f* — &%) est intégrable par les points déja démontrés.

Il reste & démontrer 1'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour cela, considérons

b b b b
(1) := / (f (x) +tg(x))’dx = < / g(x)a’x) P+ (2 / f(x)g(x)a’x) 1+ < / f(x)dx).

Puisque € est un polyndme quadratique positif, son discriminant est négatif :

b b b
<2/ f(x)g(x)dx> —4</ g(x)dx) </ f(x)dx)SO.
b b b —b
4-/g—/ f=/(g—f)=/(g—f)20

5. On déduit de l'inégalité triangulaire inversée :

2

Vx,y € [a,b], |[f(O)l = /W < 1f ) = fFW
= sup(|f]) — irI\f(Ifl) <sup(f) — iI’Ilf(f) pour tout segment I
I I

= Up(|f]) = Lp(|f]) SUp(f)— Lp(f) pour toute subdivision P

On peut alors conclure que | f| est intégrable a 1’aide du critere donné au Théoréme
9.17.
Pour la derniére inégalité, il suffit de remarquer que

b b b b
|f|Zf=>/|f|Z</ f> et |f|2—f=>/|f|2_</ f>_

Corollaire 9.22. Si f : [a,b] — R est intégrable alors f_, f_ : [a,b] — R définies par f, =
max(f,0)et f_ == —min(f,0) sont intégrables aussi.

Démonstration. Il suffit d’utiliser les relations

b -b b—la-5
max(a, b) — %lal et min(a’ b) = Hflal
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9.5 Quelques conditions suffisantes d’intégrabilité
9.5.1 Monotonie

Théoreme 9.23. Si f : [a, b] — R est monotone alors f est intégrable.

Démonstration. Supposons que f soit croissante (I’autre cas s’en déduit en considérant —f).

Montrons d’abord que f est bornée.
Soit x € [a, b], alors a < x < betdonc f(a) < f(x) < f(b).

Soit € > 0. Posons n := {WMJ + 1. Alorsn>1et

()= f@Nb-a) _

n

(7)

Soit P = {a=x5 <x; < <x
. b—a
longueur, i.e. x; = a+k=—:

» = b} la subdivision consistant en n segments de méme

b—a b—a b—a b—a b—a

a=Xp X1 X2 X3 X4 Xp—1 X

Puisque f est croissante, on a

sup f = f(x;) et inf f=f(_y)-
k1% ] [Xe-1:%]
Alors
“ - b—a b—a -
Uﬁﬁ=z<m—m4)wpf>=2( fo) =2 Y fex
k=1 [g—1-X] =1 " =
et
C . - b—a b—a -
Lﬂﬁ=2<m—m4)mff>=z< Fen) = =2 Y i),
= [Xp_1-%k] = n n port
Ainsi
Up(f) = Lo(f) = 2223 (£(x0) = fxi)
k=1
=b;“Uuo—fu@+fug—fuo+fwg—f@@+m+fw»—ﬂm4»
b— b —

2(fx,) = fxo)) =

2(F(b) = f(a))
n n
On déduit de (7) que Up(f) — Lp(f) < e.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) <e.
Donc f est intégrable d’apres le critere donné au Théoreme 9.17. n

Remarque 9.24. Nous avons vu dans la démonstration que si f : [a,b] — R est monotone
alors f est nécessairement bornée.
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9.5.2 Continuité
Théoreme 9.25. Si f : [a, b] — R est continue alors f est intégrable.

Démonstration. Remarquons d’abord que f est bornée d’apreés le Théoreme de Weierstrass
(cf 4.10) puisqu’il s’agit d"une fonction continue sur un segment.

Soit € > 0. D’apres le théoréme de Heine (cf Théoreme 8.7) f est uniformément continue.
Donc il existe n > 0 tel que

Vxp,xy €la,bl, |x) — x| < = [f(x) — f(xp)] < b_

Posons n = lbr/aJ + 1 et considérons la subdivision P = {a = x, < -+ < x, = b} ol

Xy =a+ k— Alors x; | — x; < n et ainsi

UP(f)_LP(f)=Z(Xk—Xk_1)< sup f— inf f>
k=1

EPRET [xp—1-x,]

3
< -
< 0ok = %et) 5
k=1

=€
Ainsi, pour tout € > 0, il existe une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) <e.
Donc f est intégrable d’apres le critere donné au Théoreme 9.17. [ |
9.6 Critere de Lebesgue

9.6.1 Oscillation d’une fonction

Définition 9.26. Soient f : A - R une fonction bornée définie sur A C R et a € A.
Loscillation de f en a est

o(f,a) = hm su — inf .
/ —0* <An]a—5I,)a+5[f An]a—ﬁ,a+5[f >

Remarque 9.27. Loscillation o(f, a) est bien définie (dés lors que f est bornée) :

e Soienté >0etae An(a—6,a+é6)alors {f(x) : x € An(a—5,a+ 8)} est non-vide
puisqu’il contient f(a). De plus, cet ensemble est borné par hypothése. Donc ses bornes
supérieures et inférieures sont bien définies.

e La fonction g :]0,+o0[— R définie par g(6) := sup f— inf  f ] estcrois-
Anla—6.a+8] Anla~b.atal

sante et minorée par 0. Donc 511151+ g(6) est bien défine d’apres le théoreme de la limite

monotone (Théoréeme 3.40).
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Proposition 9.28. Soient f : A — R une fonction bornée définie sur A C Ret a € A.
Alors f est continue si et seulement si o(f, a) = 0.

Démonstration.
= Supposons que f soit continue en a.
Soit € > 0. Alors il existe 6 > 0 tel que pour tout x € A4, si [x —a| < alors |f(x) — f(a)] < %

Donco(f,a)< sup f— inf _ f <e (lapremiere inégalité découle de la monotonie
An(a—b,a+s) ~ AN(a—b.a+d)

de g).
Ainsi Ve > 0, o(f,a) < e.50 o(f,a) =0.

< Supposons que o(f,a) = 0.
Soit e > 0.

Alorsil existe 6 > Otelque sup f— inf
An(a—8,a+5) ANn(a—é,a+6)

Sixe(a-6,a+é)nAalors |f(x)— f(a)) < sup [f—- inf f<e.
An(a—8,a+8) ANn(a—é,a+6)

f < & (puisque (Slirg}r g(6)=0).

Donc
Ve>0,36>0,Vx €A, |[x—a|l<éd = |f(x)— f(a)| <&

i.e. f continue en a. |

Lemme 9.29. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée oit a < b.
Soit € > 0. Posons A, := {x € [a,b] : o(f,x) < €} U] — o0] — 00, a[U]b, +ool.
Alors, pour tout x, € A, il existe n > 0 tel que® 1xq — 1, xo + 7[C A,.

Démonstration. Soit xy € A,.
e Premier cas : supposons que x, < a.
En posant 6 = a_—zxo, onalxy—96,xy+ 6[C] — o0, a[C A,.
e Deuxiéme cas : supposons que x, > b.
En posant 6 = XOT_b, ona l]x,— 98, xq+ 6[C]b, +oo[C A,.
e Troisieme et dernier cas : supposons que x, € [a, b] et o(f, x() < €.
Alors il existe®® § > 0 tel que sup f- inf f<e
[a.b1N]x—6.x0+5] la.bJnlxg—8.xq+6[
. 6 4
Soit y € ]xo = 5%+ 5[0 [a, b].
Size]y—g,y+g[alors|x0—z| =|xg—y+y—z|<|xg—yl+ly—2z| < %+§=6.

Donc]y—g,y+§[c]x0—5,x0+6[.

D’ou su f - inf f< su f - inf f<e.
[a,b]ﬂ]y—&g,a+5/2[ [a,b]n]y—5/2,a+§/2[ [a,b]ﬁ]xo—p5,x0+5[ [a,b]ﬂ]x()—é,xo+6[

Ainsio(f,y)<£et]x0—g,x0+%[n[a,b] C{x €la,b] : o(f,x) < e}.

Donc]xo— g,x0+g[CA£.

#0On dit que A, est ouvert, notion centrale de la topologie que vous étudierez plus tard

>0
26Puisque o(f, x,) = ,;h%l g(6), il existe 6 > 0 tel que : \ ) J

1

o(f,xy) 8(%) €

o1 g(8) == ( sup f- inf f ) est bien définie puisque x, € [a, b] et que f est bornée.

la,bnlxg—8,xq+0 la,b10lxo=3,xo-+3[



J.-B. Campesato Université d’Angers — Analyse approfondie 99

Lemme 9.30. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée oit a < b.
Soit € > 0. Posons B, := {x € [a,b] : o(f,x) > €}.
Si (1) en est une famille d’intervalles ouverts telle que

B.c ],

AEA

Alors il existe®” une partie finie A' C A telle que B, C U I,
ATen

Démonstration. D’apres le lemme précédent, pour tout x € [a, b] tel que o(f, x) < ¢, il existe
un intervalle ouvert J,, C A,.

Alors [a,b] C <U I,l> U U J. |
AEA x€la,b] : o( f,x)<e

D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, voir Lemme 8.8, [a, b] admet un sous-recouvrement

fini de la forme :
[a,b] C ( U Jﬂ> u <U Jx).
e’ xel

SixeTlalors J, C A, etdoncJ, N B, = @.
Ainsi B, C | ] I ]
AEN!

9.6.2 Enoncé et démonstration du critére de Lebesgue

Définition 9.31. Une partie S C R est négligeable®® si pour tout € > 0 il existe une suite de
segments ([a,, b,]), .y telle que

n>~n

(i) s c (Jla, b, et

neN

(ii) Z(bn —a,) <Ee.

n>0
Proposition 9.32. Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Démonstration. Soit (A,),en une famille dénombrable d’ensembles négligeables.
Pour n € N, il existe une famille dénombrable de segments ([d},b}]), _, telle que

Avc U lapo] et ¥ (-ap) <5
keN k>0

keN

Alors ([a}, b}] ) nen est une famille dénombrable de segments vérifiant

keN
U4, e U 4 4]

neN neN
keN
et
+00 +00 +0oo
£
>3 (-d) < ¥ o <
k k on+1
n=0 k=0 n=0

“Toujours en utilisant le vocabulaire de la topologie, on dit que B, est compact.
%0u de mesure nulle.
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Théoreme 9.33 (Critéere de Lebesgue). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors f est
intégrable si et seulement si {x € [a,b] : f n'est pas continue en x} est négligeable.

Démonstration. |
= Supposons que f soit intégrable. Posons B,, := {x €la,b] : o(f,x) > — }
m

D’apres la Proposition 9.28, {x € [a,b] : f n’est pas continue en x} = U B
meN{0}

Donc, d’apres la Proposition 9.32, il suffit de montrer que chaque B,, est négligeable.

Soit € > 0. Alors, d’apres le Théoreme 9.17, il existe une subdivision P := {a = xj < - < x,, =

b} de [a, b] telle que Up(f) — Lp(f) < 2i

Notons K := {k €{0,...,n—=1} : Ix €lxy, x5 41 o(f,x) > %},alors29

Z(xk+1 _xk)_ < 2(xk+1 —xk)< sup f— inf f>

m*

kex kex TNy [ Xpe1
n—1
< Z(xkﬂ -x)| sup f— inf f
k=0 [XgoXga1] [XgoXp41]
=Up(f) = Lp(f)
£
~ 2m
Donc 2(xk+1 —xi) <
ke
Ainsi

)

n . .
- <kgc]xk’x}€+1[> ? <,€L=J0]xk TAnr D T i)

€, €
Z(xk+1 xk)+22(n+1 5 5=¢&

kex

et

On a bien montré que B,, est négligeable.

& Soite > 0. Posons B := { x € [a,b] : o(f,x) > ——— }.
2(b—a)

Alors, d’apres la Proposition 9.28, B C {x € [a,b] : f n’est pas continue en x} et donc B est
négligeable.
Ainsi, il existe une suite (]ay, b;[) wen d'intervalles ouverts telle que B C U lay, byl et

keN
+00
Y (b —ay) < < : (8)
k=0 2 (sup f - 1nf f )
[a.5] [a.,b]

D’aprés le Lemme 9.30, on peut supposer que cette suite est finie, i.e. que k =1, ..., K.
De plus, on peut aussi supposer que ces intervalles sont deux a deux disjoints. En effet, si

YNotons que l'on a omis les bords des intervalles de la subdivisions, i.e. les x,, afin d’obtenir la premiére
inégalité. En effet, o(f, x,) dépend des valeurs de f au voisinage de x, et pas seulement des valeurs de f dans
un des intervalles [x,, x,,,] ou [x,_;, x,].

En effet, soit f : [0,2] — R définie par f(x) = 0sur [0, 1[ et f(x) =42 sur[1,2],alors o(f,1) =42 et 1 € [1,2] mais

sup f- mf f =0, donc l'inégalité suivante est fausse : sup f- [mf f=>o(f,1).
(1.2
Nous c0n51dererons les x, plus tard, ce qui ne pose pas probleme puisqu’ils sont en nombre fini.
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lag, b[Nay, by[# @ alors lay, by [Ulay, b[= |min(a,, a)), max(by, b)) [ et max(by, b;)—min(a,, a;) <
(b — ay) + (b; — a;) de sorte que la condition (8) est toujours vérifiée.

Quitte a réordonner les intervalles et a enlever les éventuels intervalles ne rencontrant pas
B, on peut supposer que gy < by < a; < b, < -+ <ag < bg et que

Vk € {0,...,K}, [a. b, 1N B # @.
Les bords de ces intervalles induisent® une subdivision P := {a = Xg < -+ < x, = b} dela,b].
On note K = {k €{0,....,n—1} :Ixp, x4 [NB # @} les intervalles de la subdivisions pro-

venant des Ja;, b [ et L := {1, ...,n} \ K les autres.

SOlt keLletxe [xk,xk_H].

Alors o(f, x) <

. . 3
5 (b o et il existe donc 6, > 0 tel que ( sup f— inf f

< .
1x=8,,x+6,[ 1x—6,,x+6,[ 2(b—a)
D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, voir Lemme 8.8, il existe I' C [x,, x; ] finie telle que

[ X1 € (JIx = 6,0 x + 6,1
xell
Donc, quitte a subdiviser £, on peut supposer que si k € L alors

inf f< £ .
[xxpq1] 2(b—a)

Vx € [xy,x4q], sup f—
[xpeXpr1]

Ainsi

n 1
Up(f) = Lp(f)= ) (xpq1 — Xk ( sup f—[xmf ]f>
0 ko Xk+1

k= (X Xpe1]
= Z (xp41—x)| sup f— inf f Z (xp41—x)| sup f— inf f

kek [xXgXg41] (XX ] keL [XgXk1] (XXt ]
< Xpp] — X su inf Xpp] — X £

kele( k1 k)<[a’]§]3f ab]f) kezﬁ( K+l — Xk) 2b—a)

€

< —inf f |+ (b
= <?u,§f [1aI,1b]f> =955

2| sup f —inf f

[a.b] [a.b]

=€

On a donc montré que pour tout € > 0, il existe une subdivision P de [a, b] telle que Up(f) —
Lp(f) < &.Dong, d’apres le Théoréeme 9.17, f est intégrable. [ ]

9.7 Théoréeme de la moyenne

Le résultat suivant est une version intégrale du théoreme des accroissements finis.

Théoréeme 9.34 (Théoreme de la moyenne). Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors il
existe ¢ € [a, b] tel que

b
/ fx)dx = (b—a)f(o).

%0n prendra garde que P = {a < a, < by < a; < -~} sia < g, maisque P = {a < by < a, < b, < -~}siaq <a;
et de méme pour b.
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Démonstration. Remarquons d’abord que f est intégrable car continue.
Puisque f : [a,b] — R est continue sur un segment, d’apres le théoréme de Weierstrass (cf
4.10) il existe s,.S € [a, b] tels que Vx € [a,b], f(s) < f(x) < f(S).
D’ou ,

f$)b—-a)< / f)dx < f(S)(b—a)

a

et 5
[} f(odx
f(S)SﬁSf(S)-

Puisque f est continue, on déduit du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe ¢ €
[a, b] tel que

1 b
flo)= b_/ f)dx.

9.8 Le théoréme fondamental de 1’analyse
Théoreme 9.35. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et a € I.

Définissons F : I — R par F(x) = / f()dt. Alors F est dérivable et F' = f.

Démonstration. Soit x, € I. Soit x € I tel que x # x, alors
x X0 x
F(x)— F(xg) = / f(t)dt—/ f@dt = / f(dt.
a a X0

D’apres le théoreme de la moyenne (cf 9.34), il existe & € [x, xg] si xy > x ou & € [x(, x] sinon,
tel que
F(x) — F(xq)

X—XO

= f(©).
Remarquons que ¢ tend vers x, lorsque x tend vers x,,, donc, par continuité de f, on a

o FOO = Fxg) _

X=X X — Xq

Jim £ = f(xo)

Ainsi F est dérivable en x et F'(xq) = f(xg)- [ |

Définition 9.36. Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D C R. On dit que
F : D — R est une primitive de f si F est dérivable etsi F' = f.

Remarque 9.37. On déduit du Théoréme 9.35) que toute fonction continue sur un intervalle
admet une primitive.

Corollaire 9.38. Soient f : I — R une fonction continue sur un intervalle et a € I.
Si F : I — R est une primitive de f alors il existe C € R tel que

X
Vxel, F(x)= / fdt+C.
a
Démonstration. Définissons G : I — R par G(x) = F(x) — fax f@dz.

Alors, d’apres le Théoreme 9.35, G est dérivablesur I et G' = f — f = 0.
Donc G est constante sur I, i.e. il existe 3C € R tel que Vx € I, G(x) = C. Ainsi

Vx € I, F(x) = / ) f@dt +C.
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Corollaire 9.39. Deux primitives d’une fonction continue sur un intervalle différent d’une constante.

Remarque 9.40. L'hypothese que le domaine est un intervalle est importante. Sans cela, on
peut trouver deux primitives dont la différence n’est pas contante.
Définissons par exemple F|, F, : R~ {0} — R par

In(jx])+42 six>0
In(|Jx) =7 six<0

Fy(x) = In(|x|) et F(x) = {
alors F; et F, sont deux primitives de f : R~ {0} — R définie par f(x) = - ma1s F; — F,nest
pas constante.

Théoréeme 9.41 (Théoreme fondamental de ’analyse). Soit f : [a,b] — R une fonction conti-
nue et F : [a,b] — R une primitive de f. Alors

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Démonstration. On déduit du Corollaire 9.38, qu’il existe C € R tel que

Vx € [a,b], F(x) = / fdt+ C.

b a
Ainsi F(b) — F(a) = / fdt +C — / f@dt - / f@dt. ]
Remarque 9.42. Pour des raisons de concision, en pratique on note [F (x)]ﬁzg := F(b) — F(a)
(ou plus simplement [ F(x)]% lorsqu’il n’y a pas de confusion possible).

On peut en fait affaiblir les hypotheses : le théoréme fondamental de 1’analyse reste vrai pour
une fonction intégrable (non nécessairement continue).

Théoreme 9.43. Supposons que F : [a, b] — R soit une primitive de f : [a,b] - R
b
Si f est intégrable alors / f(x)dx = F(b) — F(a).
a
Démonstration. Soit € > 0. Puisque f est intégrable, on déduit du Théoréme 9.17 qu’il existe

une subdivision P = {a = x;, < -+ < x,, = b} telle que Up(f) — Lp(f) < e.
Ensuite,

F(b) = F(a)= ) F(x) = F(xg_y)
k=1

= Y0 = X )F ()
k=1

ol ¢, € [x,_;,x,] existe d’apres le théoréme des accroissements finis.

Puisque inf f < F'(¢;) < sup f,onobtient que
[Xk—1-X] ETRET

Z(xk—xk D inf < FO) - F(a)<2<xk—xk D sup f

[xp—1.%]

ie.
Lp(f) < F(b)— F(a) S Up(f).
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De plus, on sait que
b
Ly < / f()dx < Up(f).

Donc

SUp(f) = Lp(f) <e.

b
F(b) - F(a) —/ S (x)dx

Ainsi, on a montré que

< e.

b
Ve > 0, ‘F(b)—F(a)—/ f(x)dx

Remarque 9.44. En revanche, I'hypothese d’intégrabilité n’est pas superflue. Une fonction
peut admettre une primitive sans étre intégrable.
Par exemple, définissons F : [0, 1] — R par

F(x)={ xzsin(§> si x#0

0 sinon

alors F est dérivable mais f = F' n’est pas intégrable (car non bornée).

9.9 Intégration par parties

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la formule de dérivation d"un pro-
duit.

Théoréeme 9.45. Soient u,v : [a,b] - R deux fonctions dérivables telles que u’ et v' soient inté-
grables sur [a, b], alors

b b
/ u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)18 —/ u' (x)v(x)dx

Démonstration. On sait que les fonctions u et v sont continues et donc intégrables. De méme
les fonctions u’ et v’ sont intégrables par hypotheése.
Dongc, d’apres Théoreme 9.19, les fonctions u'v, uv’ et (uv)’ = u’v + uv’ sont intégrables et

b b b
/ u’(x)u(x)dx+/ u(x)v’(x)dx=/ (W) (x)dx = [u(x)v(x)]°

ou la derniere égalité provient de Théoreme 9.43. n

Remarque 9.46. Dans la pratique les fonctions u et v sont généralement dérivables de déri-
vées continues (et donc u’ et v’ sont intégrables car continues).

V3
Exemple 9.47. On souhaite calculer I'intégrale suivante : / x sin(x)d x.

0
On consideére u, v : [0, 7] — R définies par u(x) = — cos(x) et v(x) = x alors u’(x) = sin(x) et
v'(x) =1, d’ott par IPP

/” x sin(x)dx = /E U (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]; — /ﬂ u(x)v' (x)dx
0 0 0

=7+ / cos(x)dx = z + [sin(x)]§ = 7.
0
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2
Exemple 9.48. On souhaite calculer I'intégrale suivante : I := / cos(x)e*dx.
0

On considere u;,v; : |0,Z| — R définies par u;(x) = e* et v;(x) = cos(x) alors v/ (x) = e* et
U1 par u; 1 1

2
v} (x) = —sin(x), d’oti par IPP :

I'= /5 up (v (x)dx = [ul(x)m(x)]g - /5 up (v (x)dx = -1+ /2 e* sin(x)dx.
0 0

0

On consideére désormais u,, v, : [0, %] — R définies par u,(x) = e* et v,(x) = sin(x) alors

un(x) = e* et v)(x) = cos(x), d’otr par IPP :

I=-1+ /5 uy (x)v,(x)
0
= —1+ ()00 2 - / " Uy (X)) (x)dx
0

=—1+e§—/2excos(x)dx=—1+e§—l.
0

eg—l
D [=———.
onc 7

9.10 Intégration par changement de variable

Le résultat suivant découle de la formule de dérivation d'une composée. Il est possible
d’affaiblir les hypothéses de régularité des fonctions mais la démonstration devient alors plus
compliquée pour un gain qui n’est généralement pas rentable en pratique.

Théoreme 9.49. Soient ¢ : [a, b] — R une fonction dérivable de dérivée continue et f une fonction
continue sur @([a, b]). Alors

@(b) b
/( : fwdu =/ ()@’ (x)dx.
@(a a

Démonstration. Remarquons que I := @([a, b]) est un intervalle d’apres le théoreme des va-
leurs intermédiaires 4.7 (et méme un segment d’apres le théoreme de Weierstrass 4.10).
D’apres Théoreme 9.35, f admet une primitive F sur I. Puisque f est continue, et donc in-
tégrable, sur [min(g(a), (b)), max(p(a), p(b))] et que (F e @) = fo@- ¢’ est continue, et donc
intégrable, sur [a, b], on obtient

b b
/ f(w(X))(P'(X)dx=/ (F o) (x)dx

= Fo@(b)— F o @(a) d’apres Théoreme 9.41

= F(@(b)) — F(¢(a))
@(a)
= fdu d’aprés Théoréme 9.41.
@(b)

Remarquons que d’apres la convention de Chasles (voir Remarque 9.16) la derniere égalité
est vraie méme si @(b) < @(a). |
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Remarque 9.50. En pratique, pour des raisons mnémotechniques, on voit ¢ comme une nou-
velle variable dénotée u et on écrit sa dérivée avec la notation de Leibniz j—i = @' (x),
autrement dit, on écrit

u= @(x) et du = @' (x)dx

de sorte que la formule du théoréme s’écrive alors (en prenant garde a changer les bornes) :

@(b) b
fwydu = / f@(x)e'(x)dx.

¥(a) a
Remarque 9.51. Pour des raisons de concision, on suppose dans cette remarque que ¢(a) <
@(b). D’apres le théoréme de Weierstrass 4.10, ¢([a, b]) est un segment et doncil existe c,d € R
tels que ¢ < d et ¢([a, b]) = [c, d].
L'énoncé ci-dessus est vrai sans supposer que ¢ est injective (hypothése qui sera nécessaire
pour la formule de changement de variable multivariée).
Ainsi, il est possible que [@(a), p(b)] € @([a,b]) = [c,d]. On prendra alors bien garde que
I'énoncé fait intervenir les bornes ¢(a) et ¢(b) (et non pas c et d).
Intuitivement, au-dessus d’un point de [c, d] ~ [¢(a), @(b)] la fonction ¢ passe toujours un
nombre pair de fois avec des orientations alternées, de sorte ces points n’apportent pas de
contribution a l'intégrale du fait de la convention de Chasles (voir Remarque 9.16).

, , R

< <

AY

A \ AY

I \
T 7

¢ (p(a) (pib) d

Attention, on ne peut néanmoins pas omettre la condition que f est définie et continue sur
[c,d] (et non pas seulement sur [@(a), p(b)]).
Voici un contre-exemple ot1 le changement de variable est donné par ¢(x) = sin(x) :

2

= X dx > 0.

V3
2 arcsinu
0= /\6 ———du -
L un /1 _ u2 % S x

Ici sin < [%, ZT”] ) = [%, 1| mais l'intégrande % n’est pas définie lorsque u = 1.
u —u

Exemple 9.52. On souhaite calculer / ’ sin®(x) cos(x)d x.
0

1 371
On pose u = sin(x) alors /2 sin?(x) cos(x)dx = / wdu = [u—] = l

Dans1’exemple précédent, nous reconnaissons une intégrale de la forme f ab fp(x)e' (x)dx;
dans ce cas la formule de changement de variable n’apporte généralement pas beaucoup
puisque l'intégrande est déja sous la forme de la dérivée d"une composition :

z z 3N\ ! 3 g
/2 sinz(x)cos(x)dx = /2 <£> (x)dx = [COS (x)] = l
0 0 3 3 o 3

L'exemple suivant est plus intéressant puisque nous avons maintenant un terme de la forme

f(:i(ab)) f(uw)du, difficile a calculer directement, et ot il faut désormais trouver un changement

de variable ¢ satisfaisant.
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1
Exemple 9.53. On souhaite calculer / V1 - x2dx.
0

On pose x = sin(0) alors
1 z
/ V1= x2dx = / * \/cos2(8) cos(6)do
0 0

= / * cos? (0)dO puisque cos est positive sur [0, g]
0

~ /§ cos20)+ 1, _ [sin20) + 26 ;o
=/ 5 = 2 =

T

A1

0

9.11 Fonction nulle en dehors d"une partie négligeable

Théoréme 9.54. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable telle que [a, b]~ f ~' ({0}) soit négligeable

b
alors / f=0.

Démonstration. Soit P = {a = x5 < x; < -+ < x,, = b} une subdivision de [a, b]. Pour tout
ke {l,...,n}, il existe ¢, € [x;_;,x,] tel que f(c,) = 0. Donc

n

Up(f)=2<(xk—xk_1) sup f>ZOZLP(f)=Z((xk—xk_1)xmf f)

k=1 [xg—1%k] =1 k—1-Xk]

Puisque 0 est un minorant des sommes de Darboux supérieures, on a
b
/ f=inf{Up(f) : P subdivisionde [a,b]} >0
a
et puisque 0 est un majorant des sommes de Darboux inférieures, on a

b
/ f=sup{Lp(f) : P subdivision de [a,b]} <O0.

b
Donc/ f=0. |
a

Corollaire 9.55. Soient f g: [a b] — R deux fonctions intégrables telles que {x € [a,b] : f(x) # g(x)}

soit négligeable alors / /

Démonstration. Comme f et g sont intégrables, il vient que f — g est intégrable et vérifie

b b b
[r-['e= [0

=0 car [a,b]~ (f — 2)~'({0}) est négligeable.
[ |

Remarque 9.56. Dans les deux résultats précédents, il est important que les fonctions consi-
dérées soient intégrables. En effet, si f/ : [0,1] — R est définie par f(x) = 1 six € Qet
f(x)=0sinonetsig : [0,1] - R est définie par O alors [a, b] ~ (f — 2 1({0}) est négligeable
et g est intégrable mais f n’est pas intégrable.

I est néanmoins possible d’affaiblir les hypotheses lorsque I’ensemble est seulement fini (et
non pas négligeable), comme on le montre ci-dessous.
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Théoreme 9.57. Soit f : [a,b] — R une fonction telle que [a, b] ~ qoh soit fini alors f est
b
intégrable et / f=0.

Démonstration. Notons d’abord que f est bornée.

De plus, I'ensemble {x € [a,b] : f n’est pas continue en x} = [a,b]~ f ~1({0}) est fini donc
négligeable.

Ainsi f est intégrable d’apreés le critere de Lebesgue 9.33.

b
On déduit du Théoréme 9.54 que / f=0. |

Corollaire 9.58. Soient f, g : [a, b] — Rdeux fonctions telles que f est intégrableet {x € [a,b] : f(x) # g(x)}
b b
soit fini alors g est intégrable et / f= / g

Démonstration. D’apres le Théoreme 9.57, g — f est intégrable.
Donc g = f + (g — f) est intégrable et

b b b b b
/g=/(f+(g—f))=/f+/(g—f)=/f+0-

TODO : Ajouter en exercice : démonstrations des deux résultats précédents "a la main” (voir
beamer de P7)

9.12 Sommes de Riemann

Définition 9.59. Soit f : [a, b] = R une fonction.

Soit P = {a = xy < x; < -+ < x,, = b} une subdivision de [a, b].

Pour toutk =1,2,...,n, soit x;‘; € [x4_1, x;] (on dit que P est une subdivision marquée de [a, b]).
Alors

Sp(f) = Y0 = X))
k=1

est une somme de Riemman selon P.

Théoreme 9.60. Soit f : [a,b] - R une fonction bornée.
Soit <S}’; (f)) une suite de sommes de Riemann vérifiant lirp I1P,Il = 0.
n n n—+oo

Si f est intégrable alors
b
nl_i)rpooS;n(f)=/a JS(x)dx.

Démonstration. On a, pour toutn €N, Lp (f) < Sp, (f) < Up (f).

n—+oo n n—+oo

b
On déduit de la Proposition 9.10, que lim Lp = lim Up = / f(x)dx.
a
b
Ainsi, lim S7 (f):/ f. |
n—+oo n a

Corollaire 9.61. Si f : [a, b] — R est continue alors

n b
2 5o k822) [ i




J.-B. Campesato Université d’Angers — Analyse approfondie 109

9.13 Intégrales impropres

TODO : LCT/BCT/...comparaison série—intégrale
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9.14 Exercices

Exercice 1. Soit f : [0, 1] — R une fonction bornée.
1. Montrer que si f est non-constante alors il existe une subdivision P de [0, 1] telle que
Lp(f)#Up(f).
2. Donner une CNS sur f pour qu’il existe une subdivision P de [0, 1] telle que Lp(f) =
Up(f).

Exercice 2.

1. En utilisant seulement la définition de I'intégrale, montrer que
a 4
Va >0, / xdx = a_‘
0 4

2. On considére f : [a,b] — R définie par f(x):=x’ oup e Netou 0 <a<b.

(a) Soit P = {a =xy < x; <+ < x, = b} 'unique subdivision de [a, b] en n intervalles
dont les rapports des extrémités a := xx—" sont égaux.
k—1
Montrer que

p
U — bp+1 _ap+l a
P = )1+a+a2+---+al’

et en déduire une formule similaire pour Lp(f).
b prtl _ gptl
(b) Conclure que / xPdx=——"
a p+1
Exercice 3.

1. Soit f : [a,b] = R une fonction continue strictement croissante.

(a) Montrer que Im(f) = [f(a), f(b)].
(b) Montrer que f : [a,b] = [f(a), f(b)] définie par f(x) := f(x) est bijective.
On notera abusivement f~' pour la réciproque de f.

(c) Justifier que f et f ~! sont intégrables.
(d) Soit P :={a =xy < x; < --- < x,, = b} une subdivision de [a, b].

i. Montrer que Q = {f(a) = f(xg) < f(x;) < - < f(x,) = f(b)} est une

subdivision de [ f(a), f(b)].
ii. Montrer que L;-1(Q)+U;(P)=bf(b) —af(a).
b O]

(e) En déduire que / f(x)dx + FfY)dy = bf(b) — af(a).

f(a)
La figure ci-dessous illustre la formule obtenue : I'aire de la partie colorée est la différence

des aires des deux rectangles.

OIS
o FT o)dy

[7 f(x)dx
f(a)

a b

b
2. Application. Calculer la valeur de / {/xdx ot 0<a<h.
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3. Application (inégalité de Young). Soit f : [0,c] — R une fonction continue strictement
croissante telle que f(0) = 0. D’apres les questions 1.(a) et 1.(b), on a que Im(f) =
[0, f(c)] et que f : [0,c] —= [0, f(c)] est bijective.

o B
Montrer que Va € [0,c], Vf € [0, f(c)], af < / f(x)dx +/ f_l(y)dy.
0 0
Exercice 4. On considére la fonction f : [0, 1] — R définie par f(x) = 0s’il existe n € N~ {0}
_1 — 1 qi
tel que x = - et par f(x) = 1 sinon.
1. Déterminer / f(x)dx.

2. (a) Montreroque pour tout € > 0, il existe une subdivision P de [0, 1] telle que Lp(f) >
1—e
Indice : on pourra considérer une subdivision dont le premier segment contient {% Dk > n},
pour un certain n € N~ {0}.

1
(b) En déduire la valeur de / f(x)dx.
Lo

1
3. La fonction f est-elle intégrable? Le cas échéant, quelle est la valeur de / f(x)dx?
0

Exercice 5 (Fonction de Dirichlet). Soit f : R — R définie par

sixeQ

1
/() ={ 0 sinon

1. Montrer que fjo ;) nest pas intégrable en utilisant la définition d’intégrabilité.
2. Montrer que f|(o ;; n’est pas intégrable en utilisant le critere de Lebesgue.
Indice : montrer que f est nulle part continue.

Exercice 6 (Fonction de Thomae). Soit f : R — R définie par

six = f, p € Z~ {0}, g € Ny, pged(p,q) = 1
f(x) =

six=0
six & Q

S ==

1. Montrer que fo ) est intégrable en utilisant la définition d’intégrabilité.
2. (a) Montrer que f est discontinue aux points rationnels et continue aux points irra-
tionnels.
(b) Montrer que f)o est intégrable en utilisant le critére de Lebesgue.

Exercice 7. Lobjectif de cet exercice est de démontrer 4 la main (directement depuis la défi-
nition), certaines formules de changement de variable et d’en fournir deux applications.

1. Soit f : [a,b] = R une fonction intégrable. Montrer que pour tout ¢ € R,

b b+c
/ f()dx = f(x—c)dx.

a+c

2. Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable. Montrer que pour tout ¢ > 0,

b b
/ f(x)dx = % / ‘ Flex)dx.

a9 b 1 ab 1
3. Application. Montrer que/ —dx+/ —dx =/ —dx.
1 1 1

X X X
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4. Application. Soit a > 0 et p € N. Cette question a pour objectif de donner une nouvelle

méthode pour calculer / ’ xPdx.
*
Pour k € N, on pose ¢, = / xdx.
. 0
(a) Montrer que/o xPdx = a"*'c,.

2a a
(b) Montrer que / xPdx = / (x + a)fdx.
0 —a

(c) Endéduire que 21’+1cpa”+1 =22y, pair <Z>Ck'
(d) En déduire que c, = Iﬁ,
(e) Conclure.

X
Exercice 8. Déterminer lim 1 dt.

x>t [ (In())?

Exercice 9. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Montrer que

b 2 b
< / f(X)COS(x)dx> + < / f(x) sin(x)dx>

Exercice 10.

2

b
<(b-a) / F(x)*dx.

1. (a) Soit f : [a,b] = R une fonction intégrable.
b
Montrer que si Vx € [a, b], f(x) > 0 alors f(x)dx > 0.

(b) Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions inté(érables.
b b
Montrer que si Vx € [a, b], f(x) < g(x) alors / f(0)dx < / g(x)dx.

2. Construire une fonction f : [a,b] — R intégrable et positive telle qu’il existe x € [a, b]
b
vérifiant f(x) > 0 mais / f(x)dx = 0.
a

3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. On suppose qu’il existe x € [a, b]
tel que f(x) > 0.

(a) Montrer qu’il existe une subdivision P de [a, b] telle que Lp(f) > 0.

b
(b) En déduire que / f(x)dx > 0.
4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

b
(a) Montrer que si / f(x)g(x)dx = 0 pour toute fonction g : [a,b] - R continue
alors f = 0. ‘
(b) Montrer que si f(x)g(x)dx = 0 pour toute fonction g : [a,b] - R continue

vérifiant g(a) = g(b) = 0 alors f = 0.



J.-B. Campesato Université d’Angers — Analyse approfondie

113

Exercice 11. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable.
On définit F : [a,b] - R par F(x) := / f(s)ds.
a

1. Montrer que F est continue.

X b
2. Montrer qu’il existe x € [a, b] tel que / f(s)ds = / f(s)ds.

a X
3. Dans la question précédente, peut-on toujours prendre x €]a, b[?

Exercice 12. Soit f : [0, +o0[— R une fonction continue telle que lirJJrn fx) =
X—>T00

X
Montrer que hm 1 f (s)ds =
xX—+00 X

Exercice 13. Les fonctions suivantes sont-elles intégrables? Le cas échéant, déterminer la

valeur de l'intégrale.
)
1. f :10,2] - R définie par f(x) = {

x —42 sinon
2. g : [0,10] - R définie par g(x) = |x].
3. h:[0,57] - R définie par h(x) = |sin(x)].
i :[0,2] = R définie par i(x) = x + [x].

X+ x| 51x€@

5. j : [0,2] —» R définie par j(x) = { 0 sinon

Exercice 14 (Version intégrale du théoreme des accroissements finis).

si0<x<1

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et g : [a, b] = R une fonction positive et intégrable,

olla < b. ,

1. Montrer qu'il existe & € [a, b] tel que / f(X)gx)dx = f(&) / g(x)dx.

2. Le résultat est-il toujours valide si g change de signe?

Exercice 15. Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et déterminer leurs dérivées.

3

1. f : R - R définie par f(x) = / sin®(¢)d1.
0

0
1
2. g : R > R définie par g(x) = / S —
P x 1 +12 +sin%()

X

42
3. h: R — R définie par h(x)=/ S
P 1 + 12 + sin?(?)

Exercice 16. Montrer que les fonctions suivantes sont constantes.

1
i 1
1. f :10,+oo[— Rdéfinieparf(x):/() 1it2dl+/o 1it2 t

sin(x) 1

dt

2. g ]0, 3 [ — R définie par g(x) = /
—cos(x) /1 =12
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Exercice 17. Soient f,g : R — R deux fonctions dérivables et # : R — R une fonction
8(x)
continue. On définit F : R — R par F(x) := / h(t)dt.
S(x)
1. Montrer que F est bien définie.

2. Montrer que F est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 18.
X
1. Déterminer une fonction g : R — R vérifiant / tg()dt = x + x2.
0

2
X
2. Déterminer une fonction 2 : R — R vérifiant / th(t)dt = x + x°.
0

ct

fab; <fdl e_szds> dt
Exercice 19. Soient a, b, ¢, d € R. Calculer lim
x—0 cos(x) — 1

Exercice 20. Soit f : [0, 1] = [0, 1] une fonction continue.

P
Montrer qu’il existe un unique x € [0, 1] tel que / f@®dt =2x - 1.
0

Exercice 21. Soit f : R — R une fonction continue.
X
On définit g : R — R par g(x) := f(x)/ f@dtr.
0

Montrer que si g est décroissante alors f = 0.

Exercice 22 (Lemme de Gronwall).
Soient f, g : [0, +oo[— [0, +oo[ deux fonctions continues et K > 0.

On suppose que Vx > 0, f(x) < K + / f(®)g(t)dt. Montrer que Vx > 0, f(x) < Kelo s041,
0

Exercice 23.

1. Montrer que /Z In(cos(x))dx = /%r In (cos (% - x)) dx.

0 0
4

2. En déduire la valeur de / ! In(1 + tan(x))dx.
0

£

Exercice 24. Soit f : [0, a] = R une fonction continue ot a > 0.
On suppose que Vx € [0,a], f(x) # —let f(x)f(a—x)=1.

|
Calculer / —dx.
o 1+/(x)

e In(n)dt
Exercice 25. Montrer que Iim —— =
x—=+00  eXIn(x)

Exercice 26. Déterminer les limites suivantes :

n 2n
. 1 k k
1. lim - ) tan (—) 3. lim _*
n—+o0o n ]; n n—+o0o kgo k2 + n?
n n k 1
. n . n
2 nETooz k2+n2' 4. n1—1>I-Poo <1+;> '

k=1 k=
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Exercice 27.
1. Intégrales de Wallis.

Pour n € N, on définit W, := / ’ sin”(x)dx.
0

3
(a) Montrer queVneN, W, = / cos”"(x)dx
0
(b) Montrer que la suite (W),),cy est décroissante.
(c) Montrer que la suite (W), ¢y converge.

n+1
(d) Montrer queVneN, W, , = P L

Wiy
(e) Montrer que lim =1.
n—+o0o I/I/n

(f) Pour n € N, exprimer W, W, en fonction de n et en déduire que W, ol

x (2p)! _22(ply?
2 22p(p!)2 etque Vp € N, W2p+1 = 2+ 1)!.

(g) Montrer queVp e N, W,, =

2. Application : formule de Stirling.

1
n+z

—n
n e Upt1
etv, =In{ == ).
n! u

n

Pour n > 1, on définit u,, :=

(a) Montrer que v, T
+00
(b) En déduire que la série Z v, converge.
n=1
(c) Endéduire que la suite (In(x,)),>; converge.

(d) Montrer qu’il existe C > 0 tel que n! e C\/;n"e_” (théoréme de de Moivre).
oo

(e) Utiliser les résultats sur les intégrales de Wallis pour déterminer C.
L'équivalent de n! obtenu s’appelle la formule de Stirling.

TODO : il existe ensemble négligeable non dénombrable

2n’
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10 Comparaison locale de fonctions

10.1 Propriété vérifiée sur un voisinage

Définition 10.1. Soient f : D — R une fonction définiesur D C R eta € R un point adhérent
aD.

On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a s'il existe € > 0 tel que f vérifie cette
propriété sur DN [a—¢€,a+€].

n
-, =

n 4] , cos(x) >

Exemple 10.2. La fonction cos est strictement positive au voisinage de 0 car Vx € [
0.

Exemple 10.3. Soit f : R — R une fonction et a € R.
Alors ” f ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a” signifie que

de>0,Vx €la—¢e,a+ €]~ {a}, f(x)#O0.
Par exemple, la fonction sin ne s’annule pas au voisinage de 0 privé de 0.

Définition 10.4. Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D C R non-majorée
(resp. non-minorée).

On dit que f vérifie une propriété au voisinage de +oo (resp. —o0) s’il existe M € R tel que
f vérifie cette propriété sur D N [M, +oo[ (resp. DN] — o0, M1]).

Exemple 10.5. La fonction In est positive au voisinage de +oo car Vx € [1, +oo[, In(x) > 0.

10.2 Regle de L'Hopital

Définition 10.6. Etant donné un intervalle I, on note I I"ensemble obtenu en ajoutant a I ses
bords (éventuellement +o0).

Lemme 10.7. Soient g : T — R une fonction définie sur un intervalle et a € T (possiblement +o).
On suppose que g est dérivable au voisinage de a sauf peut-étre en a.

Si g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas au voisinage de a
sauf peut-étre en a.

Démonstration. Montrons la contraposée lorsque a € R (il faut adapter les ensembles ci-
dessous lorsque a = +0).
On suppose que

Ve>0,3dcela—¢e,a+elnU ~{a}), glc)=0

et on veut montrer que
Ve >0, 3c € [a—¢,a+ €] nDerg, g'(c) = 0.
ot Deg, désigne I’ensemble des points de I ot g est dérivable.

Soit € > 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que [a —€,a + €] N (I ~ {a}) C Der,.

Par hypothése®, il existe ¢|, ¢, € I vérifianta < ¢; < ¢, <a+egoua—e < ¢, < ¢ < a tels que
8(c)) = g(cp) = 0.

Alors, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]cy, ¢,[ tel que g'(c) = 0. |

31 Quitte a appliquer I’hypothese trois fois, d’apres le principe des tiroirs on peut supposer que ¢, et ¢, sont soit
tous les deux plus grands que a soit tous les deux plus petits que a.
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Théoreme 10.8 (Regle de L'Hopital).
Soient f,g : I — R deux fonctions définies sur un intervalle I.
Soient a € I (possiblement 4+co ou —o0) et £ € R U {+00}.
Si
1. f et g sont dérivables au voisinage de a sauf peut-étre en a,
2. g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a,
3. lim f(x)= lin} g(x) =0ou }Cl_r)rz |g(x)] = 400,

4 tim L

x—a g'(x)
alors

=7,

lim &
x—a g(x)

Remarque 10.9. D’aprés le lemme précédent, i est bien définie au voisinage de a privé de a.

=7.

Remarque 10.10. Le théoréme est valable pour une limite en un point, une limite en +oo,
une limite en —oco mais aussi pour une limite a droite ou a gauche en un point (il suffit de
restreindre f).
Démonstration de la régle de L'Hopital lorsque lim f(x) = lim g(x) =

xX—a X—a

Quitte a réaliser un changement de variable et a prolonger f et g, on peut supposer quea € 1

et f(a) = gla) =

Il existe € > 0 tel que f et g sont dérivables sur la —€,a+ €[N ~ {a}) et
Vx €la—e,a+ [N ~{a}), g(x) #0et g’(x) #0.

Soit x €la —¢e,a + €[N ~ {a}).
D’apres le Corollaire 5.12, il existe ¢ €]a, x[ sia < x ou ¢ €]x, a[ sia > x tel que

[ _ 0 - f@ _ f'©
gx)  gx)—gl@ g’

Donc lim S = lim f© =7. |
x~a g(x)  c=a g'(c)
Démonstration de la régle de L'Hopital lorsque lim |g(x)| = +00. TODO [ |

Exemple 10.11 (Contre-exemple si ’hypothese 3 n’est pas vérifiée).

Considérons f,g : R — R définies par f(x) = x+ 1 et g(x) =2x + 1.

Alors f et g vérifient toutes les hypotheses du théoreme de L'Hopital pour la limite en 1 sauf
la troisieme.

S _ 1 fo) 2

— alors que l1m =.
x—1 g( ) 2 d x—1 g(x) 3

Exemple 10.12 (Contre-exemple si ’hypothese 4 n’est pas vérifiée).
Considérons f,g : R — R définies par f(x) = x + sin(x) et g(x) = x.
Alors f et g vérifient toutes les hypothéses du théoreme de I'Hopital pour la limite en +co

!
sauf la quatrieme. En effet lim S _ lim 1+ cos(x)

x—+o0 g (_x) T xSt
Néanmoins lim M = 1.
x—+c0 g(x)

n’existe pas.

L'exemple précédent montre que méme lorsque les trois premieres hypothéses du théo-
réme de L'Hopital sont vérifiées :
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!
e Silim L n’existe pas, on ne peut pas en déduire que lim ! n’existe pas.
’ 4
!’
e Silim L £, on ne peut pas en déduire que lim — = 7.
g g

Exemple 10.13. TODO : Faire deux ou trois exemples parmi la liste suivante, et les autres en exercice

1. Calculer lin% Sin(x) (encore!)
X— X
1 4+ cos(x)

2. Calculer lim
X->r  X—T

3. Calculer lir% x In(x)

(avec et sans L'Hopital!)

x>0

4. Calculer lim _
x=»1lx—1 ln(x)

e =1
5. Calculer lim
x—=0 x* 4+ x
1 — cos(x)

6. Calculer lim
x—0 x2

7. Calculer lim 2sin(x) - sin(2x)
x>0 x—sin(x)

8. Calculer lim
x—+o00 eX

9. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle.
Montrer que si f est de classe C* au voisinage de a alors

v~ _ . Jlath)+ fla—h)—2f(a)
S (a) = }1136 e
X —X
10. Calculer lim e te
x—=+400 X — =X
X112 L 12

11. Calculer x1—1>r-|]-floo m

P
12. Trouver un polynéme P tel que lim P _1
x»leX—e-x e

10.3 Notations de Landau

Définition 10.14. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un

point adhérent a D.

On dit que f et g sont équivalentes en a, noté f ~ g (notation de Landau), s'il existe une fonction
a

A : V — R définie sur un intervalle V' centré en a telle que

lim A(x) = 1
X—a
VxeVnD, f(x) = A(x)g(x)
Définition 10.15. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R non-

majorée (resp. non-minorée) et a = +oo (resp. a = —).
On dit que f et g sont équivalentes en a, noté f ~ g (notation de Landau), s'il existe une fonction
a

A 1V — R définie sur un intervalle V' C R non-majoré (resp. non-minoré) tel que

lim A(x) = 1
Vx € VN D, f(x)= A(x)g(x)
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Proposition 10.16. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R avec
f(a)=g(a)sia € D.
Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors

Démonstration lorsque a € R. = Supposons que f ~ g alors il existe une fonction 4 : V' - R
a

définie au voisinage de a telle que im A(x) = 1etVx € DNV, f(x) = A(x)g(x).

X—a

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors lim % =lim A(x) = 1.
x—a g(x x—a
f&) _

<« Supposons que lim — = 1.
PPOSOm 48 e e
Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en g, il existe ¢ > 0 tel que

VxeDnla—¢e,a+e]~{a}, gx)#0.

Définissons A : [a —€,a+ €] = R par A(x) = % six € D~ {a} et A(x) =1 sinon.
AlorsVx € DNla—¢g,a+¢€], f(x) = A(x)g(x) et lim A(x) = 1. Donc f ~ g. |
X—a a

sin(x)

Exemple 10.17. Puisque lin% = 1 et que le dénominateur ne s’annule pas en dehors de
x—

0,ona
sin(x) ~ x.
x—0

Proposition 10.18. Soient f : D — R une fonction définiesur D C R, a € RU{+oo} et £ € R\{0}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.
X—a a

Démonstration. Puisque £ # 0, on a

f&) _

Imfx)=felm—=1& f ~ 7.
x—a x—a ¢ a
|

Remarque 10.19. Attention, la proposition précédente est fausse lorsque # = 0 comme on

peut s’en convaincre en considérant la fonction sin au voisinage de 0.

En effet, supposons par 1'absurde que sin(x) o 0 alors il existe A : ¥ — R une fonction
x—

définie sur un intervalle V' centré en 0 tel que Vx € V, sin(x) = A(x) - 0 = 0.
D’ol1 une contradiction car sin n’est pas nulle au voisinage de 0.

Néanmoins, on a le résultat suivant.

Proposition 10.20. Si f ~ g et lim g(x) = ¢ € Raalors lim f(x) = 7.
Démonstration. lim f(x) = im A(x)g(x)=1-2=~¢. [ |

Proposition 10.21. L'équivalence de fonctions en a € R U {+o0}) est une relation d’équivalences,
c’est-d-dire :
o Elle est réflexive : f ~ f
a
o Elleest symétrique: f ~g <& g~ f
a a

e Elle est transitive : si f ~ get g ~ halors f ~ h
a a a
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Démonstration. Nous démontrons le résultat lorsque a € R, la démonstration est similaire
lorsque a = +c0.

o Réfléxivité. Soient f : D — R et a un point adhérent a D.
Définissons 4 : R — R par A(x) = 1 alors Vx € D, f(x) = f(x)A(x) et lim A(x) = 1.
X—a

Doncff;f.

e Symétrie. Soient f,g : D — R et a un point adhérent a D tels que f ~ 8

Alorsil existe 4 : V' — R définie au voisinage de a telle que Vx € V' N D, f(x) = A(x)g(x)
etlim A(x) = 1.

X—a
Par définition de la limite, on sait qu’il existe > O telque Vx € V, [x —a| < n =
) =11 <3 = f(x) >3
Dongc, quitte a réduire V', on peut supposer que Vx € V, A(x) # 0.

_ 1 . 1 —
Alors,Vx € V N D, g(x) = mf(X) et }}E} _ﬂ(x) =1.

Doncg:f.

o Transitivité. Soient f,g,h : D — R et a un point adhérent a D tels que f ~ get g ~ h.
a a

Alors il existe 41, 4, : V' — R définies au voisinage de a telles que

Vx €V N D, f(x) = A (x)g(x) Vx €V N D, g(x) = A, (x)h(x)
lim 4,(x) = 1 € lim 4,(x) = 1

Alors,onaVx € V N D, f(x) = A;(x)A,(x)h(x) et lim A;(x)4,(x) = 1.
X—a

Donc f ~ h.
a
|
Proposition 10.22 (Opérations sur les équivalents). 1. Si f; ~ g, et fo ~ gy alors fif, ~
a a a
8182

2. Si f ~ getsi f nes’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas
a

. 5 11
au voisinage de a sauf peut-étreen a et — ~ -.

o8

3. Sify ~ gy, fo~ & et fr nes’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors .
a a 2 a &2

Démonstration. TODO [ |

Proposition 10.23 (Changement de variable/composition a droite).
Silimu(x)=bet f Zgalorsfou ~ gol.
X—a a

Démonstration. f(x) = A(x)g(x) = [f(u(x)) = Au(x))g(u(x))et }Cl_r)r; Au(x)) = lirr; Ax)=1. 1

Remarque 10.24. L'équivalence de fonctions n’est pas stable par addition, comme le montre
I'exemple suivant :

x ~x+let —x ~ —xmaisx+(—x) » (x+ 1)+ (—x).
+o0 +oo +o0
Remarque 10.25. L'équivalence de fonctions n’est pas stable par composition a gauche, comme
le montre I’exemple suivant :

X ~ x+ 1 maise* » &,
+00 +00
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Remarque 10.26. L'équivalence de fonctions n’est pas stable par dérivation, comme le montre
I'exemple suivant.
Posons f(x) = x + 1 et g(x) = 1 au voisinage de 0 alors f ~8 mais f’ x g’

Définition 10.27. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un

point adhérent a D.

Ondit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g (notation
a a

de Hardy), s'il existe une fonction € : V' — R définie sur un intervalle V' centré en a telle que

lim £(x)

X—a

Vx eV nD, f(x)=e(x)g(x)
En utilisant des quantificateurs, cela s’écrit :

f=0@ eVe>0,In>0,Vx€la—na+nnD,|f(x) <elgx)]

Définition 10.28. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R non-

majorée (resp. non-minorée) et a = +o0o (resp. a = —).

On dit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g
a a

(notation de Hardy), il existe une fonction € : V' — R définie sur un intervalle V' C R non-
majorée (resp. non-minorée) telle que

lim £(x)
VxeVnD, f(x)=e(x)g(x)
En utilisant des quantificateurs, cela s’écrit :

f=+c;o(g)©‘v’£>0, dIM e R, Vx € [M,+0[ND, |f(x)| <el|gx)]
f=_%o(g)©Ve>O, dm eR, Vx € |-co,m| N D, |f(x)| <€ |gx)|

Proposition 10.29. Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R avec f(a) =0
sia € D.
S

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f = o(g) & lim —— o
x—a g(x

=0.

Démonstration lorsque a € R. = Supposons que f = o(g) alors il existe une fonctione : V' —
a

R définie au voisinage de a telle que lime(x) =0etVx € DNV, f(x) = e(x)g(x).

X—a

x
Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors lim I _ = lime(x) =

x—a g(x) x—a
<« Supposons que lim — ACI
x—a g(x)
Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en g, il existe n > 0 tel que

Vxe Dnla—n,a+n]~{a}, gx)#0.
Définissons € : [a —n,a+n] - R par e(x) = % si x € D~ {a} et e(x) = 0 sinon.

AlorsVx € [a—n,a+n]N D, f(x) = e(x)g(x) et lime(x) = 0. Donc f = o(g). |
Exemple 10.30.
o X" = o(x”)@hr%x "=0om>n
X—)
e x"= o (x”)@hmx "=0om<n

X—+00 X—+00
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Exemple 10.31. Montrons que x — arctan(x) = 00 (xz).
X—

Les fonctions f(x) = x — arctan(x) et g(x) = x” sont bien définies et deux fois dérivables au
voisinage de 0.
De plus g"(x) = 2 ne s’annule pas et lin% f(x) = lirr(l) f(x) = lir% g(x) = lir% g'(x)=0.

xX— x— x— x—

puisauelim L6 o x
uisque lim =lim
x—0 g”(x) x=0 (1 + x2)2

= 0, on déduit du théoréme de L'Hopital que

lim x — arctan(x) — lim f(x) _

0,
x—=0 x2 x—0 g(x)

et donc que x — arctan(x) = o (xz).
x—0

Proposition 10.32. 1. Si f =o(g)et g =o(h)alors f = o(h).
2. Sify=o(g)et f = o(g)alors fi + fr = o(g).
3. Sifi=o(g) et f=0(g) alors ffy = 0(8182)-

Démonstration.

1. Supposons que f = o(g) et g = o(h) alors il existe €, et £, définies au voisinage de a
a a

telles que
F(x) =€;(x0)g(x) 8(x) = &5(x)h(x)
lime,(x) =0 € lim £,(x) = 0
Alors f(x) = £,(x)g(x) = £,(x)e,(x)h(x) et lim £,(x)e,(x) = 0.
Donc f = o(h).

2. Supposons que f; = o(g) et f, = o(g) alors il existe €, et £, définies au voisinage de a
a a

telles que
J1(x) = £1(x)g(x) So(x) = £5(x)g(x)
lime(x) =0 € lime,(x) =0
Alors f1(x) + fo(x) = (e;(x) + £5(x))g(x) et }Cl_r)r; g1(x) + &5(x) = 0.
Donc f, + f, = ofg).

3. Supposons que f; = o(g;) et f, = o(g,) alors il existe €, et €, définies au voisinage de a
a a

telles que
f1(x) = €1(x)g(x) Jfo(x) = €5(x)g,(x)
lime,(x) =0 € lim £,(x) = 0
Alors f1(x) f,(x) = £1(x)e5(x)g (x)g(x) et }Cl_r{; €1(x)ey(x) = 0.
DonC f1f2 = Z(gng).

Remarque 10.33. On ne peut pas sommer dans le petit o, i.e. on n’a pas que si f = o(g) et
a
[ = o(gy)alors f = o(g; +g,)-

Eneffet, x> = o (x> —xPetx’ = 00(x2) mais x> # 00(x3).
X—> X—>

X—>
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TODO : Mettre en exo :
Vrai ou Faux? Justifier.

1. Sif(x)= xgo(X) alors f(x) = K2 (x?).

2. Si f(x) = K2 (x?) alors f(x) = 0,00

3. Si f(x)= xzo(x) alors f(x) = xgo (42x).

4. Si f(x) = o @etgx)= o (x?) alors f(x) + g(x) = 0,00,
5. Si f(x) = xgo(x) et g(x) = K2 (x*) alors f(x) + g(x) = xﬂo(xz)'

Remarque 10.34. On écrit f(x) = g(x) + o (h(x)) pour signifier qu’il existe une fonction r telle
quer=o(h)et f(x) = gx)+r(x).
Autrement dit, f(x) = g(x) + o (h(x)) signifie qu’il existe une fonction ¢ telle que

a

lime(x) =0

X—a

{ f(x) = g(x) + £(x)h(x) au voisinage de a

TODO : Exercice :
Sif(x)=1+x+ oo(x) et g(x) = 2x + °, (x*) alors :

1. fX)+gx)=1+3x+ oO(x)

2. f(x)g(x)=2x+2x"+ o (x?)

x—0

Proposition 10.35. f ~8 S f=g+ Z(g).

Démonstration. = Supposons que f ~ g alors il existe 4 : V' — R définie au voisinage de a
a
telle que f = AgetlimA = 1.
a
Définissons € : V- Rpare =1 —lalors f = gA =g+ geoulime =0.
a

Dot f = g + o(g).
a

<« Supposons que f = g + Z(g) alors il existe e : V' — R définie au voisinage de a telle
que f =g+eg etligns =0.

Définissons 4 : V' — R par A =1+ ¢ alors f = Ag out li[rln/l =1.

Dou f ~ g [

Proposition 10.36. Soient a, ,y > 0 alors

(Inx)* < x# <« e

X—+00 X—>+00

10.4 Développements limités
10.4.1 Définition et premieres propriétés

Définition 10.37. Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, a € I etn € N.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a,noté DL, (a), s'il existe ag, a, ..., a, €
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R tels que

f(X) =ay+ a(x —a) + ay(x —a)> + - + a,(x —a)”+xga((x —a))

~-
Partie réguliere V
& Reste

ou, de fagon équivalente via le changement de variable 2 = x — g, tels que

fla+h) =ag+ajh+ ayh® + - a,h" + 20 (n")

Remarque 10.38. On remarque aisément que si f admet un développement limité en a alors

ay = f(a).

Proposition 10.39 (Unicité du DL). Si f admet un développement limité d’ordre n en a alors il est
unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux polyndmes P et Q de degrés au plus n tels que

fla+h)=Ph)+ o (h") et fla+h) =0+ % (h").
Alors P(h)—Q(h) = hoo (h”) et P—Q est un polyndme de degré au plusn,donc P—Q =0. N

Remarque 10.40. La partie réguliere du DL,(a) d'une fonction, si elle existe, est la meilleure
approximation de f au voisinage de a par un polynome de degré au plus n.

Exemple 10.41. Considérons f : R — R définie par f(x) =14+ 17x + 42x* + 64x3 alors :
1. f admetle DL,(0) suivant: f(x) =1+ 17x + 42x% + o (xz).
xX—
2. f admet un DLy(1) suivant : f(x) = 124 +293(x = ) +234(x = )’ + o ((x=1)?).
x—
En effet,

F(4+h) =1+17(1 + h) +42(1 + h)> + 64(1 + h)?
=1+ 17(1 + h) +42(1 + 2h + h?) + 64(1 + 3h + 3h*> + h?)
= 124 +293h + 234h* + o (h?)
h—0

Exemple 10.42. Considérons f :]— 1, 1[— R définie par f(x) = % alors f admetle DL, (0)

—-X
suivant :
fO)=l4+x+x>+-4+x"+ o (x").

x—0

En effet,

Vxe]—l,l[,f(x)=1+x+---+x"+x"1x .
— X

TODO : Exercice d ajouter :
En utilisant le formulaire a la fin de la feuille de TD, calculer la limite suivante :

sin(x) — x
x—0 arctan(x) — x

Proposition 10.43. f admet un DL(a) si et seulement si f est continue en a.

Démonstration. f admet un DLy(a) si et seulementsi f(x) = f(a)+ o (1). |
X—a
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Proposition 10.44. f admet un DL (a) si et seulement si f est dérivable en a.
Dans ce cas, f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a)+ o (x—a),
X—a

ou, de fagon équivalente, f(a+ h) = f(a)+ f'(a)h + 20 (h).

Démonstration. f admet un DL(a) si et seulement s’il existe « € R tel que f(a+ h) = f(a) +
ah+ ho 0(h),

h) —
i.e. si et seulement s'il existe & € R tel que lim Jath-j@ _ a [

h—0 h

Remarque 10.45. Attention! Les deux résultats précédents ne se généralisent pas pourn > 2:
e Une fonction peut admettre un DL,(a) sans étre deux fois dérivable en a (cf exemple
ci-dessous).
e Néanmoins, la réciproque se généralise : on verra plus loin (théoreme de Taylor-Young)
que si une fonction est n fois dérivable en a alors elle admet un DL, (a).

Exemple 10.46. Considerons la fonction f : R — R définie par f(x) = x3 sin (i) six #0et
f0)=0.

Alors f(x) =0+ o (x*) mais f n’est pas deux fois dérivable en 0.

10.4.2 Opérations sur les développements limités

Proposition 10.47 (Combinaison linéaire et produit). Soient f,g : I — R définies sur un

intervalle I, a€ I et A, u € R.

Si f(x) = Px—a)+ o ((x—a)")etgx) = 0x—-a)+ o ((x—a)), on PetQ sont deux
X—a X—a

polyndomes de degrés au plus n, alors
1 Af(x)+pgx) = AP(x —a) + pQ(x —a) + o ((x-a)"),
2. f()g(x)=Sx—a)+ o ((x—a)")ou S estlatroncation de PQ aux termes de degrés < n.
xX—a

Démonstration. TODO [ ]

Exemple 10.48. On souhaite déterminer le D15(0) de f(x) = sin(x) cos(x) :

3 2
sin(x)cos(x)=<x—%+ 0 (x3)> <1—x7+ 0 (x3)>

x—0 x—0

3 3

X X 3
=x———-—+ 0 (X

2 6 x—>0( )

2 3 3
=X—=x"+ o0 (x

3 x—>0(

Proposition 10.49 (Composition). Soient f : I — Ret g : J — R définies sur deux intervalles
I et J telles que Im(f) Cc Jetae I.

Si f(x) = P(x —a)+ o ((x—a)") et g(x) = O(x — f(a) + o ((x = f(a)") alors

gf) =Sx-a+ o ((x-a))

ou S est la troncation de Q o (P — P(0)) aux termes de degrés < n.

Démonstration. TODO [ ]
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Exemple 10.50. On souhaite déterminer le DL5(0) de f(x) = cos(sin(x)) :

3

cos(sin(x)) = cos <x _x + 00 (x3)>

6
1 3 2 3 3
=1_§<x_€+x20(X3)> +x20<<x_%+x—>O(X3)> >
2
=1_x7+x20(X3)

Remarque 10.51 (Quotient). La proposition précédente est utile pour calculer le développe-
ment limité d"un quotient.
En effet, soit f : I — R définie sur un intervalle I et a € I tel que f(a) # 0, alors

! 1 1 1.
fx)  fla]+ % = f(a)g(f(x))
ot g(x) = 15 et f(x) = L& — 1

Exemple 10.52. On souhaite déterminer le DL,(0) de f(x) = Lt

cos(x) *

1+)62= 1+ x2 :(1+x2)<1+x__x_+X_+ o (x4)>
2 4 AN
cos(x) 1_%4_%_{_)(30()64) x—0

2 2 4
- 2 X 04 20 P DR SR SN S N o327 4
—(1+x)<1+2+24x +x20(x)>_1+ +=x"+x" + +0(x)—1+2x + 5 +x30(a

Proposition 10.53 (Primitivation). Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle T
admettant le DL, (a) suivant :

f(x)=ay+a;(x —a)+ a)(x — a)y’ + -+ a,(x —a)" + o ((x - a)") )

Si F : I — R est une primitive de f alors F admet un DL, (a) et

F(x) = F(a) + ay(x — a) + %(x —a’ + %(x —aP + -+ na" x—a)"'+ o ((x - a)”"'l) .

+1

Démonstration. Considérons la fonction R : I — R définie par

R(x) = F(x) — (F(a) + ag(x —a) + %(x —a) + %(x —a)’ + -+ na"

. 1(x _ a)n+1>

alors R'(x) = f(x) — (0‘0 +o(x—a)+ ay(x — a)® + -+ a,(x — a)”).
Onsaitque Retg : x — (x—a)"*! sont dérivables au voisinage de a, que lim R(x) = lim ¢(x) =
X—a X—a

R’(x; =0 (car R'(x) =

0, que ¢'(x) ne s’annule pas au voisinage de a privé de a et que lim

x—a (p’(x
o ((x - a)”)).

X

Donc, d’apres le théoreme de L'Hopital, lim % =0,ie. Rx)= o ((x- a)”“). [
x—=a (x —q)l xX—a

Remarque 10.54. On peut simplement retenir que si f(x) = P(x—a)+ o ((x - a)”) ou P est
X—a

un polyndme de degré < n alors

/x fdt = /x P(t - a)dt+xga ((x —a)""'l)_
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Exemple 10.55. On sait que
1

=l4+x+x>++x"1+ o (x"_l),

1—x x—0
donc
—ln(l—x)—ln(1)+x+x—2+x—3+---+x—n+ o (x")
B 2 3 n x—0 '
Ainsi, on a
2 3 n
n(l—x)= —x— > % _..._ X n
n( x) X 2 3 n +x2>0(x>
et
ln(1+x)—x—x—2+x—3— e (=D o (x7)
B 2 3 x—0

TODO : Mettre en EXO :
Déterminer le DL,,,. ;(0) de arctan.

Proposition 10.56 (Dérivation). Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I ad-
mettant le DL, (a) suivant :

F(X) = ap+ ay(x — @) + ay(x — a)* + -+ + @, (x — a)"*! + o ((x - a)n+1) .

Si f est dérivable et si f' admet un DL, (a) alors

ff)=a+2mx—-a)+ -+ n+ Da,,  (x—a)" + o ((x - a)”) .

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition de primitivation a f'. |

Remarque 10.57. On peut simplement retenir que si f admetun DL, (a) et que si f’ admet
un DL, (a) alors le développement limité de f' s’obtient en dérivant celui de f terme a terme.
Attention, I'hypothese que /' admet un DL, (a) est importante : il est possible que f admette
un DL, (a) et que f soit dérivable mais que f' n’admette pas de DL, (a); voir I'Exercice
TODO : ref .

10.4.3 Théoréme de Taylor-Young

Théoreme 10.58 (Théoréme de Taylor-Young). Soit f : I — R une fonction définie sur un
intervalle I et a € 1.
Si f est n fois dérivable®® en a alors f admet un DL, (a) et

’ " 3) (n)
TAC) + f (a)(x—a)+—f (a)(x—a)2+—f (a)(x—a)3+ f ( )(x a)”+ o ((x -a)")

S == 1 21 30

ou, de facon équivalente,

’ " 3) (n)
@, f'@, '@, Y@, @, o, (")

flath= 0! 1! 2! 3! n! h—

Démonstration. On a déja vu que 1"énoncé était vrai pour n = 0oun = 1.

Supposons 1'énoncé vrai pour un certain n > 1 et montrons le pour n + 1.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I qui est n + 1 fois dérivableen a € I.
Alors, puisque n+ 1 > 2, f est dérivable au voisinage de a et f’ est n fois dérivable en a.

2En particulier, il existe # > 0 tel que f est n — 1 fois dérivable sur [a —n,a+#] N I.
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(3) (n+1)
Dong, par hypothése de récurrence, f'(x) = % + #(x —a)+ fz—!(a)(x —a)’ 4+ %(x -
a"+ o ((x - a)”).
X—a
D’apres le théoreme de primitivation, on obtient alors que
f@, f <a> f”( ) f<3>< ) [ ()

- —a)?+ _ o+l _ ntl
o1 (x—a)+ (x—a)“+ (x— a)+ +( My (x—a) +Xga((x a) )

fx)=
|

TODO : Mettre en exo :

1. Montrer que pour tout n € N, exp admet un DL, (0) et que

xX X3 x" n
e—1+x+—+—+ 4+ =+ o (x").
3! n! x—0

2. Montrer que pour tout n € N, cos admet un DL,, (0) et que

x2 x4 2/1

n 2n+1
cos(x)—1—§+z— 4+ (=D (2n)'+x20(x ).

3. Montrer que pour tout n € N, sin admet un DL,, ,,(0) et que

sin(x) = x — x + x +(_1)nﬂ + o (x¥%2)
315 2n+ D! <20 '

TODO : Taylor reste intégrale

10.4.4 Développements limités usuels en 0

ala — 1)x2 + a(a—1)(a—- 2)x3 by a(a—1)(a—-2)..(a—(n— 1))x" +

o (1+x)=1+ax+

2! 3! n!
oo(x")
X—
DO ST S U R (x")
1—x x—0
. 1:— =l—x+x> =X+ +(=D)"x"+ oo(x”)
X N
2 3 n
X~ X X
oln(l—x)=—x—7—? ----- 7+xgo(x”)
2 3 n
—x X X ot n
e In(l+x)=x 2+3 +(-1) n+xgo(x)
2 3 n
- X 4 X X n
oo =ld+x+ 5+ 537+ +n'+xgo(x)
2 4 2n
X X o2 2n+1
e cos(x) =1 TR +(=1) (2n)!+xzo(x )
3 5 2n+1
XL i 2n+2
e sin(x) = x +5' + (-1 (2n+1)!+x_}0(x )
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3 5 2n+1
. X 1-3-x 1-3-5--2n-1)x a2
=X+ b e
o arcsin(x) = x + 5=+ ——— 2.4_6.“(2’1)'(2,1_'_1)+X20(x )
3 23 x 1-3-5-(2n — 1x2"t1
° arccos(x):z—x—x——l 3-x _ _1-3-5--@n-Dx (2n+2)
2 2.3 2.4.5 2.4-6-2n)-2n+ 1) x20
35 2n+1
e arctan(x) = x — 2+ X — (=1 — 4 o (x27+2)

3 5 2n+1 x—0
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10.5 Exercices

Exercice 1. Donner un équivalent simple en 0 des fonctions suivantes :

1. fi(x) = sin(x) 3. f3(x)=In(1+x%) 5. fs(x) = arctan(2x)
2. fr(x)=1—cos(x) 4. f4(x) =tan(3x)
Exercice2. 1. (a) Donner un équivalent simple en +oo des fonctions suivantes :

i fi0)= 3x4_2x2+\/; i fy(0) = 1-xIn(x) . F400) = m
x* — 2sin(x) (x + 6)V/x2 + sin(x) ( 2 )

v. f5(x) = arctan

11. fz(x): 2x3_x+7 x2+1
(b) En déduire la limite en +o0 des fonctions suivantes.
i Is I i, f, - f,
/2 ) ff iv. f3+ f5
v. =5

(c) Peut-on en déduire un équivalentde 4f, — f5?

2. Donner un équivalent simple en 0 des fonctions suivantes, puis en déduire leur limite
en 0.

(@) f1(x)=3x*—2x2+1/x (c) f3(x) = x* — arctan(x)
_ (" + Dsin(x) _ x —arctan(x)
B L0= i WA= T o)

Exercice 3. Pour chacun des énoncés suivants, dire s’il est vrai ou faux en justifiant.

1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R.
Si f(x) ~ g(x)alorse/® ~ @80
X—a

X—a

2. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R.
Si f(x) e g(x) alors In(f(x)) e In(g(x)).

Exercice 4. Soit f une fonction réelle admettant un développement limité d’ordre n en 0.

1. Montrer que si f est paire alors la partie réguliere du développement limité de f en 0
ne contient que des puissances paires.

2. Montrer que si f est impaire alors la partie réguliere du développement limité de f en
0 ne contient que des puissances impaires.

Exercice 5. Soit f : R — R définie par f(x) = x? + 2x + 1. Donner le développement limité
de f en aal’ordre n pour :

1. a=0,n=1. 2.a=0,n=2. 3.a=0,n=3. 4. a=2,n=3.

Exercice 6. 1. Donner le développement limité de f(x) = In(1 + x) — sin(x) en 0 a I'ordre
3.
2. Donner le développement limité de cosh(x) = en 0 a I'ordre 2n.
3. Donner le développement limité de f(x) = cos(3x) sin(2x) en 0 a 'ordre 5.
4. (a) Donner le développement limité de f(x) = e* cos(x) en 0 a 'ordre 3.

eX+e™*
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(b) En déduire un équivalent simple en 0 de g(x) = e* cos(x) — 1 — x.
. Donner le développement limité de f(x) = v/2 + x en 0 a 'ordre 3.
. Donner le développement limité de f(x) = Z%X en 0 a 'ordre 3.
. Donner le développement limité de f(x) = In(1 + x + x%) en 0 a 'ordre 3.

(a) Donner le développement limité de f(x) = ¢“™ en 0 a 1'ordre 3.
(b) En déduire un équivalent simple en 0 de g(x) = ™ —e.

®© N o Wl

X0 sin(x)
In(1+x)
10. Donner le développement limité de f(x) = sin(l + x) en 0 a 'ordre 3.

Pour les questions précédentes, chaque fois que c’est possible, en déduire le signe de la fonction et
'allure de sa courbe représentative au voisinage de O (position par rapport a sa tangente).

9. Donner le développement limité de f(x) = en 0 al'ordre 5.

Exercice 7. Etudier la limite éventuelle de f en a pour :

. xz 1— 1
1. f(x):<511’l(x)>3/ eta=0. 2. f(x):ﬂeta:l.

Exercice 8. Calculer les limites suivantes en utilisant des développements limités convena-
blement choisis :

L. }Clil’(l) x2 ' X—+00

o* — exL-i—l o lim <a1/x + plix + clx
3

X
) ou a,b,c >

Exercice 9. En utilisant des développements limités, calculer un équivalent simple en 0 des
fonctions suivantes :

1 f1(x) = In (2% + 3% = 5%) 2 f= -1
x2  (arcsin x)?
Exercice 10. Etudier l'allure de la courbe représentative de f : R — R définie par f(x) = liiz

au voisinage de a pour :
1. a=0. 2.a=1.

Exercice 11. Etudier la position relative des courbes représentatives des fonctions suivantes
au voisinage de 'origine :

fx) = x\/ 1- Zsz et g(x) = arctan(x).

Exercice 12. 1. On considére f(x) = v/x2(x — 2).

(a) Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote commune en —co
et +oo.

(b) Quelle est la position relative de la courbe représentative de f par rapport a cette
asymptote ?

2. On consideére g(x) = Vx2 —3x + 2.

(a) Montrer que la courbe représentative de g admet des asymptotes en —co et en +oo.
(b) Quelle est la position relative de la courbe représentative de g par rapport a ces
asymptotes ?

3. On considére h(x) = (x + 2)e'’™.
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(a) Montrer que la courbe représentative de 2 admet une asymptote en +oo.
(b) Quelle est la position relative de la courbe représentative de / par rapport a cette
asymptote ?

Exercice 13. On considere f : R — R définie par f(x) = xe* .
1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer le développement limité de f~' en 0 a I'ordre 6.

x*sin (%) six#0
sinon
1. Montrer que f admet un développement limité en 0 a 'ordre 3 dont la partie réguliére
est nulle.
2. Montrer que f est dérivable en 0.
Montrer que f’ n'admet pas de développement limité en 0.
4. Que peut-on en conclure?

Exercice 14. Soit f : R — R définie par f(x) =

@
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11 Introduction aux équations différentielles ordinaires

11.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 11.1. Une équation différentielle linéaire du premier ordre (EDL1) est une équation de
la forme

ay' +By=y (E)
olla, f,y : I - R sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.
Une solution de (E) est une fonction y : J — R dérivable sur un intervalle J C I telle

que
Vx € J, a(x)y'(x) + fO)y(x) = y(x).

e Ondit que 'EDL1 (E) est normalisée si a = 1.
e On dit que 'EDL1 (E) est homogene si elle n’a pas de second membre, i.e. siy = 0.

Théoréeme 11.2 (Solutions d'une EDL1 homogene et normalisée).
Soit a : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Considérons l'ensemble des solutions de y' + ay = 0 sur I,

Sp={y 1 I > Rdérivable|Vx € I, y'(x) + a(x)y(x) = 0},

alors :
1. 0 € S, (en particulier Sy # @),
2. Siy,y, € Syet Ay, Ay € Ralors Ajy; + Ay, €S,
3. Soit A une primitive de a alors

I - R

Remarque 11.3. On rappelle que a admet une primitive d’apres le théoréme fondamental de
’analyse.

Démonstration.
1. Vxe I, 0+ a(x)0=0.

2. Soient y;,y, € Sy et 41,4, € Ralors y :== A;y; + 4,», est dérivable par opérations
élémentaires sur des fonctions dérivables et

Y +ay= Ay + 4y, +ady +aky, = 4y +ayy) + Ay +ay,) = 0.
Doncy € S,.

3. Soit y : I — R une fonction dérivable. Définissons z : I — R par z(x) = y(x)eA,
Alors z'(x) = ' (x)e2™® + a(x)y(x)eA™ = (y’(x) + a(x)y(x)) A,
D’ou
yeESy &z =0
sSIJLeR, z=41
S ILER, y(x) = de A
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Théoreme 11.4 (Solution d’'une EDL1 normalisée).
Soient a,b : I — R deux fonctions continues sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de ’EDL1

Y +ay=b (E)
et par Sy 'ensemble des solutions sur I de I'équation homogeéne associée
y +ay=0. (Ep)

Alors
1. S#@
2.Vy,»m €S, yi—n€ES
3. Vye S, Vy, €Sy, y+y €S

Démonstration.

1. Soient A une primitive de asur I et A une primitive de be? sur I.
Définissons y : I — R par y(x) = A(x)e™ 4™ alors y est dérivable sur I et

Y ()+a(x)y(x) = A (x)e AP A(x)a(x)e AP +a(x) A(x)e™A® = 1’ (x)e™AX = b(x)eAXe™AX = p(x).
Donc y € S, etainsi S # @.
2. Soient y;,y, € S. Alors
= ») +alyy —y) =0 +ay) -y +ay,) =b—b=0.
Donc y; —y, € S,
3. Soient y € S et y, € S alors
Y+ ) +a(y+yy) = +ay)+(yy+ay) =b+0=b.
Doncy+y, € S. [ |

Corollaire 11.5. Soient a,b : I — R deux fonctions continues sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de ’EDL1

Y +ay=b (E)
et par Sy 'ensemble des solutions sur I de I'équation homogene associée
y +ay=0. (Ep)
Soit y, € Salors S ={y,+yy : ¥y € S}
Démonstration.
C Soity€ Salorsy=y,+y,0ouy,=y—y, €S
D Soit y) € Sy alors y, +y, € S. [
Remarque 11.6. En pratique, on retiendra que
Solution générale de (E) = Solution particuliere de (E) + Solution générale de (E).

Remarque 11.7. Comment déterminer une solution particuliére en pratique?
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1. Recherche d"une solution évidente : on regarde 1’équation droit dans les yeux.

2. Superposition des solutions : si Yp, est une solution particuliere de y' + ay = b, et si
Yp, €st une solution particuliere de y’ + ay = b, alors y, = Yp, + ¥p, st une solution
particuliere de y’ + ay = b; + b,.

3. Méthode de la variation de la constante : on cherche une solution particuliére de la
forme y,(x) = A(x)e™ ™ o1t A est une primitive de a (i.e. on remplace la constante de la
solution générale de 1’équation homogene associée par une fonction).

En effet, on a vu qu'il existait une solution de cette forme lors de la démonstration du
premier point du Théoreme 11.4.

TODO : exemples a détailler :
1. y +xy=xsurR
2. ¥y +y=2e* +4sin(x) + 3 cos(x) sur R

—3x?

2
!/
3.y + 23

y = 1sur]0,+oo]

Théoreme 11.8 (Existence et unicité de la solution d’une EDL1 avec condition initiale).
Soient a,b : I — R deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient x, € I et y, € R.
Alors 'EDL1 normalisée y' + ay = b admet une unique solution sur I telle que y(xq) = y.

Démonstration. Puisque a est continue sur l'intervalle I, elle admet une primitive A : I — R.
D’apres les résultats des diapositives 7, 5 et 3, 'EDL1 )" + ay = b admet une solution y, :
I — R et alors la solution générale de cette équation sur I est donnée par

y(x) = y,(x) + deAY, 1 eR.

Puis
¥(x0) = ¥o © ¥o = y,(xp) + AeAX0) o ) = (yo - yp(xo)) eAX0),

Remarque 11.9. On appelle probléme de Cauchy la donnée d'une EDL1 avec une condition
initiale :
{ v +ay=»b
¥(x0) = Yo

Définition 11.10. Soient a,b : I — R deux fonctions continues sur un intervalle I.
Le graphe d'une solution y : I — R d’une EDL1 y’ + ay = b s’appelle courbe intégrale.

Remarque 11.11. L'existence et 1'unicité d"une solution d’un probléme de Cauchy peut se
reformuler ainsi :
étant donnés x, € I et y; € R, il existe une unique courbe intégrale passant par (x,, y)-
Autrement dit,

e I xR est recouvert par les courbes intégrales de 'EDL1 considérée;

e Deux courbes intégrales distinctes ne s’intersectent pas.
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<

i

Courbes intégrales de 'EDL1 y' + y = x.

11.2 Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre a coefficients constants

Définition 11.12. Une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre (EDL2) d coefficients constants
est une équation de la forme
ay” +by' +cy =d(x) (E)

otta € R\ {0},b,c e Retd : I — R est une fonction continue sur un intervalle I C R.

Une solution de (E) est une fonction y : J — R deux fois dérivable sur un intervalle
J c I telle que
Vx € J, ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = d(x).

e On dit que (E) est normalisée sia = 1.
e On dit que (E) est homogeéne si elle n’a pas de second membre, i.e. sid = 0.

Théoreme 11.13. Soient a € R~ {0}, et b,c € R. On considére I'EDL2 homogene suivante
ay” + by +cy=0. (Ey)
On dénote I'ensemble des solutions de (E,) sur R par
Sp = {y : R — R deux fois dérivable : Vx € R, ay”(x) + by’ (x) + cy(x) = 0} ,

alors :
1. 0 € S, (en particulier Sy # @),
2. Si Vs € S() et ).1, 12 € R alors /llyl + /12y2 e So,

La démonstration est similaire a celle du Théoréme 11.2.

Théoreme 11.14 (Solutions d'une EDL2 homogene a coefficients constants).
Soient a € R~ {0}, et b,c € R. On considére I'EDL2 homogene suivante

ay” + by +cy=0. (Ep)
On associe a (E) son équation caractéristique, donnée par
ar* + br + ¢ = 0. (x)

Notons A le discriminant de () et Sy 'ensemble des solutions de (E) sur R.

1. Si A > O alors on note ry, ry les deux racines réelles distinctes de () et

Sy = {ﬂer1x+/4er2x cAue R},
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2. Si A = 0alors on note r I'unique racine réelle de () et

So={Ux+mwe™ : AueR},

3. Si A < 0alors on note r + iw les deux racines complexes conjuguées de (), ou r,w € R, et

Sp = {(Acos(wx) + usin(wx))e™ : A, u€R}.

Démonstration. Soientr € Rety : R - R une fonction deux fois dérivable.
On définit z : R — R par z(x) = y(x)e™" alors z est deux fois dérivable et on a

y(x) = z(x)e'™,
¥ (x) = 2/ (x)e"™ + rz(x)e"™ et

V'(x) = 2" (%)™ + 2rz' (x)e™ + rPz(x)e’™.

Donc
ay” + by +cy=0<e az"(x)+ Qar + b)z'(x) + (ar* + br + ¢)z(x) = 0. (9)

1. Si A =0, posons r := —2—121 la racine double de (). Alors (9) donne z"(x) = 0.

Donc z(x) = Ax+ uou 4, u € R.
Ainsi, la solution générale de (E;) sur R est y(x) = (Ax + p)e"™ ot 4, u € R.

2. Si A >0, posons r = r;. Alors r| # ;—: et (9) se réécrit (z')'(x) + <2r1 + g) z'(x) = 0.

, N ’ —(2r1+é)x ) —<2r1+l—7>x
Donc, d’aprésle cours surles EDL1, z'(x) = Ae a)” etdonc z(x) = L a) 4
ry+-—
uou i, u€R.

b
iy —<r1+—>x ¥ ~
— 3¢ a)” 4 pe* = Je"* + fie"*
175

Ainsi, la solution générale de (E)) sur R est y(x) = >
ou 1, i €R.
V-A
2a
ar> +br+c¢  —b* + dac 2

Alors les deux racines de () sont r + iw et on a = =w

a 4q?
Donc (9) devient

—b
3.5iA <0, = —etw:=
i posons r = —— et @

2" +w?*z=0. (10)

On déduit dulemme suivant que la solution générale de (E)) sur R est y(x) = €™ (4 cos(wx) + u sin(wx)
ou A, u€R. [

Lemme 11.15. La solution générale de (10) sur R est de la forme z(x) = Acos(wx) + u sin(wx) ot
AueR.

Démonstration. On vérifie aisément que z(x) = 4 cos(wx) + y sin(wx) est solution de (10).
Réciproquement, soit z : R — R une solution de (10).

Définissons f : R — R par f(x) = z(x) — z(0) cos(wx) — z'(0) sin(wx) alors f est solution de
(10).

Donc f' f"+w*f' f = 0d’oly, en intégrant et en utilisant que £(0) = f'(0) = 0, (f')*+0?(f)* =
0.

Ainsi f =0, i.e. z(x) = z(0) cos(wx) + z'(0) sin(wx), ce qui démontre le lemme. |
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Théoreme 11.16 (EDL2 a coefficients constants avec seconde membre).
Soient a € R~ {0}, b,c € Retd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de ’EDL2

ay" + by +cy=d(x) (E)
et par Sy 'ensemble des solutions sur I de I'équation homogeéne associée
ay"+ by +cy=0. (Ep)

Alors
1. Vy;, 3, €S,y —»m €Sy
2. VyeS, VY €Sy, y+y €S

Démonstration.

1. Soient y;,y, € S. Alors a(y; — ;)" + b(y; = ) +c(y; = y2) = (ay," + by} +cy)) — (ay," +
by, +cyy)=d—d =0.
Donc Y1—» S So.

2. Soient y € Sety, € Syalors a(y+yp)" +b(y+yy) +c(y+yy) = (ay" + by +cy)+(ayy" +
byy+cy)) =d+0=d.
Doncy+y, € S.

Corollaire 11.17. Soient a € R~{0}, b,c € Retd : I — R une fonction continue sur un intervalle
1.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de ’EDL2

ay" + by’ +cy=d(x) (E)
et par Sy 'ensemble des solutions sur I de I'équation homogeéne associée
ay"+ by +cy=0. (Ep)
Soit y, € Salors S = {yp +¥ Yo € 50}-
Démonstration.
C Soitye Salorsy=y,+y,ouy,=y—y, €S
D Soit y, € Sy alors y, +y, € S. [
Remarque 11.18. En pratique, on retiendra que
Solution générale de (E) = Solution particulieére de (E) + Solution générale de (E).

Exemple 11.19 (Second membre de la forme polyndme—exponentielle).
Soientae R~ {0},bh,ceR,s e Ret P € R[x].
On cherche une solution particuliére de

ay" + by’ +cy = P(x)e’™ (E)

de la forme y,(x) = Q(x)e™ o1 Q € R[x].
Alors
ay," + by, +cy, = P(x)e'* & aQ" + (2as + b)0' + (as®> +bs+c)Q = P
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1. Si s n’est pas racine de I'équation caractéristique (y).
Alors as® + bs + ¢ # 0 et il existe un tel Q vérifiant deg QO = deg P.

2. Si s est racine simple de I'équation caractéristique ().
On obtient alors aQ" + (2as + b)Q’ = P avec 2as + b # 0.
Donc il existe un tel Q vérifiant deg O = deg P+1 et Q(0) = 0 (i.e. sans terme constant).

3. Si s est racine double de 1’équation caractéristique ().
On obtient alors aQ" = P.
Donc il existe un tel Q vérifiant deg O = deg P+2, 0(0) = 0 et Q' (0) = 0 (i.e. sans terme
constant et sans terme de degré 1).

11.3 Quelques EDO classiques
TODO
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11.4 Exercices

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y +2y=x> surR.

2.y +y=2sin(x) surR.

(€8]

.Y +y=(x+1e* surR.

L

x(1+1n’(x)y +2In(x)y=1 sur ]0,+ool.

5. y’+y=% sur R.

6. y — iy =x? sur]0,+ool.

Exercice 2. 1. Déterminer 1'unique solution sur R vérifiant y(0) = 3 de 'équation diffé-
rentielle
(x?+ 1)y +2xy=3x2 + 1.

T T
-, =

2. Déterminer I"'unique solution sur ] 2 [Vérifiant y(0) = 1 de I'équation différentielle

y' + tan(x)y = sin(2x).

3. Déterminer 1'unique solution sur 10, z[ vérifiant y (%) = 1 de I’équation différentielle

sin(x)y’ — cos(x)y = —1.
Exercice 3. Trouver les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1. xy' =2y=x>
2. x%y' —y=0
3. xy +y=1
4. xy —y=x

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes d’inconnuey : I - Rou I C R
est un intervalle ouvert quelconque (i.e. I'ensemble des solutions peut dépendre de I).

1. x(1+x%)y —y=0

2. xy =2y=x*

3. x%y +y=1
4. 1-x)y —y=x

5. x(x = 1)y —=Bx =Dy =—-x*(x+1)
o s . 3x—1 _ b
Indice : pour cette derniére question, on pourra remarquer que - (’;_ D= S+ —poura,b€R
convenablement choisis et chercher une solution particuliére sous la forme d’un polynome de

degré 2.
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Exercice 5. Trouver une équation différentielle dont les solutions sur R sont exactement les

fonctions de la forme
C+x

1+ x2

y(x) =
ouC € R.

Exercice 6. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables vérifiant

Vx €R, f'(x)+ f(x) = f(O)+ f(D).

Exercice 7. Soient a,b : R = R deux fonctions continues avec a impaire et b paire.
Montrer que 1’équation différentielle

Y+ a(x)y = b(x)

admet une unique solution impaire.
Indice : une solution impaire vérifie forcément une certaine condition initiale.

Exercice 8. On considere 1’équation différentielle
y —(x+1y=e".
1. Justifier que 1’équation admet une unique solution sur R telle que y(0) = —1.
2. On consideére l'unique solution vérifiant y(0) = —1. Calculer

. y(x)+1
lim ———

x=0  x“

selon les valeurs de @ € R.

Indice : il n’est pas nécessaire de résoudre I'équation pour répondre a cette question...
Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre a coefficients constants
Exercice 9. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y"+9y=x+1
2. y" =2y +y=sin(2x)
y' =4y +3y=02x+ 1)e™™*

y' =4y +3y=02x+ 1)e*

AR B

Yy =2y +y=(x*+ e + >
6. y" —4y +3y = x*e* + xe** cos(x)
Exercice 10. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Ly =2y +y=x,50)=y(0)=0.
2. y" +2y +4y=xe*, y(0) =1, y(1) = 0.
3. y"+9y=x+1,y0)=0.

Exercice 11. Résoudre les équations différentielles suivantes a 1’aide du changement de va-
riable proposé.
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1. y" —y —e*y =¥ sur R en posant 1 = e*.
2. x*y" +y = 0sur ]0, +co[ en posant ¢ = In(x).

T T
-, =

35 [en posant ¢ = sin(x).

3. ¥ +tan(x)y’ — cos?(x)y = 0 sur ]
Exercice 12. Résoudre sur R I'équation différentielle

(1+e)y" +2e*y" + (2" + 1)y = xe~.

Indice : on pourra changer d’inconnue en posant z(x) = (1 + e*)y(x).

Exercice 13. Trouver une équation différentielle dont les solutions sur R sont exactement les
fonctions de la forme
y(x) = ae®™ + e

oua,f eR.

Applications

Exercice 14. L'accroissement de la population P d’un pays est proportionnel a cette popula-
tion. La population double tous les 50 ans. En combien de temps triple-t-elle ?

Exercice 15. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables vérifiant

{ VxR, f1(x)f(=x) =1,
f(0) = —4.

Exercice 16. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables vérifiant
Vs,t R, f(s+1)= f(s)f(0).
Indice : on pourra dériver la relation par rapport a s.

Exercice 17. On cherche a déterminer les fonctions f : R — R de classe C' vérifiant
Vx €R, f'(x)+ f(—x) = e*.
1. Montrer qu'une telle fonction f est nécessairement de classe C>.

2. Montrer qu'une telle fonction f vérifie une équation différentielle linéaire du deuxieme
ordre a coefficients constants.

3. Déterminer les fonctions f vérifiant les conditions de I’énoncé.
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12 Séries entiéres et analyticité

TODO
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A Fonctions usuelles

A.1 Fonctions trigonométriques
A.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition A.1. Soit x un angle en radians®. On note (cos(x), sin(x)) les coordonnées du point
d’angle x sur le cercle centré en I'origine et de rayon 1. On a ainsi défini les fonctions cosinus
s.: R - Retsinussin : R - R.

A

sin(x) T
X \ 4
4
1 / /\
2 _3 )\ ’\ §‘ 2
27 2"
f(x) =sinx

Remarque A.2. Il est d'usage de noter cos”(x) pour (cos(x))" et sin"(x) pour (sin(x))".

Commencons par quelques propriétés élémentaires des fonctions sinus et consinus.

Proposition A.3.
(i) Les fonctions cosinus et sinus sont 2z-périodiques.
(ii) La fonction cosinus est paire.
(iii) La fonction sinus est impaire.
(iv) Vx € R, cos?(x) + sin’(x) = 1 (Théoréme de Pythagore).
(v) Vx €R, |sin(x)| < 1.
(vi) Vx € R, |cos(x)| < 1.

Proposition A.4. Soit x € R, alors
° cos(x)=0©EInEZ,x=§+n7r
e sinx)=0e3dIne”Z x=nx

Définition A.5. On définit la fonction tangente par tan = % C R~ { % +nr,n € Z} - R.
Proposition A.6. tan est z-périodique.

Démonstration. Voir les formules des angles associés ci-dessous. n

Remarque A.7. On démontre a I'aide du théoreme de Thalés que la tangente d"un angle x
correspond a la longueur du segment située sur la tangente au cercle au niveau de 1’axe des
abscisses entre ce dernier et la droite d’angle x, d’ott son nom.

A

~

5x

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il
3
2 ?T
\
|
|
|
|
|
|
|

L L
j T f T
1 2wt/ 3/

*0n rappelle qu'un radian (1 rad) correspond a l'angle qu'il faut pour obtenir un arc de longueur r sur un
cercle de rayon r.
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Proposition A.8. Voici quelques valeurs remarquables®* des fonctions sinus et cosinus :

0.1

(=1,0)

(0’ _1)

Démonstration. Puisque cosz(x) + sinz(x) = 1, on a sin(x) = /1 —cos?(x) si x € [0, ] et
sin(x) = —\/1 — cos2(x) si x € [pi, 2x]. Il suffit donc de déterminer cos(x).
e Pourx=0etx = %, c’est évident.

e Pour x = %, il faut remarquer que le triangle rectangle dont '’hypoténuse est le rayon
et un coté le cosinus est isocéle puis utiliser le théoreme de Pythagore.

T . z 7 z . z
e Pour x = 7, le triangle formé par les rayons d’angles 0 et x est équilatéral.
V4 1: P N 5N . .
e Pour x = %, on utilise la symétrie par rapport a la premiére bissectrice pour remarquer
. T _ E
que sin <g> = cos <3 )

Les autres valeurs remarquables s’obtiennent par symétrie. [

34 A connaitre ou savoir retrouver.
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A.1.2 Formulaire

1. Valeurs remarquables a connaitre ou a savoir retrouver :

x |0l S35 ]2

sin(x) | 0 % % \/75 1

cos(x) | 1 % \/75 % 0
y

Moyen mnémotechnique : les valeurs remarquables sont de la forme 7" en incrémentant # de 0 a 4 pour
sin et en décrémentant n de 4 a 0 pour cos.

2. Relations entre cos, sin et tan : 5. Produit en somme :

e cos’(x) +sin*(x) = 1 e cos(x)cos(y) = %(cos(x + ) + cos(x — )

1
cos2(x) e sin(x)sin(y) = % (cos(x — y) — cos(x + ¥))

o 1 +tan’(x) =

e sin(x)cos(y) = % (sin(x + y) + sin(x — y))

3. Formules d’addition : 6. Somme en produit :
e cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) o COS(x) + cos(y) = 2 cos (x ‘2" y) cos (x ; y)
e cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)  costr) - cos(y) = —2sin (x + y) n <x _ y>
e sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) 2 2
e sin(x — y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y) e sin(x) +sin(y) = 2sin (= ; 2 cos (= =)
tan(x) + tan(y)
t = — — . . x + . X —
* tan(x+y) 1 — tan(x) tan(y) e sin(x) — sin(y) = 2 cos < y) sin ( y)
2 2
o tan(x—y) = tan(x) — tan(y)
= 1 + tan(x) tan(y)
4. En particulier : 7. Avec la tangente de I’arc moitié (9 = tan (%)) :
cos(2x) = cos?(x) — sin*(x) . 29
= 2008%(x)— 1 = 1 —2sin®(x) * sin(v) =170
e sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) -9
® cos(x) =
2 tan(x) 1+ 92
[ ] tan(2x) = W 29
— tan“(x
t = —
e tan(x) — o
8. Angles associés :
ocos<§+x) = —sin(x) osin(%+x> = cos(x)
® cos(z + x) = — cos(x) e sin(x + x) = —sin(x)
® cos(—x) = cos(x) e sin(—x) = —sin(x)
z ) . (T _
ocos(z —x) = sin(x) osm(a —x) = cos(x)
® cos(r — x) = — cos(x) e sin(x — x) = sin(x)
9. Pour les équations :
eCOosXx =cosa<ex=a+2nr ou x=-a+2nn (ne )
esinx=sina< x=a+2nr ou x=nxm-—a+2nx (ne2z)

etanx =tana & x=a+nx (ne )
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Démonstration.

Les relations entre cos, sin et tan découlent du théoreme de Pythagore.

Les formules d’angles associés sont des conséquences des formules d’addition en uti-
lisant les valeurs remarquables et la parité.

Les formules de produit en somme découlent des formules d’addition.

Les formules de somme en produit découlent des formules de produit en somme (en
posantx+y=Xetx—y=Y,soitx = Xziety= %)

Les formules avec la tangente de ’arc moitié découlent des formules précédentes :

=

2 2

sin(x):251n<f>COS<_>= 251n<%>cos<%) ~ 2tan(%z
2

et que

coste) = os? (3) —sin? (£) COSZ@)‘S#‘Z(%) 1‘““2(%).

Il reste donc a démontrer les formules d’addition.
Par parité, il suffit de montrer les relations cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) et
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Par définition, on a OB; = cos(x), A; B; = sin(x), OB, = cos(x + y), A, B, = sin(x + y),
0Q = cos(y) et A,Q = sin(y).

Remarquons que LfP\O = @ donc lfélz\Q = x. Ainsi, cos(x) = % et sin(x) = %.
2 2

On en déduit que PO = SINSNW) op o p = 0Q — PQ = cos(y) — Sinx) siny)

cos(x) cos(x)

R s X . OB, _ 0A; 3,
Drapres le théoréme de Thales dans le triangle B;0A,, ona 7 B, = OP d’ou

sin(x) sin(y)

) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
cos(x)

cos(x + y) = cos(x) <COS(Y) -
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i = PB 461
On a sin(x) = op d’out

sin(y)

cos(x)

_ sin(y) + cos(y) sin(x) — sinz(x) sin(y)
cos(x) cos(x)
(1 = sin*(x)) sin(y)
- cos(x)

+ cos(y) sin(x)

2 .
— o8 Lo)smy) (x) sin(y) + cos(y) sin(x)
cos(x)

= sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y). [ |
Théoreme A.9. Soient a,b € R. Il existe ¢,y € R tels que
VO € R, acos(8) + bsin(d) = Va? + b2 cos( + @) = Va? + b>sin(0 + y).

Démonstration. On peut supposer que (a, b) # (0, 0), sinon le résultat est trivial.
Posons x = —%— ety = ——L2— Comme x2+)* = 1, il existe @ tel que (x, y) = (cos(p), sin .
Vg T T, y ptelque (x, y) = (cos(@), sin())

On a alors
b
acos(9) + bsin(9) = Va? + b? <; cos(f) + —— sin(H))
Va? + b? Va? + b?
= Va2 + b2 (cos(p) cos(8) — sin(p) sin())
= Va? + b cos(8 + @)

On obtient la deuxiéme identité de fagon similaire en posant x = b_ety= -2

y —.
a2+b? Va2+b?

A.1.3 Régularité des fonctions trigonométriques

Théoreme A.10. Les fonctions sin, cos et tan sont dérivables (et donc continues) sur leurs domaines
de définition respectifs. De plus, on a

cos’(x) = —sin(x), sin’(x) = cos(x) et tan'(x)= L 1 + tan?(x).
cos?(x)
Lemme A.11. Vx € [0, %] , 0 <sin(x) < x < tan(x).
Démonstration.
s x
< >
o I
On remarque que l'aire du triangle OI M est SinT(x), que l'aire du secteur angulaire OI M est

% et que l'aire du triangle OI N est tanT(x) On a donc bien 0 < sin(x) < x < tan(x). |
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Démonstration du Théoréeme A.10.

e Etape 1: montrons que sin est continue en 0. On déduit du Lemme A.11 que

lim sin(x) = 0.
x—0

x>0

Par parité, on a bien que 1111(1) sin(x) = 0 = sin(0).

e Ftape 2 : montrons que cos est continue en 0.

On sait que cos*(x) + sin®(x) = 1 et que cos est positif sur [—% %] ,on a donc

lir% cos(x) = lir% \/1 =sin®(x) = 1 = cos(0).

e Etape 3 : montrons que sin est dérivable en 0.
Soit 0 < x < % On déduit du Lemme A.11 que sin(x) < x < tan(x), d’out
sin(x) 1 sin(x)

<1< et enfin
X cos(x) x
sin
cos(x) < ) <1.
2y 2 PN . 7z ey 2 . T T
Par parité, cette derniere inégalité reste vraie pour x € [—5, 5] .
in(h) — sin(0
Donc lim sin(h) = sin(0) = 1. Ainsi sin est dérivable en 0 et sin’(0) = 1.

h—0 h-0

e Etape 4 : montrons que cos est dérivable en 0.
Ona

cos(h) — cos(0) _ cos(h)— 1 1 . cosz(h) -1 —sin(h) . sin(h)

h h ~ cos(h) + 1 h ~ cos(h) + 1 h
d’ou
. cos(h) — cos(0)
hm _— =

0.
h—0 h-0

Donc cos est dérivable en 0 et cos’(0) = 0.

e Etape 5: montrons que sin est dérivable sur R.
Soit x € R, alors pour 7 # O on a

sin(x + A) — sin(x) _ sin(x) cos(h) + sin(A) cos(x) — sin(x)

h h
= sin(x)—cos(f;l) 1 + cos(x)—sm(h).
Ainsi
lim sin(x + h) —sin(x) _ cos(x)
h=0 h B ’

Donc sin est dérivable et sin’ = cos.
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e Etape 6 : montrons que cos est dérivable sur R.

Soit x € R, alors pour 2 # O on a

cos(x + h) — cos(x) _ cos(x) cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(x)

h h
cos(h)—1 . sin(h)
= cos(x)————— — sin(x) .
h h
Ainsi
. cos(x + h) — cos(x) i
lim = —sin(x).
h—0 h
Donc cos est dérivable et cos’ = — sin.

Remarque A.12. On déduit du théoreme précédent que les fonctions trigonométriques sont
infiniment dérivables.

Remarque A.13. Nous avons utilisé que les angles étaient exprimés en radians pour obte-
nir les inégalités du Lemme A.11. En exprimant les angles en degrés, nous aurions obtenu
d’autres formules pour les dérivées.

; — T ! = T gj z
En effet, si on pose Cosdeg(x) = CoSs ( 180x> alors cos deg(x) sin < ; 80x>.

180

A.2 Fonctions trigonométriques réciproques

A.2.1 Arcsinus

T
272

La fonction sin : [—— —] — [—1, 1] est continue, strictement croissante et surjec’cive3 .

5

Ainsi, d’apres le théoreme de la bijection, cf 4.14, elle admet une fonction réciproque que
I'on notera

7[”]

in : (1,1 [——,—
arcsin : [ ] —> >

et qui est continue et strictement croissante.
Cette fonction est caractérisée par

T

V(x,y)e[—l,l]x[ 2,%

] , y = arcsin(x) < x = sin(y),

d’ot1 on déduit que arcsin est impaire.

De plus, sin est dérivable sur

_rz
272

donc, d’apres le Théoreme 5.9, arcsin est dérivable sur | — 1, I[ et

Pour la derniére égalité, on a utilisé que cos?(arcsin(x)) + sin®(arcsin(x)) = 1 d’ou

1 1

et sa dérivée sin’ = cos ne s’annule pas sur ]—%,

(SIE]

arcsin’(x) = arcsin’ (sin(arcsin(x))) =

cos?(arcsin(x)) = 1 — sin?(arcsin(x)) = 1 — x?

et donc cos(arcsin(x)) = V1 — x2 puisque cos est positif sur [—%, %]

En résumé :

Proposition A.14. La fonction arcsin : [-1,1] — [

n T
-, =

272

sin’ (arcsin(x)) - cos(arcsin(x)) - m '

] vérifie les propriétés suivantes :

k

%11 suffit de remarquer que sin (—’5’) = —1 et que sin <’5'> = 1 puis de conclure avec le théoreme des valeurs

intermédiaires, cf 4.7.
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(1) Vx € [-1,1], ¥y € [—g,
(2) arcsin est continue,

(3) arcsin est strictement croissante,
(4) arcsin est impaire,

%] , y = arcsin(x) & x = sin(y),

1

\/l—xz'

(5) arcsin est dérivable sur ] — 1, 1[ de dérivée arcsin’ (x) =

. y = arcsin(x)
7 -
1| e
.~y = sin(x)
X -1 1
arcsin’ (x) + -z -l 1 z
bd i} /2’/
. E - /// -1+
arcsin(x) . /
) - x|

Remarque A.15. Par définition, on a bien que
Vx € [—1, 1], sin(arcsin(x)) = x.

Mais on prendra garde a ne pas écrire trop vite que arcsin(sin(x)) = x : c’est vrai lorsque

x € [—1, z
2°2
La fonction f : R — R définie par f(x) = arcsin(sin(x)) est continue, 2z-périodique et

impaire.

] mais ce n’est plus le cas pour x € R quelconque.

Six e [—%, %] alors f(x) = sin(arcsin(x)) = x. Et, si x € [%, 37”] alors f(x) = arcsin(sin(x)) =
arcsin(sin(z — x)) = = — x puisque 7 — x € >—§, 71

Son graphe est donc :

/\ y = arcsin(sin(x))

2

[SIE

|
k
N
W
w[Y
|
|
SIE
L
N
M|"’
N

A.2.2 Arc cosinus
De méme, on définit arccos : [—1, 1] — [0, ] comme la réciproque de cos : [0, z] — [-1, 1].

Proposition A.16. La fonction arccos : [—1, 1] — [0, ] vérifie les propriétés suivantes :
(1) Vx € [-1,1], Vy € [0, 7], y = arccos(x) < x = cos(y),
(2) arccos est continue,

(3) arccos est strictement décroissante,
1

\/l—le

(4) arccos est dérivable sur ] — 1, 1[ de dérivée arccos’(x) = —

Remarque A.17. Attention, arccos n’est ni paire, ni impaire.
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y = arccos(x)
o

b —1 1 2
11
arccos’ (x) -
b4 :1 i 1 z
arccos(x) \ ’
0 -1y

Remarque A.18. Par définition, on a bien que
Vx € [—1, 1], cos(arccos(x)) = x.

Mais, comme pour arcsin, on prendra garde a ne pas écrire trop vite que arccos(cos(x)) = x :
c’est vrai pour x € [0, 7] mais pas pour x € R quelconque.

La fonction g : R — R définie par g(x) = arccos(cos(x)) est continue, 2z-périodique, paire et
arccos(cos(x)) = x sur [0, x].

Son graphe est donc :

y = arccos(cos(x))

X = - e
On peut ramener 1'étude de arccos a celle de arcsin :
Proposition A.19. Vx € [—1, 1], arccos(x) = % — arcsin(x).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que % — arcsin(x) € [0, 7] et que

cos (% - arcsin(x)) = sin(arcsin(x)) = x.

A.2.3 Arctangente

|- R.

01N

De méme, on définit arctan : R — |—Z, Z| comme la réciproque de tan : |-Z,
2’2 proq 2

Proposition A.20. La fonction arctan : R — ]—%, % [ vérifie les propriétés suivantes :

(1) VxeR,Vye ]—%, f[, y = arctan(x) < x = tan(y),
(2) arctan est continue,

(3) arctan est strictement croissante,

(4) arctan est impaire,

1

1+x2

(5) arctan est dérivable sur R de dérivée arctan’(x) =
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,-~ y = arctan(x)

z
z
X —Q0 0
arctan’(x) + -z z
T - -z
pad // 2 |
arctan(x) z / 2 ‘
2

A3

Fonctions exponentielles

Théoreme A.21. Soit a > 0. Il existe une unique fonction f : R — R telle que :

(i)
(if)
(iii)

f est monotone

Vx,yER, f(x+y) = (X))
f)=a

Cette fonction est appelée exponentielle de base a et est notée f = exp,.

Démonstration. Nous démontrons le résultat par analyse-synthése.
Supposons qu'une telle fonction f existe alors :

a=f(1)=f0+1)= £0)f(1) = f(0)a et donc f(0) = 1 puisque a # 0.

Soit x € R, alors f(x)=f(%+%> =f<%>2 donc f > 0.

Supposons qu’il existe x € R tel que f(x) = 0 alors
a=f(H=fA-x+x)=71-0fx)=0

d’olt une contradiction. Donc f > 0.

Soithne Z.SineN,alors f(n)= f(1+--+1)= f(1)" =a".

Si—neNalors 1= f(0)= f(n—n)= f(n)f(—n) = f(n)a " donc f(n) = a".

Soit x = § € Qavecp € Zetqg € N\{0}. Alorsa? = f(p) = f(gx) = f(x+---+x) = f(x),
et on obtient donc f(x) = a*.

Remarquons que f : R — R vérifie les conditions de 1'énoncé si et seulement si la
fonction g : R — R satisfaisant g(x) = f(—x) vérifie les mémes conditions pour % ala
place de a. On peut donc supposer sans perte de généralité que a > 1.

Supposons que a = 1. Soit x € R alors |x] < x < [x] + 1, d’ol1, par monotonie,

I=f(xD</f)<flx]+D=1 ou 1=f(x)z2f)=f(x]+D=1

Ainsi, si a = 1 alors f est nécessairement constante égale a 1.
On peut donc supposer sans perte de généralité que a > 1.

Sia > 1 alors f est strictement croissante.

Supposons par 'absurde que f soit décroissante. Soient |, r, € Q tels que r| < r,, alors
at = f(ry) = f(r,) = a"2. D’ol1 une contradiction.

Montrons que f est continue en 0.

Soit € > 0. D’apres 'Exemple 4.16, il existe n € N« {0} tel que

1 1
‘aﬁ—l‘Se et aﬁ—l‘s.&

1 1
Posons 7 := %.Soitx € Rtelque x| < nalors—% <x< %d’oﬁa_;—l <f(x)—-1<an—1.

1 1
Donc [f(x) - 1| < max<|a7 —1],|ar — 1|> <e.

B
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e Soit x € R alors, par continuité en 0, on a

xlgf}o fx)= xhgclo F(x =x0)f(xp) = f(0) f(x0) = f(x)-
Donc f est continue sur R.
e Soit x € R, alors
M, :=sup{d” : reQ,r<x}

est bien défini car I'ensemble considéré est non-vide et majoré par al¥I+1,

Soit € > 0. Par continuité de f en x, il existe # > 0 tel que

VyeR, |ly—x|<n = |f() -S| <L

| M

Par définition de M, il existe r; € Q tel que r; < x et M, — % <a'.

Par densité de Q dans R, il existe r, € Q tel que x —n < r, < x.

Posons r := max(ry,r,). Alorsr € Q et r < x etainsi " < M, par définition de M,.
De plus M, — 5 < a"' < a". Ainsi |M, — a"| < %

Enfin, ona 0 < x—r <x—r; <n,dott|f(x)=a'| = |f() - f()] < &
Dong, f e
/=M <If ) —d |+ M- <Z+5 =

On a montré que Ve > 0, | f(x) — M,| < 0Oetdonc f(x) = M,.
On a donc montré que 'on pouvait supposer a > 1 et alors que nécessairement f(x) =
sup {a" : r € Q, r < x}. Vérifions maintenant que cette fonction convient.
On définit f : R - R par f(x) =sup E, oU E, :={a" : r€Q, r<x}eta> 1, alors:
e Soient x,y € R tels que x < y. Par densité de Q dans R, il existe r,r, € R tels que
x<rg <rp<yAlorsE, CE, CE, CE,dou, en passant a la borne supérieure
f(x) < f(r) =d"1 <ad? = f(ry) < f(y). Donc f est strictement croissante.
e Soient x,y € R.
— Montrons que f(x)f(») est un majorant de E, +y
Soitr e Qtel quer < x + y.
Comme Q est dense dans R, il existe s € Q tel que r — x < s < y. Donc @’ < f(y).
Puisr—s <xetdoncad'a® =d° < f(x).
Etdonca” < f(x)a® < f(x)f(¥).
- Montrons que f(x)f(y) est le plus petit majorant de E,, .
Soit M un majorant de E, .
Soitr, € Q tel que r, < y. Alors pour toutr; € Qtelquer; < x,onar;+r, <x+y,
douad't2 < Meta" < a% Ainsi f(x) < %rz.
On a montré que pour toutr, € Qtelquer, < y,onaa™ < % Ainsi, f(y) < %
Donc f(x)f(y) < M.
On a donc montré que f(x)f(y) =sup E,,, = f(x + ).
e On vérifie aisément que a € E| et que a est un majorant de E; donc f(1) = sup E; = a.
[ |

Nous avons vu dans la démonstration précédente que :

Proposition A.22. Soit a > 0, alors :

e exp, > 0.

e exp,(0)=1.

e exp,, est continue sur R.

e Vx € Q, exp,(x) = a”.

e Vx € R, expi(x) = exp (—x).
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e Sia = lalors exp,, est constante égale a 1.
e Sia €]0, 1] alors exp, est strictement décroissante.
e Sia €]l,+oo[ alors exp, est strictement croissante.

11 x

10 |

9|

g |

71

61

5|

Pl

.l

.l

1 a=
L | " — a<l
6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Remarque A.23. On a vu que 'exponentielle de base a prolonge la fonction @ — Q définie
par x = a* de facon continue sur R. On pose dong, pour x € R, a* := exp ,(x).
Les deux propositions suivantes énoncent que pour tout a, b > 0 et pour tout x,y € R, on a

(@)Y =a*Y et (ab)* =a*b".
Proposition A.24. Soient a > O et x,y € R alors exp eXpa(x)(y) = exp,(xy).

Démonstration. On vérifie que y - exp (xy) vérifie les axiomes de la définition de I'exponen-
tielle en base exp ,(x). |

Proposition A.25. Soient a,b > 0 et x € R alors exp ,,(x) = exp,(x) exp,(x).

Démonstration. On vérifie que x — exp (x)exp,(x) vérifie les axiomes de la définition de
I’exponentielle en base ab. |

Proposition A.26. Sia # 1 alors Im(exp,) = R,

Démonstration. Puisque exp1(x) = exp,(—x), il suffit de démontrer 1'énoncé pour a > 1.

On a déja montré que Im(exup 2 C R, montrons l'autre inclusion.
Soit y > 0. Puisque R est archimédien, il existe n € N tel que n(a — 1) > y. D’apres 'inégalité
de Bernoulli (Exemple 1.86), on a alors

exp,(m)=a"=(1+a-1)">1+n(@a-1)>y.
De méme, il existe m € N tel que m(a —1) > i doud">1+ma-1)> i et alors

m

exp,(—-m)=a" <y.

Puisque exp, est continue et que a™" < y < a", on déduit du théoreme des valeurs intermé-
diaires qu’il existe x € R tel que exp (x) = y. Donc R, C Im(exp,,). n

Proposition A.27. Pour tout a > 0, la fonction exp,, est dérivable sur R et exp, (x) = exp.(0) exp ,(x).
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h
Démonstration®®. TODO : p(h) = & h_ L est minorée par O et croissante donc la limite a droite existe;

@(h) = %hh) donc la limite a gauche existe; donc c’est dérivable. |

Remarque A.28. On déduit de la proposition précédente que exp, est infiniment dérivable.

Proposition A.29. Il existe un unique réel e > 0 tel que exp,(0) = 1.
Ce nombre e s’appelle constante d’Euler.

Démonstration. Soit a > 0 tel que a # 1. Remarquons que exp;(O) # 0, sinon quoi exp,, serait
constante puisque exp/ (x) = exp,(0) exp (x) = 0.

Posons e := exp, (@). Alors® exp,(x) = exp, (ﬁ).
I
exp(0)

Donc exp.(0) = exp,(0) = 1.

exp,(x)

alors
exps(x)

Montrons I'unicité. Supposons que é convienne aussi et posons h(x) =

exp,(x) exp,(x) — exp,(x) exp;(x) B exp,(x) exp(x) — exp,(x) exp;(x) _0

exp,(x)? exp,(x)?

h'(x) =

Donc h est constante égale a (0) = 1. Ainsi ¢ = 22D = p(1) = 1, ]
é expg(l)

Définition A.30. On appellera exponentielle 1a fonction exponentielle de base e et, pour x € R,
on note exp(x) := exp,(x) = e*.

Proposition A.31. exp est I'unique fonction f : R — R dérivable sur R telle que f' = f et
fO)=1

p . . A . - J&®
Démonstration. Supposons que f convienne et définissons 2 : R — R par hA(x) = oxp()”
Alors, pour x € R, &' (x) = f @ exp)—f(exp’(x) _ f(exp(x)—f(x)exp(x) _ 0
2% 4 - exp(x)? - exp(x)? -
Donc h est constante égale a h(0) = 1. Ainsi, pour tout x € R, WACIR Y |
exp(x)

Nous récapitulons ci-dessous les propriétés de I’exponentielleexp : R = R :
e exp est continue.

exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

exp est strictement croissante sur R.

Im(exp) =]0, +ool.

Vx,y € R, exp(x + y) = exp(x) exp(y), i.e. e*Y = e*e’.

Vx € R, exp(—x) = pmEl ie.e™ = =

exp(0)=1letexp(l)=e

—x 1

%0n aurait aussi pu utiliser le théoréme fondamental de 'analyse en remarquant que

X+

fol exp,(x + y)dy f;“ exp, (z)dz ) ! exp,(2)dz — [ exp,(z)dz

expa(x) = 1 1 1
Jo exp,(»dy Jo exp,(»dy Jo exp,(dy

11 suffit de vérifier que cette fonction vérifie les conditions du Théoréme ?? pour e.
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Proposition A.32.
X —1
lim =1
x—0 X
Démonstration. 11 s’agit juste de exp’(0) = 1. [ |

Proposition A.33. Vx € R~ {0}, e* > 1 +x
Démonstration. 1l suffit d’étudier la fonction 42 : R — R définie par h(x) =e* — 1 — x. [ |

Remarque A.34. On déduit de la proposition précédente que la courbe représentative de
I’exponentielle se situe au-dessus de toutes ses tangentes.

En effet, la tangente de exp en (a, e”) admet une équation de la forme y = e“(x + 1 — a).
Et,pour x #ag,0onae*™“ > x+1—-adoue’ >e’(x+1-a).

&—‘ N W R LU N O
I I I I I I I I
t t t t t t t t

s o |

Proposition A.35 (Croissances comparées, version exponentielle). Soit n € N, alors
eX

e lim — =+
x—+o00 x"

e lim x"e*=0
X—>—00

Démonstration. Pour x € R, on a
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et donc .
e x

X" T (n+ 1t xoteo

+00.

La deuxiéme limite se déduit de la premiere a ’aide du changement de variable u = —x :

n
) , u
lim x"¢* = lim (-1)"— =0.
X—>—00 u—+00 el

A4 Fonctions logarithmes

Soit a €]0, 1[U]1 + oo[. Alors, on a vu que la fonction exp, : R —]0,+oo[ est continue,
strictement monotone et surjective. Ainsi, d’apres le Théoreme 4.14, elle admet une fonction
réciproque que I'on appelle logarithme de base a, notée log , :10, +oo[— R, et qui est continue et
de méme monotonie que exp,, (i.e. strictement croissante si a > 0 et strictement décroissante
sia<0).

Cette fonction est caractérisée par

Vx €]0,+oo[, Vy € R, y = log,(x) & x = exp,(y).

De plus, exp,, est dérivable sur R et exp/ ne s’annule pas, donc, d’apréme le Théoreme 5.9,
log,, est dérivable sur ]0, +oo[ et

1 1 1
exp,(log,(x))  exp,(0)exp (log,(x))  exp,(0)x’

log! (x) =

En résumé :

Proposition A.36. La fonction log, :10,+oo[— R vérifie les propriétés suivantes :
(1) Vx €]0,4+c0[, Vy € R, y =log,(x) & x = exp,(),
2) { sia > 1 alors log  est strictement croissante
si 0 < a < 1 alors log, est strictement décroissante ’
(3) log,(1)=0etlog,(a) =1,
(4) Vx,y >0, log,(xy) = log, (x) + log (),
(5) Va €]0,1[U]1 + oo, Vx > 0, log (x) = —log (x),
(6) Va,b €]0, 1[U]1 + oo, ¥x > 0, log,(x) = log,(a) log, (x),
(7) log, est continue,

L. L, l; 1
(8) log, est dérivable sur R de dérivée log, (x) = pIOR

Définition A.37. On appelle logarithme népérien le logarithme de base e que I'on note
In :=log, :]0,+co[— R.
On récapitule les propriétés du logarithme népérien :

Proposition A.38.
(1) Vx €]0,+0[, VY ER, y=In(x) & x =¢’,
(2) In est strictement croissante,
(3) In(1) =0etIn(e) =1,
(4) ¥x,y> 0, In(xy) = In(x) + In(y),
(5) Vx> 0, In (i) = _In(x),
(6) In est continue,
(7) In est dérivable sur R, de dérivée In (x) = i
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Proposition A.39. Soit a > 0 alors
Vx > 0, exp,(x) = exp(x In(a)).
Démonstration. On vérifie que x — exp(x In(a)) vérifie les propriétés du Théoreme A.21. N

Proposition A.40. Soit a €]0, 1{U]1, +oo[ alors

In(x)
In(a)’

Vx >0, log (x) =

Démonstration. Soit x > 0 alors

exp,, <1n(x)> =exp (Inx) = x.
In(a)

Soit x € R, alors
In(exp,,(x)) 3 In(exp(x In(a))) _xln(a) _ X

In(a) In(a) ~ In(a)

|

Nous terminons cette section avec quelques limites a connaitre.

1
Proposition A.41. lim ) _ 1
x=»1x—1
Démonstration. 11 s’agit juste de In'(1). [
Le résultat suivant signifie qu’au voisinage de I'origine In(1 + x) se comporte comme x :
In(1
Corollaire A.42. lim Ind+x) _ 1
x=0 X
Démonstration. On considére le changement de variable u = x + 1 et alors
In(1 1
x—0 X u—lu—1

|

Proposition A.43. Vx €]0, 1[U]1, +oo[, In(x) < x — 1

Démonstration. 1l suffit d’étudier la fonction A :]0, +oo[— R définie par A(x) = In(x)—x+1. N
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Remarque A.44. On retrouve ainsi la version logarithmique de la Remarque A.34 : la courbe
représentative du logarithme népérien est en-dessous de toutes ses tangentes.
En effet, la tangente de la courbe représentative du logarithme népérien en (a, In(a)) admet

pour équation y = %x + In(a) — 1. Puis, d’apres I'inégalité précédente, pour x €]0, +oo[~{a},
onaln (E) < % — 1 douln(x) < %x +In(a) — 1.

La proposition suivante est la contrepartie “logarithmique” de la Proposition A.35.
Proposition A.45 (Croissances comparées, version logarithmique). Soit n € N, alors

. In(x)
lim =

x—=+o00 x"

0

e lim x"In(x)=0
x—0
x>0

Démonstration. Remarquons d’abord que h:% =

de variable u = x", il suffit de montrer que

w. Ainsi, quitte a utiliser le changement
nx

. In(x)
lim =

X—+00 X

0.

On remarque que
%ln(x) =In(y/x) < Vx- L.

Donc pour x assez grand, on a

S11r1(x) 52\/;_1

X X

0

d’ot1 la premiere inégalité.
Puis en posant v = %, ona

111’101 x"In(x) = lim _ln(v) = 0.

v—>+00 "
x>0

n n
TODO : Montrer que e* = lim <1 + %) et puis que e* =y, % via Taylor avec reste intégral. x

n—->+oo

A.5 Fonctions puissances et racines n-iemes

Définition A.46. Soit a € R. On définit la fonction puissance d’exposant a la fonction

_{]O,+oo[ - R
7T,

x = x% = ealn(x)

Remarque A.47. On prendra garde a ne pas confondre I’exponentielle de base g, i.e. exp (x) =
a*, avec la fonction puissance d’exposant a, i.e. 7, (x) = x°.

Remarque A.48. (@’)¢ = a¥ # o)

Proposition A.49.

e Sia> 0alors lim x* =0.
x—0*t

e Sia=0alors lim+x0 =1.

x—0
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e Sia < 0alors lirrEr x% = +c0.

x—0
Proposition A.50. La fonction x, est dérivable sur 10, +oo[ et

7h(x) = ax® 1.

On obtient alors :

Sia<0: Sia>0:
X 0 +o0 X 0 +o0
7, (x) - 7T, (x) +
+o0 oo
74(x) T 7y(x) _—
0 0

Proposition A.51. Sia # 0alors z, :]0,+00[—]0,+oo[ et 71 :]0, +00[—]0, +oo[ sont réciproques

l'une de I'autre.
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B Quelques mots sur les entiers et les rationnels

TODO : Etoffer et détailler...
Fait B.1 (N est bien ordonné). Toute partie non-vide de N admet un plus petit élément.
Remarque B.2. TODO : Expliquer I'équivalence avec le principe du raisonnement par récurrence

Corollaire B.3.
o Une partie non-vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
o Une partie non-vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

Théoreme B.4 (Division euclidienne).
Soient a € Z et b € Z ~ {0}. Alors il existe un unique couple (q,r) € Z* tel que

a=bg+r
0<r<|b|
On dit que q et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration.
Existence :
Premier cas : b > 0.
PosonsE :={p€ Z : bp < a},alors:
e E# @puisquesia >0alors0 € E etsinona € E;
® |a| est un majorant de E.
En effet, soit p € E.
Sip<Oalorsp<0<]al.
Sinon,sip>0,alors1 <b = p<bp<a<]al.
Donc E admet un plus grand élément comme partie de Z non-vide et majorée : il existe g € E
telqueVpe E, p<q.
Posons r := a — bq. Puisque g € E,onar =a—bg > 0.
Et g+ 1 & E puisque q est le plus grand élément de E et que g+ 1 > g.
Ainsi b(g+ 1) > a,d’ottr =a—bg < b =|b|.
On a bien a = bg + ravec 0 < r < |b|.
Deuxiéme cas : b < 0.
On applique le premier casa aeta —b > 0:il existe (¢,r) € 72 tel quea=—bqg+r=>b—q)+r
oul0<r<—b=|b|

Unicité : supposons que les couples (¢, r) et (¢’, ") conviennent.
Alorsr' —r=(a—bq") — (a—bq) = b(q — ¢q'). De plus

< — —r <
{o_r<|bl :{ bl <=r<0 _ _\p<r —r<ybl.

0<r <|b| 0<r <|b|

Donc —|b| < b(g —q") < |b|, d’ou |bllg — ¢'| = |b(g — q")| < |b].

Puisque |b| > 0, on obtient 0 < |g — ¢'| < 1.

Ainsi®® |[g—¢'| =0,dotig—¢' =0,ie.q=¢ .

Etenfin,r' =b—aq' =b—aq=r. [ |

TODO : Exemples
TODO : Compléter cette partie...

3Voir 'Exercice 24 du premier chapitre.
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C Une construction de la droite réelle

Tl existe plusieurs constructions d"un corps totalement ordonné Dedekind-complet®. Ce-
pendant deux tels corps sont isomorphes via un isomorphisme préservant1’ordre : R est donc
bien l'unique corps totalement ordonné Dedekind-complet.

Parmi ces constructions, on peut citer :

e La construction par les coupures de Dedekind : si on aligne tous les nombres rationnels
sur une droite et que l'on coupe la droite en deux, il est possible que le trait de coupe
ne rencontre aucun nombre rationnel (présence de trous — il s’agit formellement d"une
coupure n’admettant pas de borne supérieure, voir (I)). Cette construction consiste a
obtenir R en comblant ces trous. Ce faisant on obtient un corps totalement ordonné
vérifiant I’axiome des coupures (dont on montre facilement qu’il est équivalent a la
propriété de la borne supérieure).

e La construction de R comme complété de Q : il s’agit d’ajouter formellement a Q les
limites de suites de rationnels qui sont de Cauchy mais qui ne convergent pas dans
Q (en faisant attention que deux suites de Cauchy distinctes peuvent avoir la méme
limite). Le corps obtenu hérite du caractére archimédien de Q : on obtient ainsi un
corps totalement ordonné qui est Cauchy-complet et archimédien. Ces deux propriétés
sont équivalentes a la propriété de la borne supérieure — attention, on peut construire
un corps totalement ordonné Cauchy-complet, mais non-archimédien, qui n’est pas
isomorphe a R.

e On peut construire R a partir du développement décimal : un nombre réel correspond
alors a la donnée d'un entier (partie entiére) et d"une suite de chiffres (développement
décimal de la partie fractionnaire) qui n’est pas constante égale a 9 a partir d"un certain
rang. Cette construction semble a priori plus naturelle mais les opérations sont plus
délicates a définir (cependant la propriété de la borne supérieure s’obtient facilement).

o Il existe d’autres constructions plus ou moins difficiles et naturelles (par exemple, R
s’identifie a I'ensemble des quasi-morphismes de groupes Z — Z modulo quasi-égalité —
intuitivement, @ € R correspond a n — |an]).

Le probléme ci-dessous présente la construction de R par les coupures de Dedekind, ain-
si que l'unicité de R (a isomorphisme pres) dans la partie (VI).

Définition C.1. On appelle coupure de Dedekind une partie A C Q vérifiant :
(Al) A# @

(A2) A#Q

(A3) Vre A, Vs€eQ,s<r = se€A

(Ad) Vre A,Is€ A, r<s

On note I’ensemble des coupures de Dedekind par R.

¥0n rappelle qu'un corps totalement ordonné est Dedekind-complet s'il vérifie la propriété de la borne supé-
rieure (toute partie non-vide et majorée admet une borne supérieure, c’est-a-dire un plus petit majorant) ou tout
autre énoncé équivalent (TVI, Rolle, TAF, Weierstrass, TFA, de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite
convergente, toute suite décroissante et minorée converge...).
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(I) (I.1) Montrer que la condition (A3) est équivalentea Vr € A, Vs € Q\ A, r < s.
(I.2) Montrer qu'une coupure de Dedekind n’a pas de plus grand élément.
(L3) Pourq € Q,onpose A,:={reQ : r<gq}.

(L3.a) Montrer que A, est une coupure de Dedekind.
(L3.b) Montrer que ® : Q@ — R définie par ®(q) = A, est injective.

(I.4) Montrer qu'une coupure de Dedekind A admet une borne supérieure (dans Q) si
et seulement s'il existe g € Q tel que A = A,

(I1) Etant donnés A, B € R, on note A < B pour A C B.

II.1) Montrer que < est une relation d’ordre totale sur R.
I1.2) Montrer que VA€ R, A> A; © 0 € A.

I.3) Montrer que Vr,s € Q, r <s = @O(r) < O(s).

Il.4) Montrerque VA,BER, A<B = (3¢ €Q, A< A, < B).
On vient de montrer que Q est dense dans R pour l'inclusion Q C R induite par ®.

(
(
(
(

(IL5) Soit # une partie non-vide et majorée de R. Posons M := U A.
AeF

(IL5.a) Montrer que M € R.
(IL5.b) Montrer que M est la borne supérieure de .

On vient de montrer que toute partie non-vide et majorée de R admet une borne supérieure.

(II) Pour A,Be R,onpose A+ B:={a+b : a€ A, be B}.
(IIL.1) Montrer que A + B est une coupure de Dedekind.
(IIL.2) Montrer que Vr,s € Q, ®(r + 5) = O(r) + D(s).
(IIL.3) Montrer que + est commutative.
(II1.4) Montrer que + est associative.
(II.5) Montrer que VA€ R, A+ Ay = A.
(II.6) Pour A€ R,onpose—A:={qeQ : IpeQ,p>0et —g—p & A}.
(II.6.a) Montrer que —A est une coupure de Dedekind.

(II.6.b) Montrer que VA € R, A+ (—A) C A,.

(IIL6.c) Soit z € A, tel que —z € A.
Montrer qu’il existe n € Ntel que —nz € Aet—(n+ 1)z € Q\ A.
En déduire qu'il existea € Aetb € —A tel que z = a + b.
(II.6.d) Soit z € A, tel que —z € Q \ A.
Montrer qu’il existe n € Ntel que (n — 1)z € Q~ A et nz € A.
En déduire qu’il existea € Aetbe —Atelque z=a+b.
(II.6.e) Conclure que VA € R, A+ (—A) = A,.

(II.7) Montrer que VA,B,CER, A< B = A+C<B+C.
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(IV) Pour A, B € R vérifiant A > Aj et B > A, on pose
A-B:={qeQ : dae A, Ibe B,a>0,b>0, q <ab}.

(IV.1) Montrer que A - B est une coupure de Dedekind.

On prolonge la multiplication a R en utilisant la régle des signes :

A=A, A> A, A< A

B B=A| A A, A
B> A, | A A-B | —(-A)-B)
B<A,| A, |-(A-(=B)|(=A)-(-B)

(IV.2) Montrer que Vr,s € Q, ®(rs) = O(r) - D(s).

(IV.3) Montrer que - est commutative.

(IV.4) Montrer que - est associative.

(IV.5) MontrerqueVAe R, A- A, = A.

(IV.6) Montrer que - est distributive par rapport a +,
ie. VA,B.CER,A-(B+C)=A-B+A-C.

(IV.7) Pour A € R vérifiant A > A, on pose

Al i={gla : g€ Q,g<letacQA)

et pour A € R vérifiant A < A\, on pose A = —(—A)7L
(IV.7.a) Soit A € R tel que A > A,
(i) Montrer quesir € A etr > 0alors % g AL
(i) Montrer quesir € A~! et r > 0 alors % ¢ A.
(iii) Soient x € Q tel que 0 < x < 1. Montrer qu’il existe f € Aeta € Q A tels
=8
que x = .
Indice : on pourra considérer la suite (x™") _ (resp. (x”‘l)n>0) sixl e A
(resp. x™1 & A).
(IV.7.b) Montrer que pour A € R~ {4y}, A~ € R.
(IV.7.c) Montrer que VA € R~ {Ay}, A- A = 4,.
Indice : pour l'inclusion réciproque, on pourra utiliser la question (IV.7.a).(iii) et
justifier qu’il existe y € A tel que p < y.
(IV.8) Montrer que VA,BE R, A> Ajet B> Ay, = A- B> A,.

On vient de montrer que (R, +, -, A, A, <) est un corps totalement ordonné et Dedekind-complet.

On a aussi montré que ® : Q — R est un morphisme injectif de corps ordonnés. En identifiant
Q avec ®(Q), on obtient que R contient une copie de Q qui est dense dans R et que les opérations
sur R sont compatibles avec celles sur Q. La question suivante montre que cette inclusion est stricte
puisqu’il existe une coupure de Dedekind qui n’est pas dans ®(Q) (a4 savoir, racine de 2).
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(V) OndéﬁnitA\/E ={reQ : r<Oour’<2}.
(V.1) Montrer que A /2 ést une coupure de Dedekind.
(V.2) Montrer que A, < A Vo

(V.3) Lebut de cette question est de montrer que A V2 Ay = A
(V.3.a) Montrer que A\/E . A\/E C A,.
(V.3.b) Soitt € A,. Montrer qu’il existe n € N {0} tel que (2 —)n > 1.
(V.3.c) Montrer qu’il existe a € A pethe QA g5 telsqueb—a = ﬁ.
Indice : on pourra considérer 1 + ﬁ ouk € {0,...,4n}.
(V.3.d) Endéduire que2 —a® < b*> —a® <2 —t.
(V.3.e) Conclure quer € Ay A

(V.4) En déduire que @ n’est pas surjective.

11 reste a vérifier qu’il existe un unique corps totalement ordonné Dedekind-complet (a isomor-
phisme pres) : c’est 'objectif de la question suivante.

(VI) On considere (R, +,-,0, 1, <) un autre corps totalement ordonné et Dedekind-complet.
On va construire en plusieurs étapes un isomorphisme y : R — R de corps qui pré-
serve l'ordre. Pour cela, on pose :

o w(A4)) =0
e PourneN,y(4,)=1+1+--+1
—_———
n fois
e Pourne Z_y, wy(A,) =-w(A_,)
e Pourg € Qdelaformeq=7JouaeZetbe Z {0}, y(A,) = w(A ) w(Ay) ™!
On remarquera que 1 + 1+ -+ + 1 > 0 et que y(A,) ne dépend pas du choix de a et de b.
(VL1) Montrer que Vr,s € Q, w(A, + A)) = w(A,) +p(A) ety(A, - A) =yw(A,)  y(A)).
(VL2) Pour A € R, on pose maintenant y(A) = sup{w(4,) : € Q, A, < A}.
(VI.2.a) Montrer que sup{w(4,) : q € Q, A, < A} est bien défini.
(VI2.b) Montrer queVx,y e R, x <y = (Elq €Q, x<w(A) < y).
(VI.2.c) En déduire que les deux définitions données coincident lorsque A = A, pour
q € Q.
(VL3) Montrer que VA,Be R, A< B = y(A) < y(B).
(VL4) Montrer que y est injective.

Indice : on pourra utiliser la densité de Q dans R pour montrer qu’entre deux réels, il y a
deux rationnels distincts.

(VL5) Montrer que y est surjective.
Indice : en raisonnant par I'absurde, on pourra montrer que, pour x € R, x = w(M) ou
M :=sup{A, : € Q, y(A) < x}.

(VL6) Montrer que VA, B € R, w(A + B) = w(A) + w(B) et w(A - B) = w(A) - y(B).
Indice : on pourra raisonner par I'absurde et utiliser (V1.2.b).
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Remarque C.2. La définition proposée pour —A semble un peu tombée du ciel, expliquons-
l1a. On souhaite définir B € R vérifiant A + B = A, i.e.

{a+b : ae A, beB}={qeQ . ¢<0}.

I est donc naturel de vouloir poser B := {—r : r € Q~ A}.

En effet, soient a € Aetr € Q\ A. D’apres (A4), il existe s € A tel que a < s.

Puis, d’apres la contraposée de (A3),r > sd’our > a,ie.a—r <0.

On a donc bien A + B C A,

Mais il se peut que Q~ A ait un plus petit élément : dans ce cas B admet un plus grand élément
et n’est donc pas une coupure (par exemple, si A = A, alors min(Q+ A) = 2 et max(B) = -2).
Il faut donc corriger la définition pour enlever le plus petit élément de Q \ A s’il existe, et on
obtient alors :

B:={—r : r € Q~ Aetrn’est pas le plus petit élément de Q « A}
={-r . reQ~Aetaxe Q- A, r> x}
={geQ : —g¢ Aetdx e Q A, —x — g > 0}
={qeQ : IpeQ,p>0et —gq—p & A}

On justifie la définition de A™! de la méme fagon. Soit A € R tel que A > A,. On souhaite
construire B € R tel que A - B = A;. Il est naturel de vouloir poser

B:={beQ : b<0Oou (b>0etVae A,a>0 = ab< 1)}
={be@ : b<Oou <b>0et\7’aeA,a>0 = a<%>}

={be@ : b<0ou <b>0et%¢A>}.

Cependant, on rencontre le méme probléme que pour définir —A : si A = A, alors B admet
% comme plus grand élément. On corrige donc la définition de la fagon suivante :

B::{beQ :b<Oou <b>0et%¢Aet%n’estpaslepluspetitélémentde@\A>}
={qgla : g€Q,qg<letacQ\A}.

Justifions la derniere égalité.

SibeBetb>0alorsilexisteq€Q\Atelqueq<%d’oﬁbz%bavecqb<1etq¢A.

Réciproquement si b = % avec 0 < ¢ < 1 (si ¢ < 0 alors C’est clair) et a € Q \ A alors

a
% = g >a¢g Adou % & Aet % n’est pas le plus petit élément de Q \ A.
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D Développement décimal

Dans cette section, on généralise I’écriture décimal des entiers aux réels. Tout comme pour
les entiers, il est possible de définir 1’écriture d’un réel en base b € N« {0,1} (simplement
en remplacant 10 par b ci-dessous). Cependant, nous nous restreignons a l’écriture décimal,
c’est-a-dire en base 10.

Lelemme suivant sera utile a plusieurs reprises dans cette section. Il s’agit d"une conséquence
de la complétude au sens de Dedekind qui stipule que toute suite de chiffres est le dévelop-

pement décimal d"un nombre réel (i.e. il n’y a pas de “trou”, de nombre manquant, dans R
TODO : élaborer ).

Lemme D.1. Soit (a)), une suite telle que Vk € N~ {0}, a, € {0, 1,...,9}. Alors la série

est convergente et S > 0.
A

Démonstration. Par comparaison, il suffit de remarquer que 0 <

une série convergente (série géométrique de raison 0 < 1).

Remarque D.2. Le développement décimal d'un réel n’est pas unique puisque

+0o0
9 9 1
0.9999... = — =—Xx——>=1.000....
]; 10 10 1_%

Afin d’obtenir 1'unicité du développement décimal, nous allons proscrire les développe-
ments se terminant par une infinité de 9.

Définition D.3. Soit x € R. On dit que

+0o0
aj
+ —_—
|x] ; o

est le développement décimal propre de x si

(i) Vk € N\ {0}, q, € {0,1,....,9}

n n
.. ay 1
Vn € N\ {0}, — <x- < — + .
(i) Vn \{}1; x = |x] ;mk o

+00

Proposition D.4. Si |x] + 2 la—(;‘k est le développement décimal propre de x € R alors
k=1

+00
9k
1. x=|x|+ —
[x] k; o
2. VN €N~ {0}, 3k > N, a, #9.
On notera alors x = |x].a,a,a5 ....

Le dernier point énonce simplement que le développement décimal propre de x ne se termine
pas par une infinité de 9.
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Démonstration.
+o0 a
4 k
1. Nous avons déja montré que S = Z To est convergente.
k=1

On déduit donc de D.3.(ii) que § 5_ x—|x] £Setainsix = [x] + S.

2. Supposons par l'absurde qu’il existe N € N~ {0} tel que Vk > N, a; =9.

+oo a N a +00 9 N a |
Alorsx—[xJ:Z—k:Z_k+ Z _=Z_k+_.
= 10k =l 10k ke N1 10k =l 10k~ 10N

On obtient ainsi une contradiction avec (I'inégalité stricte de) D.3.(ii).

Théoreme D.5. Un réel x € R admet un unique développement décimal propre.

Démonstration. Soit x € R. Quitte a remplacer x par x — | x], on peut supposer que |x]| = 0.

On va raisonner par analyse-synthese.
+0o0

Supposons que Z % soit un développement décimal propre de x.
k=1
Alors, d’apres D.3.(ii), on a

n—1
a
a, < 10" x—Zﬁ <a,+1.
k=1

a
Ainsi la suite (a,),>; vérifie nécessairement a; = |10x] eta, | = {10"+1 <x - Z ﬁ)‘ .
k=1

On a bien unicité; il reste a vérifier que la suite (a,),>; convient.
(i) Puisque [x] =0,onaque0<x < 1.
Donc 0 < 10x < 10 et ainsi a; = |10x] € {0, 1, ...,9}.
Sin € N~ {0}, alors

n ag
0<10 x—];l—ok —an<1
Donc
n
a
0<10 (x=Y £ ) <10
Etainsia, ; € {0,1,...,9}.
A A 1
ii) Par construction, on a bien que Vn € N« {0}, “k<x< —k+ .
(i) aue {}kz::llok‘x kz::lmk 107

Remarque D.6. Il est facile de déterminer le développement décimal d’un nombre rationnel.
En effet, supposons que x := % ouae€ Zethe N~ {0}

Alors, par division euclidienne, a = bqy + ry ot1 0 < r( < b. Donc % =qy+ %0 et gy = {%J
Toujours par division euclidienne, il vient 10ry = bg; +r; o1 0 < ry < b.
Et on répete ce procédé : 10r, = bgy,; + 1y, 000 <r;,; <b.
Puisqu’il y a seulement b restes possibles, d"apres le principe des tiroirs de Dirichlet, le pro-
cédé décrit ci-dessus boucle apres au plus b étapes.

+o0o  ai

On vérifie aisément que g + 7, 7} 0% est le développement décimal propre de x.
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Définition D.7. On dit qu'un développement décimal propre est périodique a partir d'un
certain rang si
reN,IseN~{0},VkeN, a, ;s =a,,,.

Cela signifie que
x = |x].byby...b.cicy ... cq
= |x|.byby...b.cicy...C5c1C5 ... C5Ch -

La périodicité commence au rang r + 1 et est de période s.

1529327
24975 °

Exemple D.8. Cherchons le développement décimal de
(1) 1529327 =24975x 61 + 5852
(2) 58520 = 24975 x 2 + 8570
(3) 85700 = 24975 x 3 + 10775
(4) 107750 = 24975 x 4 4+ 7850
(5) 78500 = 24975 x 3 + 3575
(6) 35750 = 24975 x 1 4+ 10775

1529327 _
On trouve donc que ;=== = 61.234314.

Théoreme D.9. Un nombre réel est rationnel si et seulement si son développement décimal propre
est périodique a partir d'un certain rang.

Démonstration.

= : c'est exactement la Remarque D.6.
< A .. PSS

<« : Supposons que x == [x]| + 2 Tok soit éventuellement périodique,
k=1

ie.3reN,3s e N~ (0}, VK EN, apyiyy = ayppe
r +o0
_ s - N Ytk
Alors x = | x| +;W+10 ,; ok
+o0 a
11 suffit donc de montrer que y := 2 {g: € Q. Pour cela, remarquons que 10°y = N + y o
k=1
N

N := a,_,_la,_,_z...a,_,_sloeN. Ainsi y = € Q. [

105—1

Remarque D.10. D’apres la démonstration précédente, on a :

r 10
b ci1cy...C
— 10 k -1
a,a,_;...a9.b1by...b.cicy...c; =aa,_1ay + ; Tot + 107" o5 = i
—10 10
_—10+b1b2...br C1Cy ... Cq
= G-1--- G0 107 107+ — 107
10 10
_4a,_y...agbiby...bcicy ..y —aa;_y...agbiby ... b,
- 10m+s — 10"
Exemple D.11.
o 61234314 = 61234314 — 61234 _ 61173080
- 106 — 103 999000
o 03=--0_3
- 10-1 9

42012 —42 _ 41970
103-1 999

e 42012 =
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n(n+1)

+o0
Exemple D.12. Le nombre x := Z 1002 = 0.101001000100001000001 ... n’est pas ration-

n=1

nel.

Notons les décimales de x par (ay)ien. o}, de sorte que g, = 1 §'il existe n € N\ {0} tel que
k = 2tD o a;, = 0 sinon.

Soient r € Nets € N\ {0}.

Alors, il existe k € N tel que r + k > S(S;D eta,, =1.Donca, ., =0#1=a,,.

Ainsi, le développement décimal de x n’est pas périodique et x € R~ Q. TODO : détailler
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E Non-dénombrabilité de R

Théoreme E.1. Il n’existe pas de surjection N — R.

Démonstration par I'arqument diagonal de Cantor.
Considérons une fonction f : N - R.
Pour tout n € N, on sait que f(n) admet un unique développement décimal propre

+00

fm =Y a, 107

k=0

oua, € Zeta, € {0,1,...,9} pour k > 1, i.e.

SF©O) = ag - agy apy ag3 ag4 ags ---
f)=ayy.ayapazaas...
F@2)=ayy . ay; ay ay3 ay, ays ...
fQB)=azy . a3 a3 a3 a3 ass ...
S =ayy . agy agp a43 a4y ays ...

+o0
. Alors b := Z b, 107 est un nombre réel dont le
k=0
développement décimal propre est donné par la suite (b,).
Pour tout n € N, on a f(n) # b puisque b, # a,, (unicité du développement décimal propre).
Donc b n’est pas dans I'image de f et ainsi f n’est pas surjective. |

1 ifakk=0

Pour k € N, posons by := { 0 otherwise
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F Fractions continues

TODO
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G. Alphabet grec

J.-B. Campesato

G Alphabet grec

QTINIOb W »

I NN IR ™ R

(o)

=)

Alpha
Béta
Gamma
Delta
Epsilon
Zéta
Eta
Théta

Yo mZZI >R —

§ O < T AR T

g

Iota
Kappa
Lambda
Mu

Nu

Xi
Omicron
Pi

OHEXES =M

ST a8 Q
"D

<
<

€N

Rho
Sigma
Tau
Upsilon
Phi

Khi

Psi
Oméga
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