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Le 2*) de l'exercice 6 est un peu plus compliqué par rapport aux autres questions de I’examen et
représente un point du total de 20 points.

Exercice 1.

1) Donner la définition en ¢ et 6 de lim f(z) = 2.
T—00

n—1
k k
2) Calculer la limite en +o00 de S, ou S, = E L—;)
. n
j=0

3) Montrer que

s 4
2 3 T
de < —.
/0 sin(z?) dx 56

(Indication : Au cas ou aucune idée ne s’'impose & vous, on pourrait commencer par esquisser le
graphe de sinus sur [0, 77| ainsi que la droite tangente & ce graphe au point d’abscisse x = 0.)

Solution.

1) La définition de EIE f(x) =2, en symboles, est
Ve >0, 3d(e)>0 telque Vze Dy, x>6()=|f(z)—2|<e.

2) On a

. e+ k) 1k k2
i .=t 3 i S5 (5 ()

= =\n n
1 1 1 5}
= +a2d)der==-+-="2.
/0 (x+z%)dx 5t3=5
3) On a linégalité sin 23 < 2® pour tout « € [0, 5], avec égalité si et seulement si z = 0. Alors
us z 473 4
x
/Zsinx3d:ﬁ</2zx3d$: — :%.
0 0 4 0 2

Remarque. Cette inégalité peut étre améliorée car la fonction = + 22 prend des valeurs supérieures
a 1 quand x > 1. En bornant sin 23 par 2* sur [0, 1] et puis par 1 quand z > 1, on obtient

s 1 s 4 1
/2sinx3dx</ :c3dx+/2dx: T + []
0 0 1 41,

Peut-on améliorer cette nouvelle inégalité en considérant le deuxieme terme de la borne utilisée
dans le calcul précédent ?
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Exercice 2.
1) En utilisant un changement de variable (on voudrait “faire disparaitre” la racine), calculer

3 dzx
o 1+z

2) En utilisant I'intégration par parties pour établir une formule de récurrence, calculer

™

o 2 2n
I2n_/0 cos“" x dx.

(Indication : On pourrait commencer par remarquer que cos>” x = cos - cos>" 1 x.)

Solution.

1) Avec le changement de variable 1+ /2 = t, c’est-a-dire
=(t—12 et dr=2(t—1)dt,

on a

/1+\/3 2t 0 1+f 1+V3 gt
[ R e [
t

=2V3 - 21n(1+\f)—2\f In(4 + 2v/3).

I =:

2) En intégrant par parties,

™ ™

2 2, . _
I, = / cos™ x dx. = / (sinz) cos® 1z dx
0 0

T jus
. 113 z _
= [sm:v cos? 11’}0 —/ sinz (cos?™ 1 z) dx
0

us

= /2 sinz ((2n — 1) cos® %z (—sinx)) dx
0

=(2n-1) /5 sin?z cos® 2z dx = (2n — 1)/
0 0
= (2n =Dy, 5 — (2n = 1)1,

jus
2 2n—2

(1 — cos®z) cos xdx

Il s’ensuit que

2n —1
I2n - To, 22
c’est-a-dire
7 2n—1 2n—3 3 11_ (2n)! =
T Ton T Top—2 4 2707 pzon 9°

Exercice 3. On consideére la fonction f : [0, %] — R définie par f(x) = \/@ Dans le systeme
de coordonnés Ozxyz, on note X le solide de révolution obtenu en tournant le graphe de f (c’est-
a-dire la courbe définie par y = f(x) dans le plan z = 0) autour de 'axe Oz et délimité par les
plans z = 0 et 2 = §. Calculer son volume v(X). (Indication : Dans 'intégrale qu’on est amené a
calculer, on pourrait multiplier en haut et en bas la fraction a intégrer par cos z pour identifier un
changement de variable.)

V:ﬂ/
0

Solution.

On a

I

i dx i coszdr T dsinx
fz(l')dx:ﬂ'/ :7T/0 72:77'/0 T 92

0 CoST 1 —sin“x 1 —sin“x



donc, en mettant ¢t = sin z,

T (V2+1)?
) o 5 glnﬁ—wln(\@+1).

1—t2 2

n
1-t¢

% dt [ 14+t 7. V241
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Exercice 4. Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux? Justifier soigneusement vos réponses
(avec des arguments ou des contre exemples).

1) 1II existe une fonction continue et bijective f: -3, 5[ — R.

2) Une fonction continue & : [0,1] — R atteint ses bornes.

3) Il existe une fonction continue et bijective g : |—1,1[ = [—7, 7].
Solution.

1) Oui! La fonction tan réalise une bijection continue (& vrai dire C* ou analytique) entre

|-5.3[ct R,
2) Non. La fonction f(z) = = définie sur [0, 1[ n’atteint pas la borne sup de son ensemble de
valeurs qui est [0, 1].
3) Non. Si une telle fonction g existait, alors g~! réaliserait une bijection continue entre [, 7]
et |—1,1[. Mais une fonction continue sur un intervalle fermé et borné atteint ses bornes, c’est-a-
dire son ensemble des image est un intervalle fermé et borné. Mais I’ensemble des images de g~!

serait |—1, 1[, d’ott une contradiction.

Exercice 5. Soit f :]—o0, 1] — R définie par f(z) = =
1) Esquisser le graphe de f.
2) Exprimer en utilisant ¢ et 0 la phrase f n’est pas uniformément continue.

3) Justifier que f n’est pas uniformément continue.

Solution.

1) Ona f'(z) = %, c’est-a-dire f’ s’annule en 0 et son signe est le méme que celui de z. On

a le tableau de variations ci-dessous.

x —00 0 1
f'(=) - 0 -
400 400
0
De plus, f admet la droite y = —x — 1 comme asymptote oblique & —oco et la droite x = 1 comme

asymptote verticale en 17. L’esquisse de la courbe représentative est réalisée dans la figure 1.
2) La fonction f n’est pas uniformément continue si
Jeg >0 telque V6 >0 3Faf, 2§ €]—o0,1] tels que |z§—af| < det |f(zs) — f(zF)] > &
1

3) Il suffit de vérifier Paffirmation précédente pour § = -, c’est-a-dire de démontrer que

1
ey >0 tel que Vne N 3Fu,,v, €]-oc0,1] telsque |u,—uv,|<—et|f(u,)— f(v,)]> ¢
n

On prend,



Figure 1: Le graphe de f; la non continuité uniforme est due au comportement de f
dans le voisinage de 1.

Alors
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pour tout n € N*. On prend ¢, = %
Remarque. Plusieurs étudiants ont invoqué le résultat suivant: Soit f : [a,b] — R continue telle
que lin}) f(z) = 4+o0. Alors f n’est pas uniformément continue.

Tr—r

Une preuve de ce résultat aurait été nécessaire.! La démonstration de ce résultat (voir ci-

dessous) est plus complexe que 'argument dans le cas particulier de la fonction rationnelle de
Pexercice. De plus, le résultat “complet” est le suivant: Soit f : [a,b] — R continue. La fonction
f est uniformément continue si et seulement si elle a une limite finie en b.

Démonstration. On prend ¢, = 1. On veut démontrer que pour tout 0 > 0, il existe x5, 2§ € [a, b]
tels que |zf — 2§ | < & et |f(zf) — f(2f)] > 1.
Soit § > 0. On pose M = f(1 —§). Comme lin%f(as) = +o00, il existe
Tr—r

o 1 >0 tel que pour tout x qui satisfait —n,; +1 <z <1lona f(z)> M
o 1> 0 tel que pour tout x qui satisfait —n+1 <z <1 on a f(z) > max(f(1—n,,), M)+ 1.

On prend
s =max(l —46,1—mn,,) et z§=max(l—51—n).
Alors, d’apres la définition de 7,
f@5) = flag) +1

!Comme le résultat n’a pas été établi en cours et comme l'examen se proposait de vérifier vos capacités de rédiger
des arguments avec des quantificateurs, I'invoquer seulement n’était pas suffisant pour recevoir le nombre maximal
de points.




et donc

|f(x5) = f(a5)| = f(a5) — f(x5) = 1. .

DEVOIR. Ecrire cette preuve en utilisant les suites. Ecrire la preuve de ’équivalence énoncée plus
haut.

Exercice 6. Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux? Justifier soigneusement vos réponses
(avec des arguments ou des contre exemples).

1) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et soit A = [a = 2y < z; < ... < x,, = b] une
subdivision de [a, b]. L’inégalité suivante entre les sommes de Darboux est toujours vérifiée,

aalf) <TA(f)

2*) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et soit A la subdivision de [a, b] formée avec les points
a, “—H’ et b. On pose S =7 4(f). L’affirmation

Ve >0, Je=c. € [a, ;b] 3d = d, {a—;b,b] tels que (f(c)+ f(d ))? >S—¢
est toujours vérifiée.
Solution.
1) On a
n—1
aalf) = z%inf {f(ac) ‘ LS [xj’l"jﬂ]} (Tj41 — ;)
j=
n—1

< ) _sup {f(l‘) ’ T € [ffjvxjﬂ]} (@41 —25) =TA(f).

2) D’apres la définition,

b—a b—a
S=o,(f)= sup [f(z) sup  f(z) ——.
z€la, a+b] me[aT—i_b,b}

Soit € > 0. D’apres la définition de la borne sup, il existe c, € { a, %} tel que

—o+ sw f@)<fle)< sw o fl)

xz€la, L+b z€|a, a+b]

et il existe d, € { b} tel que

_§+ sup  f(z) < f(d)) < sup  f(=).

[a+b Bl [a+b B

Pour finir, on multiplie par bT“ les deux inégalités de gauche et on les additionne.

Baréme indicatif: 4 —4 —2 —4 —4 — 2



