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Exercice 1. Enoncer, en utilisant le formalisme e-8. chacune des notions ci-dessous.
1) F :]—1,400[ = R n’est pas injective
2) S C R n’est pas majoré

Solution.

1) 3y, € R tel que card(f~1({yo})) > 2
2) VM > 0, 3z, € S tel que x,, > M.

Exercice 2. On considere le sous-ensemble

A={z-1
n

Les réponses aux questions suivantes doivent étre justifiées.

nEN*}.

1) Déterminer sup A. Est-ce que le max A existe-t-i1 7
2) Montrer que 2 est le seul point d’accumulation de A.
3) Quels sont les points d’adhérence de A?

Solution.

1) La suite (2 — 1/n),cn- est strictement croissante et majorée (par 2). Alors, comme A est
I’'ensemble des éléments de la suite,

lim (2—1/n) =2 =supA.

n—-+00

2) En général, a est un point d’accumulation de A C R si et seulement s'il existe une suite (z,,)
telle que

n?
VneN, z,€A~{a} et ngrfw$n =a.

Comme I'ensemble A est composé de tous les éléments de la suite (2 —1/n), oy, et comme celle-ci

tend vers 2, on en déduit que 2 est le seul point d’accumulation de A.

3) L’ensemble des points d’adhérence de A est I'union de ’ensemble des points d’accumulation
de A et des points isolés de A, ou encore de A et de ces points d’accumulation. En particulier,

A=Au{2}.

Exercice 3. Soient f,g : ]0,+o0o[ telles que leurs limites en +oco existent et sont égales & [ et
respectivement m, avec [, m € R. Démontrer en utilisant le formalisme -9 que

lim (f(z)+g(x)) =1+m.

T—+400

Solution.
On interprete les définitions des deux limites.



o lim f(z)=1: Ve>0 3d;(c)>0telqueVz eR, 2> dp(e) = |f(z) -] <e

T——+00

o lim g(x)=m: Ve>0 3d,(¢) >0 tel que Vx € R, x > (¢) = [g(x) —m| <e.

T——+00

Soit € > 0. On cherche §(¢) > 0 tel que
Ve e R, @3> 8(e) = |(f(x) +9(x)) — (L+m)| <e.

Comme

[(f(2) + g(2)) = (L +m)| <[f(x) =]+ |g(x) —ml,

5() = max <5f(;)5g(;)> .

il suffit de prendre

Alors, pour = > d(¢), on a

(f(z) +9(z)) = (1 +m)| < \f(w)—l!+!g(x)—m!<g+§:5.

Exercice 4. Démontrer en utilisant le formalisme -0 que 11111 Inx = 4o00.
T—r+00

Solution.
Il faut démontrer que

VM >0,30(M) >0 tel que Yz €]0,+o0[,z>dM) = Inz> M.
Soit M > 0. On prend §(M) = eM. Alors pour = > e on a

Inz>Ine” = M.

Remarque. Le raisonnement est basé sur la fonction exponentielle. Si on veut le placer a un
niveau plus élémentaire, il faut utiliser une définition du logarithme. Par exemple

T dt

1t

Inx :=
Alors, pour trouver un §(M ), on s’appuie sur des inégalités : pour x > 2", on a

T dt gt 2ol pkrlge 202l opktl gy 1 1
= > I - > — =

Pour finir, on utilise les inégalités basées sur les puissances de 2 :

1 1 1 1 1 1 1 1

2+3+'*wf@*(g*p)+m+<w1+1+w1+2+W+WJ
1 1 1 1 1 1
>2+<4+22)+“'+<2n+2n+'”+2n)
1 2 on—1
ot T T
n?
:§>M

On prend
5(M) _ 2|_2Mj+1.



Exercice 5. Soit f : R — R une fonction qui satisfait la propriété U,
U: Ve>0 3Tn(e) >0 telque Vz,2’ €R, |z—2/|<n(e) = |f(z)— f(2)] <e.

1) Soit @ € R. Montrer que U implique la continuité de f en a.

2) Ecrire la négation de .

3) Montrer que la fonction f définie par f(z) = 22 ne vérifie pas la propriété .

Solution.

1) On prend 2’ = a dans U et on obtient la continuité de f en a.

2) La négation de U est
Jey >0 tel que V>0, Exn,x% € R tels que |9U77 — x;]| <n et ]f(:):n) — f(:):%)] > £-

3) Dans la négation de U pour la fonction z — 22 et €9 = 1, on cherche x% de la forme x, + n/2,
avec x, > 0. On a, pour = > 0,

|z +n/2) = f)] = (& +1/2)* = 2°| = Inz + 57 /4] > nz.

On prend

SEE
NS

_— /:
T, = et T,

En utilisant I'inégalité précédente, on obtient
|f(z}) — f(z,)] > nz, =1 =¢
On vient de montrer que

1
LT = 47 tels que |z, —a'| = 7 < n et |f(;v;7)—f(:17n)| > 1.

deg =1 tel que V77>0,E|xn: " 5 0T 5
n

1
Ui

Baréme indicatif : 3 —6 —3 —3 — 5



