FORMES DIFFERENTIELLES ET COHOMOLOGIE DE DE RHAM

MEMOIRE DE MASTER 1 PROPOSE PAR LUC MENICHI

Soit U un ouvert de R3. Une 0-forme sur U, ¢, est une application A de classe C'*
sur U a valeurs réelles.

Une 1-forme sur U, ¢, est une “somme formelle” ¢ = Adx + B dy+ C dz ou A, B
et C' désignent des applications de classe C*° sur U a valeurs réelles et dx, dy et dz
sont des “symboles”.

Une 2-forme sur U, ¢, est une “somme formelle” ¢ = A dyAdz+ B dzAdxz+C dxAdy
ou A, B et ' désignent des applications de classe C* sur U a valeurs réelles et dyAdz,
dz N\ dx et dx A dy sont des “symboles”.

Une 3-forme sur U, @, est o = A dx Ady N\ dz ou A est une application de classe C'™
sur U a valeurs réelles et dz A dy A dz un “symbole”.

On peut additionner les p-formes, multiplier un p-forme par un réel. Donc QP(U),
I’ensemble des p-formes sur U est un R-espace vectoriel.

Grace aux régles, dr ANdy = —dy Ndz, de Ndz = —dz Ndz, dy Ndz = —dz A dy et
dr Ndx = dy Ndy = dz ANdz = 0, on peut multiplier une p-forme ¢ par une g-forme ¥
pour obtenir une p+ g-forme ¢ Ap. Par exemple, soit ¢ = 23y de+2z dy et ¢ = z* dx.
Alors p A = 23yat do A dv + za* dy AN de = 0 — 2tz do A dy.

Soit A une O-forme=une application de classe C'*°, on appelle différentielle extérieure
de A, noté dA, la 1-forme donnée par dA := 0A/0x dx + 0A/dy dy + 0A/0z d=.
La différentielle extérieure d’'un 1-forme ¢ = A dx + B dy + C dz est la 2-forme
dp =dANdx+dBANdy+dC Ndz = (0A/0x dx + 0A/Oy dy + 0A/Dz dz) A dx +
(0B/0x dz+0B/0y dy+0B/0z dz) Ndy+(0C/0x dx+0C /0y dy+0C [0z dz)Ndz =
(0C/0y — OB/0z)dy N dz + (0A]/0z — 0C/0x)dz A dx + (0B /0x — 0A/dy)dz N dy.

Plus généralement, la différentielle extérieure d'un p-forme ¢ est une p + 1-forme
dp. On montre que d : QP(U) — QPTY(U) est une application R-linéaire vérifiant
dPodP~! = (. Par définition, le p-iéme groupe de cohomologie de De Rham est 'espace
vectoriel quotient H?(U) := Ker dP /Tm dP~'.

Le but de ce mémoire sera de bien comprendre la définition de la cohomologie de
De Rham et surtout de la calculer lorsque U = R? (Lemme de Poincaré), U = R?
privé d'un point, U = chambre a air... Il existe une trés abondante littérature sur
la cohomologie de De Rham ([5, 2, 1, 4, 3] sont les meilleurs références). Car la
cohomologie de De Rham est un invariant fondamental de la géométrie différentielle
pour distinguer des variétés non difféomorphes.
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