Probleme 1. — On consideére la surface paramétrée suivante, dite surface
1.

romaine

f:

2

z) = (sin 2u cos v, sin 2u sin v, sin® u sin 2v)

Plusieurs vues d’une surface romaine

1) Déterminer les ceefficients £ G et F' de la premiere forme fondamentale

de f et montrer que

EG — F? = 4 cos? 2u sin? 2u + sin® 2u sin® 2v + 4 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)?.

Rép.— On a

fu = (2cos2ucosv,2cos 2usinv,sin 2usin2v) et f, = (— sin 2usin v, sin 2u cos v, 2 sin” u cos 2v).
D’ou

2

E = 4cos? 2u+sin? 2usin® 2v, F = 2sin 2usin 2vsin ucos2v, G = sin? 2u+4sin u cos? 2v.

et, puisque 2sin? u = 1 — cos 2u, on a aussi

F = sin 2usin 2v cos 20(1 — cos 2u), G = sin? 2u + cos? 2v(1 — cos 2u)?.

EG —F?> = (4cos?2u+ sin® 2usin® 20)(sin? 2u + cos? 2v(1 — cos 2u)?) — sin? 2usin® 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
= 4cos?2usin? 2u + sin* 2u sin’ 2v
+4 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)? + sin? 2u sin? 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
— sin® 2u sin? 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
= 4cos? 2usin® 2u + sin 2u sin® 2v + 4 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)?

2) Résoudre dans [0, 7] x [0, 27| '’équation FG — F? = (.

1. Car étudiée par Steiner lors d’un séjour a Rome en 1844.
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Rép.— Ona EG — F? =0 ssi

cos? 2u sin? 2u = 0
sin? 2u sin? 2v = 0
cos? 2ucos? 2v(1 — cos2u)? = 0
—
sin 2u = 0 cos2u = 0
cos? 2v(1 —cos2u)? = 0 ot sin2v = 0
—
. . sin2u = 0
31 sin2u =0 ou Xo{ cos2u = -1 ou Xj C.OSQU =0
cos2u = 1 9 sin2v = 0
cos“2v = 0
On a
o (u,v) solution de ¥ ssi u =0 ou u = 7.
5 7
e (u,v) solution de Xs ssi (u,v) = (g, %) ou (g, Zﬂ-) ou (g, Zﬂ) ou (g, Iﬂ)
3
e (u,v) solution de X3 ssi (u,v) = (%,0) ou (Zég) ou (Z,;r) ou (%, ?7;) 03u (%727r)
ou (u0) = (50 ou (5 5) ou (Fum) ou (5, )
ou (777727r).

3) Soit S = f([0, 7] x [0,27]). On note Irr C S I'ensemble des images par f
des points (u,v) € [0, 7] x [0, 27] tels que (FG — F?)(u,v) = 0. Montrer que
l'origine O = (0,0, 0) est dans Irr et que les autres points de Irr forment les
sommets d'un octogone régulier.

Rép.— On a f(0,v) = f(m,v) = (0,0,0). Donc toutes les solutions de ¥; sont envoyées
sur l'origine de R? et donc O € Irr. On a

fE

5" v) = (0,0, sin 2v)

donc les solutions de ¥ donnent les deux points distincts (0,0, £1). Enfin

1 3 1
E,v) = (cos v, sinv, 5sin2v) et f(%,v) = (—cosv, —sinv, 5sin2v)

G

et les solutions de X3 produisent 4 points distincts : (£1,0,0) et (0,+1,0). Au bilan, ex-
cepté 'origine, les points de Irr se répartissent sur un octogone.

4) Soit

g: [0,7] x[0,27] — R3
(u,v) — (X, Y, Z) = (sinusin v, sin u cos v, cos u)
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la paramétrisation usuelle de la spheére S2. Déterminer

b S? — S
(X,)Y,Z) — (z,y,2) =P(X,Y,2)

telle que f =P og.

Rép.— On a
x =sin2ucosv = 2sinucosucosv = 22Y, y=sin2usinv = 2sinucosusinv =2ZX

et
2 = sin? usin 2v = 2sinv cosvsin? u = 2XY.

Il suffit faut donc prendre

®(X,Y,Z) = (2Y Z,2ZX,2XY).

5) Soit P un point quelconque de S. Montrer que f~1(P) contient au moins
deux éléments.

Rép.— Notons que si (X,Y, Z) € S? alors (- X, ~Y,—Z) € S% et que de plus
(I)(X7KZ) = (P(_X7 _}/7 _Z)
Donc pour tout P € S, ®~1(P) contient au moins deux éléments. Puisque f se factorise

par ® nécessairement f~1(P) contient au moins deux éléments.

6) Montrer que S est invariante par les trois retournements
r o (x,y,2) — (2, -y, —2), 19 ¢ (2,y, 2) — (—2,y,—2) et 13 : (x,y, 2) —>
<_:C7 —-Y, Z)
SUGGESTION.— Passer par !
Rép.— Soit (X,Y,Z) € S%. Notons qu’alors (—X,Y,Z) € S? et qu'on a
O(-X,Y,Z) = (2Y Z,-2X Z,-2Y X) = r1(®(X,Y, Z)).

Puisque ®(S?) = S, il s’en suit que S est invariante par ;. Raisonnements similaires pour

ro et r3.

7) Montrer que S est invariante par les trois réflexions
s1: (x,y,2) V— (y,2,2), $2 & (z,y,2) — (z,y,2) et s3 @ (z,y,2) —



(z,2,9)
Rép.— Soit (X,Y,Z) € S Notons qu’alors (Y, X, Z) € S? et qu'on a
(Y, X,2)=(2XZ,2YZ 2YX) = 51(®(X,Y, 2)).
Puisque ®(S?) = S, il s’en suit que S est invariante par s;. Raisonnements similaires pour

So et s3.

Probleme 2. — Soit 0 <b<aete= —”‘2@4’2 On considere la courbe plane
suivante, dite roulette de Delaunay :

v: R — R?
vt 1
x(t) = — du

" a Jo (14 ecosu)yV/1—e?cos?u
1 —ecost
t) = by———
y() 1+ ecost

1) Déterminer les points réguliers de ~.

Rép.— On a
2 (t)=b a
(1+ecost)y1 —e2cos?t
et in(t)
esin
y'(t)=b —
(1+ecost)v1 —e2cos?t
d’ou

b2
(1+ecost)?(1l —e2cos?t)’

b2 .
WO = (2 + csint)

b2
OreQ—l—a—Q:ldonc

b2
(1+ecost)?(1 —e2cos?t)
b2
(14 ecost)?(1 —e2cos?t)

Iy @)1

(1 — €2 + e?sin? t)

= (1-e*cos’t)
b2
(1+ecost)?’

Tous les points sont donc réguliers.



2) Montrer que la fonction abscisse curviligne a pour expression

t
b

1) = —d

S(t) /Ol—l—ecosu "

et déterminer la tangente unitaire T'(¢) et la normale algébrique unitaire
Ny (t) de v en t.

Rép.— La formule donnée pour ’abscisse curviligne découle directement de la question
précédente. D’autre part

b
1 o)y _ 1 -
0=l < v () > TV Fwt ( esint )

1 (w1 —esint
) = ot () ) = T ( : )

a

et

3) Montrer que
) v (1) =~ (Naslt) 7,
@) at

(On pourra reparamétrer v par I'abscisse curviligne et utiliser les formules
de Frenet).

Rép.— Notons 7 = y0S~!. La courbe 7 est paramétrée par la lL.a., on peut donc utiliser
les formules de Frenet :

d(Nalg o Sil)

L () = —hag (5)T (57 (5))

ol Ealg(s) est la courbure en s de 4. On a donc

Fag(s) = —( 015 05N ) g1 )

or, si t = S71(s),

d(Nalg 05_1) . dNalg(t) dS_l(S) . 1 dNalg(t)
F P ds YO dt
ainsi B - ) ANy (1)
s ) = e a7

Bien sur, par définition, kq4(t) = Ealg ().



4) Montrer que la courbure algébrique de v en ¢ est

1 ecost
kyo(t) = ————.
alg() al —ecost
Rép.— On a
dNalg<t) B d ( 1 ) —ezint N 1 d —els)int
dt dt \ /1 —e2cos2t - 1 —e2cos2tdt p
B i( 1 ) —els)int N 1 < —ecost >
dt \ /1 —e2cos2t — V1 —e2cos2t 0
Donc

b
(ol 7y = _6308t>’< : )>

b ecost
al—e2cos?t’

et
1 dNgg(t) 1+ecost\ b ecost
T(t — —
17" @)l < dt ®) b al—e?cos?t
1 ecost

al—ecost’
5) On considere la surface de révolution suivante, dite surface de Delaunay :

f: Rx[0,21] — R
(t,v) — (y(t) cosv,y(t) sinv, z(t))

Calculer la premiere forme fondamentale de f.

Surfaces de Delaunay (deuz valeurs différentes pour a)

Rép.— Un calcul direct montre que

b? 51 —ecost

E=a?+y?’=—— F=0, G=y’=b"———.
Tty (1+ ecost)?’ ’ Y 1+ ecost



6) Montrer que les ceefficients de la seconde forme fondamentale sont donnés
par

/ b /
L= ~[[7[Pkay(t), M=0et N'= L edol

(au signe pres dépendant du choix de la normale unitaire).

Rép.— Soit
1
n = —=(—'cosv, —z'sinv,y’)
[edl
une normale unitaire. On a

1 —z' cosv y' cosv ' 'y

. . -z +y'x
L= fu)= | —a'sine || ysine )= T o 2 0).
P\ s Ed
Ainsi
- b2 1 ecost

(1+ecost)2al—ecost

On a immeédiatement

M = (n, fr,) = 0.
Enfin
1 —x’ cosv —1 COSV o
N =(n,fo) == —2'sinv |, —ysinv |)= —ly
[edl J 0 [odll
d’ol 5 )
e T
a||¥y] (14+ecost)? al+4ecost a

7) Déduire de 5) et 6) que la courbure moyenne de f est constante.

Rép.— La courbure moyenne est donnée par la formule

1LG+NE —-2MF

H=-
2 EG — F?
qui devient ici
1/ N
H=-(=+—= .
2<E+G)
Notons que
L P 1 ecost
E T 41— ecost

et
N b2 1 11+ecost 1 1

G al+ecosthb®l—ecost al-—ecost
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Finalement

1/ N 1
H2<E+a>2a~

La courbure moyenne est constante.
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