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Fiche d’exercices 2 - Diagonalisation

Exercice 1 : Homothétie
Soit K = R ou C, E un K-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E. On suppose que
tout x € E est un vecteur propre de f. Montrer que f est une homothétie.

Solution: Par hypotheése, pour tout x € E non nul, il existe A\, € K tel que f(z) = A\, .
Soient x,y € F non nuls; l'objectif est de montrer que A\, = A\,. Deux cas sont possibles.
Si (x,y) est liée, alors y = px pour un certain p € K non nul, donc pA,z = Ay = f(y) =
pf(x) = pAyx, soit Ay = A,. Si (z,y) est libre, alors Ay, (z+y) = f(z+y) = f(2)+ f(y) =
Az + Ayy, d'ott on tire Ay, = Ay et A\yyy = A, par liberté de la famille et ainsi A\, = A,

Exercice 2 : La dérivation comme endomorphisme en dimension finie
Soit E le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré < n, ou n > 1. Soit
D : E — E défini par D(P) = P’ ou P’ est le polynéme dérivé de P.
(a) Montrer que D est un endomorphisme de E.
(b) Donner ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
(c¢) D est-il diagonalisable ?
(d) Montrer que D est nilpotent d’ordre n+1, c’est-a-dire que D" = 0 et D" # 0. Retrouver
le résultat de la question précédente.

Solution:

(a) Evidemment D(F) C E, puisque dériver un polynome fait diminuer son degré. Soient
P et ) deux polynomes a coefficients réels de degré < n, s’écrivant

P:Zaka et Q:Zkak
k=0 k=0

pour ag, by, ay,by,...,an,b, réels. Alors, pour tout A € R,

n

P+AQ = (ap+ Ab) X"
k=0

Par conséquent

(P+2Q) =3 k(ap + Abp) X =3 kap X1+ XY kb X = PP+ 0Q'
k=1 k=1 k=1

ce qui montre bien la linéarité de D.

(b) Soit A € R. Soit P un polynéme a coefficients réels, non nul, de degré d < n. Alors
D(P) = AP < P’ = \P. Le degré du polynome P’ est égal & d — 1, si P est non constant,
et —oo sinon. Si A # 0, alors AP est de degré d > 0, donc on ne peut pas avoir D(P) = \P.
Si A = 0, I'"équation devient P’ = 0, soit P = ¢ avec ¢ un réel non nul. On en déduit
que D a pour valeur propre 0 uniquement, avec pour vecteurs propres correspondants les
polyndémes constants non nuls.




(c) Il s’ensuit que 'unique sous-espace propre de D est ker(D), de dimension 1. Puisque
E est de dimension n + 1 > 2, D n’est pas diagonalisable.

(d) L’endomorphisme D"** correspond & prendre la dérivée (n + 1)—iéme d’un polynome
de degré n, donc D™ appliqué a tout élément de E est nul, c’est-a-dire que D" = 0.
Ensuite, si P = X", on a D"(P) = n! # 0, donc D™ # 0. Si D était diagonalisable, alors,
puisque D est nilpotent et donc n’a que 0 comme valeur propre, D serait nul, mais D™ # 0,
ce qui représente une contradiction.

Exercice 3 : Le méme... mais en dimension infinie
Soit F le R-espace vectoriel des applications de R dans R indéfiniment dérivables. Soit D :
E — E défini par D(f) = f' ou f’ est la dérivée de f.
(a) Montrer que D est linéaire.
(b) Donner ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
(c) Soient Ay, ..., A, préels distincts. Montrer que la famille d’applications (f; : © — exp(A\i))1<i<p
est libre.

Solution:

(a) Soient f et g deux applications indéfiniment dérivables sur R. Soient « et § deux réels.
Alors pour tout = € R, Papplication af + g est dérivable en x, de dérivée (af + Bg) (x) =
af'(x) 4+ B¢ (z). Donc

D(af+ Bg) = (af + Bg) = af + Bg = aD(f) + BD(g).

(b) Soit @ € R. Soit f une application indéfiniment dérivable. Alors D(f) = \f < Vz €
R, f'(z) = af(x). Autrement dit, D(f) = Af si et seulement f est solution de I’équation
différentielle du premier ordre a coefficients constants v’ — ay = 0. Il s’ensuit qu’il existe
C € R tel que pour tout = € R, f(z) = C'exp(ax). Donc tout réel « est une valeur propre
de D, et f est un vecteur propre de D associé a la valeur propre « si et seulement si Vo € R,
f(z) = Cexp(azx) ou C € R.

(c¢) Premiere solution : soient oy, ..., a, € R tels que pour tout x € R,

arexp(Az) + - + apexp(A,x) = 0.

Maintenant, puisque Ay, ..., A, sont des valeurs propres distinctes de D, la somme ker(D —
Mldg) 4+ -+ + ker(D — A\ Idg) est directe, et pour tout ¢ € {1,...,p}, chaque fonction
x +— exp(\;x) appartient & ker(D — \;Idg). Il s’ensuit que pour tout i € {1,...,p}, a; =0,
et donc la famille (x — exp(\;x))1<i<p est libre.

Deuxieéme solution (équivalente!) : puisque Ay, ..., A\, sont des valeurs propres distinctes de
D, la somme ker(D — M\ Idg)+- - -+ ker(D — A\,Idg) est directe, et pour tout i € {1,...,p},
(x — exp(A\;x)) est une base de ker(D — A\;Idg). La famille (z — exp(\z))i<i<p, réunion
de ces familles libres de sous-espaces vectoriels en somme directe, est donc libre.

Troisieme solution (élémentaire) : quitte a réordonner les \;, on peut supposer que A; >
Ag > -+ > ). Soient oy, ..., q, € R tels que pour tout = € R,

ajexp(Mz) + - + o exp(A,x) = 0.
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De ceci on déduit que, pour tout x € R,
ai + agexp((A2 — A\)x) + - + apexp((Ap, — A1)z) = 0.

En faisant x — 400, on trouve a; = 0, puis, par récurrence immédiate, o; = 0 pour tout
i €{l,...,p}, et donc la liberté de la famille (z — exp(\;z))1<i<p.

Exercice 4 : L’opérateur décalage
Soit F := K", le K-espace vectoriel des suites a valeurs dans K. Soit D : KN — KN qui a toute
suite (uy,) fait correspondre la suite (v,) telle que v,, = u,41 pour tout n > 0.

(a) Montrer que D est linéaire.
(b) Donner ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

(c) Soient Ai,..., A\, p éléments de K distincts et non nuls. Montrer que la famille des suites
géométriques (A}')1<;<, est libre sur K.

Solution:

(a) Soient (u,) et (v,) deux suites a valeurs dans K. Soient a et 5 deux réels. Alors I'image
par D de la suite (au, + [v,) est la suite ayant pour n—ieme terme i, 1 + Su,41, de
sorte qu’on a bien

D(a(un) + B(vy)) = aD((un)) + BD((vn))
et donc D est linéaire.

(b) Soit A € K, et soit (u,) une suite a valeurs dans K. Alors D((u,)) = AMu,) < Vn >
0,Upt1 = Auy,. Autrement dit, D((u,)) = A(u,) si et seulement si (u,) est nulle pour
tout n > 1, dans le cas A = 0, ou si (u,) est géométrique de raison A, lorsque A # 0. 1l
s’ensuit que tout A € K est valeur propre de D, avec vecteurs propres associés les suites
géométriques non nulles de raison A lorsque A # 0, et les suites identiquement nulles a
I’exception de leur premier élément lorsque A = 0.

(¢) Premiere solution : soient vy, ..., o, € K tels que pour tout n € N, ag AT+ - -+ A} =
0. Les suites (A}), ..., (A}) appartiennent respectivement aux sous-espaces propres ker(D —
Mldg), ... ker(D—\,Idg). On sait donc que la somme ker(D—\Idg)+- - -+ker(D—\,Idg)
est directe, et par conséquent, o; = 0 pour tout i € {1,...,p}. Il s’ensuit que la famille
((A?))lgigp est libre.

Deuxieme solution (équivalente!) : puisque Ag, ..., A, sont des valeurs propres distinctes de
D, la somme ker(D — A\ Idg)+- - - +ker(D — A\, Idg) est directe, et pour tout i € {1,...,p},
(A") est une base de ker(D — A\;Idg). La famille ((A))1<i<p, réunion de ces familles libres
de sous-espaces vectoriels en somme directe, est donc libre.

Exercice 5 : Polyn6me caractéristique d’une matrice compagnon
Soit P(X) = X9+ a, 1 X9 ' + -+ a1 X + ag un polyndme unitaire de degré q. Considérons
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la matrice carrée a ¢ lignes appelée matrice compagnon

0 0 0 —Qp
1 0 0 —Q
M=10 1 ... 0 —a«a
0 0 1 —0g—1

Montrer que xs, le polyndme caractéristique de M, est égal a P.

Solution: Premieére solution : par récurrence sur q. Supposons le résultat de ’exercice vrai
pour des polyndémes unitaires de degré ¢ — 1. On a

X 0 0 (&%)

—1 X 0 (03]
wu(X)=10 -1 ... 0 o

O O —1 X+Oéq_1

En développant par rapport a la premiere ligne,

X 0 ... 0 a -1 X 0 0
u(X)=X[0 -1 ... 0 as |+ (=) :
0 0 ... =1 X+a,, 0 ... 0 -1

D’apres I'’hypothese de récurrence,

Xu(X) = X(X 40 X974+ ) + (D)7 x (-1)
=X+, XU 4+ X + g = P(X).

Deuxieme solution : en développant directement par rapport a la derniere colonne, le
mineur associé au coefficient (—1)7"*a;, pour j < g —2, est le déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure, comptant j fois X et ¢ — 1 — j fois (—1) sur la diagonale, donc égal
a (—1)7179XJ. Le produit du coefficient par le mineur est donc a;X7. Le mineur associé
au dernier terme de ce développement, qui est X + a,_1, est X7, donc on trouve

Xar(X) = XN X 4+ ag1) +ag o X9?2+ -+ a1 X + ag = P(X).

Exercice 6 : En dimension 2
Soient a, b, ¢, d € K. On considére la matrice

b
A= (CCL d) e My(K).
On pose A = (a — d)* + 4bc.

(a) On se place ici dans le cas K = R. Montrer que A est diagonalisable sur R si et seulement
siA>0ousib=c=0eta=d.
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(b) On se place ici dans le cas K = C. Montrer que A est diagonalisable sur C si et seulement
si A#0Oousib=c=0et a=d.
(c) Application : montrer que la matrice

A= (g _01) € M,(R)

(dont on discutera 'interprétation géométrique) est diagonalisable sur C mais pas sur R.

Solution: Le polynoéme caractéristique de A est

X —a )

XA(X):det(XIQ_A):| e X —d

| =(X—a)(X—d)—bc=X*—(a+d)X +ad—bc.

Le discriminant de ce polynome de degré 2 est
(a+d)* —4(ad — bec) = (a — d)* + 4bc = A.

(a) Lorsque K = R, et si A > 0, le polynéme y4 a deux racines réelles distinctes, donc
A, qui est une matrice réelle de dimension 2, a deux valeurs propres sur R, chacune de
multiplicité 1 en dimension 2, ce qui implique que A est diagonalisable sur R.

Lorsque A < 0, le polyndéme x4 n’a aucune racine réelle, donc A n’est pas diagonalisable
sur R.

Enfin, lorsque A = 0, le polynéme y4 a une unique racine réelle, de multiplicité 2, disons
A. Si A est diagonalisable, alors il existe P € GLy(R) telle que

A=P (3 2) P =POL)P ™ = Al.

On en conclut que dans ce cas, nécessairement b = ¢ = 0 et a = d = \. Réciproquement,
tout multiple de I'identité est évidemment diagonalisable, puisque diagonale.

(b) Lorsque K = C, et si A # 0, le polynéme x 4 a deux racines complexes distinctes, donc
A, qui est une matrice complexe de dimension 2, a deux valeurs propres sur C, chacune de
multiplicité 1 en dimension 2, ce qui implique que A est diagonalisable sur C.

Comme a la question précédente, lorsque A = 0, le polynéme x4 a une unique racine
complexe, de multiplicité 2, de sorte que A est diagonalisable si et seulement si elle est
diagonale.

(c) Ici
a b
A= (C d) € My(R) € My(C)
aveca=d=0et b= —c=—1. On a donc (a — d)* + 4bc = —4 < 0, ce qui implique que
A est diagonalisable sur C mais pas sur R. [L’endomorphisme de matrice A dans la base
canonique de R? est une rotation d’angle 7/2, qui est un cas particulier de quart de tour.]

Exercice 7 : En dimension 3
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2 —15 10
On considere la matrice A= -1 4 -1
-1 5 -1
(a) Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de A.
(b) Déterminer les sous-espaces propres de A et donner une base de chacun d’eux.
(c) A est-elle diagonalisable ? Si oui, calculer A™ pour tout n € N.

Solution:
(a) On a

X -2 15 -10 X -2 15 —10

xa(X) = 1 X -4 1 = 1 X -4 1
1 -5 X+1 0 -X-1 X
en faisant L3 < L3 — Lo, puis
X -2 15 -X -8
xa(X) = 1 X —4 0

0 -X-1 X
en faisant C5 <— C'5 — C}. En développant selon la premiére colonne, on trouve
Xa(X)=X(X —-2)(X —4) — 15X + (X +1)(X +38)
=X(X-2)(X -4 +X*-6X+38
=XX-2)X—-4)+(X-2)(X—-4)=(X+1)(X-=-2)(X —4).
(b) Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique x4, donc A a
pour valeurs propres —1, 2 et 4. Puisqu’il y a trois valeurs propres et que A est de taille 3,
les sous-espaces propres de A, qui sont ker(A +1I3), ker(A — 2I3) et ker(A — 413), sont tous

de dimension 1. Rechercher une base de chacun d’entre eux revient donc & en donner un
vecteur non nul. On a

3 —15 10
-1 5 0
Les deux premiéres colonnes de A + I3 sont proportionnelles (avec le coefficient —5) donc
S 0
(A+Iy) (1| =1{0

0

0
d
on déduit qu'une base de ker(A + I3) est le vecteur | 1 |. Ensuite,

0

0 —-15 10

A-2I3=1-1 2 -1

-1 5 =3

Ici

1 0 —15 10 1 0
(A=2)|2|=-1 2 -1 21 =10
3 -1 5 =3 3 0
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Une base de ker(A — 2I3) est donc le vecteur | 2 |. Enfin,
3
-2 —15 10
A-4l3=]1-1 0 -1
-1 5 =5
na
5 -2 —15 10 5 0
(A—dly) | —4|={-1 0o -1||-4|=]o0
) -1 5 =5/ \-5 0
5
Une base de ker(A — 413) est donc le vecteur | —4 |.
)

(c¢) Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est 3, A est diago-
nalisable (on pouvait aussi remarquer que le polynéme caractéristique de A est scindé a
racines simples, donc A est diagonalisable). D’apres la question précédente, une base de
diagonalisation est

5 1 5
1], |2], | -4
0 3 -5

La matrice de passage de la base dans laquelle la matrice A est écrite a cette nouvelle base
est donc

5 1 5
P=11 2 —4
03 =5
L’inverse de cette matrice (en résolvant un systéme linéaire, ou avec P~ = -2 ‘com(P)...)

est

/15 2/3 —7/15
Pt=11/6 -5/6 5/6
1/10 —1/2 3/10
Par conséquent
—1 0 0
A=PDP ' aveceD=|0 2 0
0 0 4
On obtient
(=)™ 0 0
vn>1, A"=PD"P'=P| 0 2" 0 |P "
0 0 47
Apres calculs, pour tout n > 1,
(_31)n + % + 22n71 % X (_1)71 _ g X 2n71 —5x 227171 % X (_1>n+1 _}_% % 2n71 4
An — (—115)" + % . 22¢;+1 % % (_1)n i g X 2m 4 92n+1 % % (_1)n+1 _|_g X " _
2n=1(1 —2m) 5 X 2”_1(2” - 1) 2n=1(5 — 3 x 2m)

3 x 22n71

% X 22n+1
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Exercice 8 : En dimension 3, encore

2 3 =2
On considere la matrice A = | -1 4 -1
-1 5 -1

(a) Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de A.
(b) Déterminer les sous-espaces propres de A et donner une base de chacun d’eux.
(c) A est-elle diagonalisable ? Si oui, calculer A™ pour tout n € N.

Solution:
(a) On a
X-2 =3 2 X -2 -3 2
xa(X) = 1 X -4 1 = 1 X—-4 1
1 -5 X+1 0 -X-1 X

en faisant L3 <— L3 — Lo, puis

X-2 =3 —X+4
auX)=| 1 X-4 0
0 -X-1 X

en faisant C5 < C5 — C}. En développant selon la premiere colonne, on trouve

XAX)=X(X-2)(X —4)+3X - (X+1)4—-X)
=XX-2)(X—-4)+(X-2)(X+2)
= (X —2)(X?=3X +2)=(X - 1)(X —2)~
(b) Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique x4, donc A

a pour valeurs propres 1 et 2. Les sous-espaces propres de A sont donc ker(A — I3) et
ker(A — 2I3). On a, d’une part,

1 3 -2
A-T;=|-1 3 -1
-1 5 -2

Cette matrice n’est pas de rang 3, puisqu’elle n’est pas inversible, et est de rang > 1,
puisque ses colonnes ne sont pas proportionnelles. Elle est donc de rang 2, ce qui signifie
que son noyau est de dimension 1. Puisque

1 1 3 -2\ (1 0
A-Iy)|1l=[-1 3 =1||1|=]0
2 -1 5 -2/ \2 0

1

on déduit qu'une base de ker(A — I3) est le vecteur | 1 [. Ensuite,

0 3 -2
A-23j=]-1 2 -1
-1 5 =3
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Cette matrice est a nouveau de rang 2, donc son noyau est de dimension 1, et

1 0 3 =2\ /1 0

(A—2L) (2| =]-1 2 —1|[2]=]0

3 -1 5 =3/ \3 0
1
Ceci veut dire qu’une base de ker(A — 2I3) est le vecteur | 2
3

(c) Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est 2, et que la di-
mension de I'espace vectoriel sur lequel est défini I’endomorphisme dont A est la matrice
est 3, A n’est pas diagonalisable.

Exercice 9 : Une premiére application aux suites récurrentes

Dans une zone de nidification d’une espece d’oiseaux marins qui est constituée de trois iles on

observe :

- parmi ceux qui ont nidifié une année dans I'lle A, année suivante, 70% nidifieront encore

dans I'lle A, 20% nidifieront dans 'tle B, et 10% nidifieront dans l'ile C.

- parmi ceux qui ont nidifié une année dans I'ille B, I'année suivante, 60% nidifieront encore

dans I'ile B, 20% nidifieront dans I'lle A et 20% nidifieront dans I'ile C.

- parmi ceux qui ont nidifié une année dans I'lle C, 'année suivante, 50% nidifieront encore

dans I'lle C, 20% nidifieront dans I'ille A et 30% nidifieront dans 1'ile B.

On suppose que le nombre d’oiseaux reste constant au cours du temps.

(a) Quelle est I'ultime répartition (si elle existe) dans les différentes zones de nidification ?

(b) Quelle est la répartition dans les différentes zones de nidification au bout de n années en
fonction d’une répartition initiale Ag, By et Cy ? Retrouver 1'ultime répartition en faisant
tendre n vers +oc.

Solution:

a) Notons A, (respectivement B,, C),) le nombre d’oiseaux ayant nidifié dans I'ille A
Y

(respectivement B, C') 'année n. La traduction des données de ’énoncé donne

Ani1 7/10 2/10 2/10\ [A, A,
Boi1 | = [2/10 6/10 3/10| | B, | =M | B,
Crit 1/10 2/10 5/10) \C, C,

La répartition ultime (si elle existe!) est celle, notée (a,b,c), telle que d’une année sur
I’autre, la répartition des oiseaux ne change pas, c’est-a-dire

a a
bl=M|b| aveca+b+c=N
c c

ou N est le nombre total d’oiseaux, constant dans la population. En d’autres termes, cette
répartition est un vecteur propre de M pour la valeur propre 1. On a

(32 2
M-Ts=— |2 —4 3
0y, 9 _5
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En résolvant

a 1 -3 2 2 a 0
(M=Tg)|b| =512 —4 3][b]=]0
c 1 2 =5) \c 0
a 14
on trouve que | b | =« | 13 |. Puisque a+b+c¢ = a(14+13+8) = N, on trouve a = 1/35
c 8
et donc a = 14N/35 = 2N/5, et 'ultime répartition est ainsi
ON/5
13N/35
8N/35

On remarque que la répartition ultime ne dépend pas de la répartition initiale.
(b) On a vu a la premiére question que

Anit 7/10 2/10 2/10\ (A, A,
Bnyi | =12/10 6/10 3/10| | B, | =M | B,
Chit 1/10 2/10 5/10) \C, Ch
ce qui donne, par récurrence immédiate,
A, Ao
B, | =M"| B
Cn Co

I1 suffit donc de calculer M™, et on va pour cela diagonaliser M. Pour alléger les calculs, il
suffit (et on va le faire) de considérer B = 10M. On sait d’apres la premiére question que B
admet 10 comme valeur propre. Donc le polynéme caractéristique de B va étre factorisable
par (X — 10), ce qu’on retrouve en sommant les lignes du déterminant det(XI; — B) :

X-7 -2 2| |[XxX-10 X—-10 X—10
xs(X)=| -2 X-6 -3 |=| -2 X-6 -3
-1 -2 X-5 ~1 2 X-5

en faisant L < Li + Ly + L3. Par conséquent

11 1 10 0
5(X)=(X-10)|—-2 X—-6 -3 |[=(X—-10)|-2 X —4 -1
-1 -2 X-5 -1 -1 X-4

en faisant Cy <— Cy — C et C3 < C5 — C}. En développant par rapport a la premiere ligne,

X-4 -1

1 X_4:4X—¢mQX—4V—P)

XBLX>:(XT_104

soit xp(X) = (X —10)(X —5)(X —3). La matrice B est donc diagonalisable sur R, puisque
son polynéme caractéristique y est scindé a racines simples, et tous ses sous-espaces propres
sont de dimension 1. On a

\)

B —3I5 =

— N
N W DN
N W
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Les deux dernieres colonnes de cette matrice sont égales, donc

0 0
(B=3L;)| 1 |=|0].
-1 0
0
On en déduit quune base de ker(B — 3I3) est | 1 |. Ensuite,
-1
2 2 2
B-53=12 1 3
1 20
et donc
—2 0
(B=5;)| 1 |=1{0
1 0
—2
Une base de ker(B — 5l3) est donc | 1 |. Enfin, on a vu a la premiere question que
1
14 0
(B—10I3) |13 =|0].
8 0
14
Une base de ker(B — 1013) est donc | 13 |. Une base de diagonalisation de B est alors
8

(2)-(2)- )

La matrice de passage de la base dans laquelle la matrice B est écrite a cette nouvelle base
est donc
0 —2 14
P=11 1 13}].
-1 1 8

~1/14 3/7 —4/7
Pt=[-3/10 1/5 1/5
1/35 1/35 1/35

L’inverse de cette matrice est

30 0 0 —2x5" 14x10"
Soit D:= |0 5 0 | desorteque B= PDP~!. Alors PD" = | 3" o 13 x 10"
0 0 10 —3" 5" 8 x 10"
Donc
n 1 n p—1 1
M"= —PD"P™" = ——X
107 70 x 10"
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42 x 5" 4+ 28 x 10™
—5x 3" =21 x 5"+ 26 x 10"
o x 3" =21 x5"416 x 10"

— la suite A,, converge vers
— la suite B,, converge vers
— la suite (), converge vers

-2 14
1 13
1 8

—2 14

1 13
~1 1

2/5 2/5

13/35 13/35

8/35 8/35

0
1
—1

0
1

puisque N = Ag + By + C.

28A +28BO+ CO

—28 x 5™ + 28 x 10™
30 x 3"+ 14 x 5™ 4+ 26 x 10"
—30x 3"+ 14 x 5" 4+ 16 x 10"

+ (=28 x 5" + 28 x 10") By + (—28 x 5" + 28 x 10™)Cy],

21 x 5" + 26 x 10") A4y

+ (30 x 3" + 14 x 5" 4+ 26 x 10")By + (—40 x 3" + 14 x 5" 4+ 26 x 10")Cy,
[(5 x 3" — 21 x 5" + 16 x 10") 4,
4 (=30 x 3" 4+ 14 x 5" + 16 x 10") By + (40 x 3" + 14 x 5" + 16 x 10")Cy).

Ainsi
! [(42 x 5" + 28 x 10™) A
"0 x 107 0
Bu= = [(—5x 3"
"0 x 10
"7 70 % 107
Ainsi,

2]\[7
BA + BB+ £Cy = 13]\7

A0+ Bo+ Co_

On a donc montré qu’il existe blen une répartition ultlme, et on I'a retrouvée.

Notons que si on avait uniquement voulu retrouver 'ultime répartition, on aurait pu rai-
sonner directement sur M, plutot que sur B, et écrire

(3/10)" 0 0\ [—1/14 37 —4/7\ (A
0 (1/2" o||-3/10 1/5 1/5 | |Bo
0 o 1)\ 1/35 1/35 1/35) \Cp
0 0 0\ [—1/14 3/7 —4/7\ (A
00 0|[=3/10 1/5 1/5 ||By
00 1/\1/35 1/35 1/35) \Cy

2/5\ (Ao 2N/5

13/35 | | By | = | 13N/5

8/35 ) \Co 8N/35

—28 x 5™ 4 28 x 107
—40 x 3" + 14 x 5™ + 26
40 x 3" 4+ 14 x 5™ + 16 X

< 10™
10™

Exercice 10 : Diagonalisation d’'une matrice complexe

Soit
11—t 0
0 1—at
A= 0 0
0 0

21t
2it
1+t
0

+ oo o
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Montrer que A est diagonalisable, puis calculer A™ pour tout n € N.

Solution: Soient A = 1 +it € C et A = 1 — it son conjugué, qui sont distincts, puisque
t # 0. Comme A est une matrice triangulaire & diagonale formée du coefficient \ et A,
chacun deux fois, le polynome caractéristique de A vaut x4(X) = (X —X)?(X — \)%. Donc
X et A sont deux valeurs propres distinctes de A, chacune de multiplicité 2.

Notons e; le i—eéme vecteur de la base canonique de C*. La famille (ej, e5) est clairement
une famille libre dans ker(A — Aly), donc (puisque A est de multiplicité 2), nécessairement
ker(A — Aly) est de dimension 2, avec pour base (e, e3).

Par ailleurs

2t 0 2t 0
0 —2it 2it 0
A=AMi=1 0 0 0

0 0 0 0

donc la famille (e; + ey + e3,e4) est clairement une famille libre dans ker(A — Aly). A
nouveau, puisque A est de multiplicité 2, nécessairement ker(A — A4) est de dimension 2,
avec pour base (e; + es + e3,e4). Il sensuit que (e, ez, e; + €2 + e3,e4) est une base de
vecteurs propres de f, et f est diagonalisable.

Si u = we; + yes + zez + wey est un vecteur de C*, on a bien sfir
u=(r—2z)er + (y — z)ea + z(e1 + ea + €3) + wey.
Par conséquent, pour tout n € N,

fu) =Nz — 2)er + N'(y — 2)ea + A'z(eq + es + e3) + N'wey
=Nz + (A" = X2)er + (V'y + (V" = N)2)ex + \"zez + AN'wey

ce qui signifie exactement

Moo oA =X" 0
w0 X A= X" 0
=10 0o » o0

0 0 0o A

Exercice 11 : Projecteurs et symétries
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

(a) Montrer que tout projecteur de E est diagonalisable.
(b) Montrer que toute symétrie de E est diagonalisable.

Solution:

(a) Premieére solution : via la définition par somme directe. Soit p un projecteur de E. Par
définition, il existe deux sous-espaces vectoriels de F' et G, supplémentaires dans F, tels
que p(x) = z pour tout z dans F' et p(xz) = 0 pour tout x dans G. Soit donc r la dimension
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de F,n—r cellede G, (eq,...,e,) une base de F et (e,41, ..., €e,) une base de G. La famille
(é1,...,e,) est libre (puisque E est la somme directe de F' et G), donc est une base de E,
et la matrice de p dans la base (e, ..., e,) est la matrice diagonale ayant pour coefficients
r fois la valeur 1 et n — r fois la valeur 0. Il s’ensuit que p est diagonalisable, et que la base
(é1,...,€e,) est une base de diagonalisation de p.

Deuxieme solution : via la définition par idempotence. Soit p un projecteur de E, de sorte
que p o p = p. On va montrer que

E = kerp @ ker(p — Idg).

Soit # € E, qu’on écrit x = (z — p(z)) + p(z). Alors p(xz — p(z)) = p(x) —pop(x) = 0 donc
(x —p(z)) € kerp. Ensuite (p— Idg)(p(z)) = pop(z) —p(x) = 0 donc p(x) € ker(p —Idg).
On a ainsi montré que F = ker p + ker(p — Idg). Cette somme est nécessairement directe
(puisque ker(f — Aldg) Nker(f — uldg) est réduit au vecteur nul dés que A # p, pour tout
endomorphisme f de E).

On a montré que la somme du sous-espace propre associée a la valeur propre 0 et du sous-
espace propre associée a la valeur propre 1 est directe et égale a I'espace F tout entier, ce
qui signifie que p est diagonalisable, avec valeurs propres 0 et 1 (sauf si p = 0 auquel cas 0
est la seule valeur propre, ou si p = Idg auquel cas 1 est la seule valeur propre).

(b) Premiére solution : via le lien avec un projecteur. Si s est une symétrie, alors p =
(s +1dg)/2 est une projection. Puisque p est diagonalisable, il existe une base (vq,...,v,)
de vecteurs propres de p, qui sont (puisque s = 2p — Idg) également des vecteurs propres
de s. Donc (vq,...,v,) est une base de vecteurs propres de s, ce qui signifie que s est
diagonalisable.

Deuxieme solution : via la définition par somme directe. Soit s une symétrie de E. Par
définition, il existe deux sous-espaces vectoriels de F' et G, supplémentaires dans F, tels
que s(z) = z pour tout x dans F' et s(x) = —x pour tout x dans G. Soit donc r la dimension
de F,n—r cellede G, (eq,...,e.) une base de F et (e,41,...,¢e,) une base de G. La famille
(é1,...,e,) est libre (puisque E est la somme directe de F' et G), donc est une base de E,
et la matrice de s dans la base (ey,...,e,) est la matrice diagonale ayant pour coefficients
r fois la valeur 1 et n — r fois la valeur —1. Il s’ensuit que s est diagonalisable, et que la
base (eq,...,e,) est une base de diagonalisation de s.

Troisieme solution : via la définition par involution. Soit s une symétrie de E, de sorte que
sos =Idg. On va montrer que

E =ker(s — Idg) @ ker(s + Idg).

Soit x € E. On a

_z+s(x)  x—s(x)

~ T2 T2

Or s(x + s(z)) = s(z) + = et s(z — s(z)) = s(x) — z, ce qui implique E = ker(s — Idg) +
ker(s+1Idg), et cette somme est nécessairement directe. Il s’ensuit que s est diagonalisable
de valeurs propres 1 et —1 (sauf si s = —Idg ou s = Idg).

T
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Exercice 12 : Projecteurs et symétries, encore
On consideére les endomorphismes p et s de R? ayant respectivement pour matrice dans la base

canonique
[ 1/2 1)2 (01
A_<1/2 1/2)6“9_(1 0)'

Montrer que les matrices A et B sont diagonalisables et les diagonaliser :
(a) Par le calcul.
(b) En interprétant les endomorphismes p et s géométriquement.

Solution:

(a) On a d’une part

X-1/2 -1/2

XA(X):’ 172 X_1/2‘:(X—1/2)2—1/4:X2—X:X(X—1).

Ce polynoéme caractéristique est scindé a racines simples 0 et 1, donc A est diagonalisable
avec pour valeurs propres 0 et 1, et les sous-espaces propres sont ker(p) et ker(p — Idgz). 1

est clair que
1 0 1 1
A(4) = (3] ()= )
On a donc A = QDQ~! avec
10 1 1
p=(ia)-e-( 4

X -1
-1 X

D’autre part,

x5(X) = = X2 1= (X -1)(X +1).

Ce polyndéme caractéristique est également scindé a racines simples, qui sont 1 et —1, donc
B est diagonalisable avec pour valeurs propres 1 et —1, et les sous-espaces propres sont
ker(s — Idgz) et ker(s + Idgz). On constate que

o (1)=-(2) o))

On a donc B = QD'Q~! avec

, (1 0 (11
D_<O _1> etencore@-(1 _1>.
(1 {0
€1 = 0 , €2 = 1

les deux vecteurs de la base canonique de R?. On a p(e;) = (e1+e2)/2 et p(es) = (e1+€2)/2,
donc (faire un dessin...) on a l'intuition que I’endomorphisme p “projette” les vecteurs e;
et ey sur la droite d’équation y = x dans le plan. Pour valider cette intuition, on note

(b) Notons
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v = e+ ey, w= ey — ey (représentant la direction orthogonale a celle de v) et on remarque
que p(v) = p(e1) + ples) = e1 + e2 = v, et p(w) = p(e1) — p(eg) = 0. Puisque la famille

(v, w) a pour matrice
1 1

qui est de déterminant —2 # 0, cette famille est libre, donc on peut écrire R? en somme
directe des droites F' = Rv et G = Rw, et on a p(z) = x pour tout x € F, et p(z) =0
pour tout x € G. Ceci signifie que p est bien une projection sur F' parallelement a G, et
donc (cf. exercice précédent) A est diagonalisable sous la forme A = QDQ ™! avec

D=<é@,Q:G j)

En ce qui concerne s, on a s(e;) = ey et s(es) = eq, donc on a l'intuition que s est une
symétrie par rapport la encore a la droite d’équation y = x dans le plan. Avec les notations
ci-dessus, on a s(v) = s(ey) + s(ez) = €1 + 63 = v et s(w) = s(ey) — s(ex) = €3 — €1 = —w,
donc s(x) = = pour tout = € F, et s(x) = —z pour tout = € G. Ceci signifie que s est bien
une symétrie sur I parallelement a G, et donc (cf. exercice précédent) B est diagonalisable
sous la forme B = QD'Q ™" avec

p=(5 ). e=(1 1)

Exercice 13 : Quelques questions générales
On se place sur un K—espace vectoriel £ de dimension finie n.

(a) On suppose qu'un endomorphisme f de E n’a qu’une seule valeur propre. Donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit diagonalisable.

(b) Soit k > 2. Montrer qu'un endomorphisme f de F a 0 pour valeur propre si et seulement
si 0 est valeur propre de f*.

(c) On suppose que f est un automorphisme de E. Déterminer les valeurs propres de f~! en
fonction de celles de f.

(d) Montrer que si un endomorphisme f de E est diagonalisable alors E = ker f & Im f.

(e) Montrer que si deux matrices A, B € M,,(K) sont diagonalisables, alors elles sont sem-
blables si et seulement si elles ont le méme polynome caractéristique.

(f) Soient f un endomorphisme de F et g un automorphisme de E. Montrer que f et go fog™!
ont les mémes valeurs propres, et que si A est une valeur propre de chacun d’eux, alors
leurs sous-espaces propres pour cette valeur propre ont la méme dimension.

Solution:

(a) Soit A I'unique valeur propre de f. Alors f est diagonalisable si et seulement s’il existe
une base de E, disons (eq, ..., e,), formée de vecteurs propres de f. Puisque A est 'unique
valeur propre de f, on a f(e;) = Ae; quel que soit ¢ € {1,...,n}, donc f(x) = Az pour
tout © € FE, c’est-a-dire que f = Aldg. Réciproquement, toute homothétie est bien siir
diagonalisable. La condition nécessaire recherchée est donc que f soit une homothétie.
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(b) On montre d’abord que si 0 est valeur propre de f, alors 0 est valeur propre de f*.

— Premiere preuve : Supposons que 0 est valeur propre de f. Alors il existe un vecteur x
de E non nul tel que f(z) = 0. Donc f*(x) = f*1(f(x)) = f*1(0) = 0, de sorte que 0
est valeur propre de f*. On vient en fait de montrer que ker f C ker f*; plus généralement
Ker(f) C Ker(g o f) quel que soit 'endomorphisme g de E. Voir Exercice 1 xvi).

— Seconde preuve : Montrons la contraposée, c¢’est-a-dire que si 0 n’est pas valeur propre
de f*. alors 0 n’est pas valeur propre de f. On rappelle que pour tout endomorphisme f
de F,

0 n’est pas valeur propre de f < ker f = {0} < f est injectif.

Montrons donc la proposition suivante (sans rapport avec l'algebre linéaire), qui donnera
directement le résultat souhaité en prenant £ = F = G et g = fF1.

Proposition : Soient E, F' et G trois ensembles. Soient f : £ — F et g : FF — G deux
applications telles que la composée g o f est injective. Alors f est injective.

Preuve de la proposition : Soient z,y € F tels que f(x) = f(y). Alors g(f(z)) = g(f(vy)),
soit (go f)(x) = (go f)(y). Comme go f est injectif, on a donc z = y. On a donc démontré
que f est injective.

Montrons maintenant que si 0 est valeur propre de f*, alors 0 est valeur propre de f.

— Premiére preuve : Supposons que 0 est valeur propre de f*. Alors il existe un vecteur
de E non nul tel que f*(z) = 0. Il s’ensuit que la partie {j € N| f/(x) # 0} est non vide
et majorée, donc admet un plus grand élément r, avec nécessairement 0 < r < k — 1. On
a f7(z) # 0 et fr(x) = 0 par définition, ce qui signifie que f(f"(z)) = f"(z) = 0, donc
0 est valeur propre de f avec f"(z) comme vecteur propre associé.

— Seconde preuve : Montrons la contraposée : Si 0 n’est pas valeur propre de f alors 0
n’est pas valeur propre de f*. On a

0 n’est pas valeur propre de f < ker f = {0}.

Montrons donc que si ker f = {0} alors ker f* = {0}. Supposons que ker f = {0}. Soit = €
ker f*. Alors f*(x) = f(f*(z)) = 0. Comme ker f = {0}, f*~!(x) = 0. Par récurrence,
on obtient que 0 = f*(z) = f*Y(x) = f*%(2) = --- = f(z). Donc f(x) = 0 et par suite
x = 0 puisque ker f = {0}. Ainsi ker f* C {0} et donc ker f* = {0} (puisque ker f* est un
espace vectoriel).

(c) Puisque f est un automorphisme de E, 0 n’est pas valeur propre de f. Si A € K\ {0}
est valeur propre de f, alors il existe z € E, non nul, tel que f(xz) = Az. De ceci on déduit
f~Hx) = A tz, donc A7t est valeur propre de f. De méme, réciproquement, si u est valeur
propre de f~! et y est un vecteur propre de f~! pour cette valeur propre, alors f(y) = u'y.
Par conséquent, les valeurs propres de f~! sont les inverses des valeurs propres de f. [On
a méme ker(f — Mdg) = ker(f~' — A"'Idg) quel que soit A € K\ {0}.]

(d) Soit f un endomorphisme diagonalisable de E. Si f est injectif, il n’y a rien & montrer,
puisque f est surjectif par le théoreme du rang, et s’il est nul, il n’y a évidemment rien a
montrer non plus. Sinon, soit 1 < r < n —1 le rang de f (et donc dimker(f) = n —r).
Encore par le théoreme du rang, il suffit de montrer que £ = ker f 4+ Im f. Puisque f
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est diagonalisable, il existe une base (ey,...,e,) de vecteurs propres de f, qu'on peut
ordonner de sorte a ce que e,1,..., e, soient vecteurs propres de f pour la valeur propre 0
(c’est-a~dire des éléments de ker f). Soient Ay, ..., A\, nécessairement non nulles, les valeurs
propres de f qui correspondent aux vecteurs propres ey, ...,e,.. Soit enfin y € E, qu’on
écrit y = > 4 a;e;. Alors

Y= a N (e) + D aei => aN T fe) + D ae = f(z) + 2,
i=1 i=1

i=r+1 i=r+1

pour r = Y., ai)\jlei et 2 = > a;e; € Im f. Ceci montre que E = ker f + Im f,
comme attendu.

(e) D’abord, si A et B sont deux matrices semblables, c’est-a-dire A = PBP~! avec
P € GL,(K), alors

det(XT, — A) = det(P~ ) det(XI, — A) det(P) = det(X P 'P — P~ AP) = det(X1, — B)
donc A et B ont méme polynéome caractéristique. [Ceci n’utilise pas la diagonalisabilité ]

Supposons, réciproquement, que A et B sont diagonalisables avec le méme polynome
caractéristique. Alors 1’égalité des polyndmes caractéristiques implique que les valeurs
propres de A et celles de B sont les mémes, disons Aq,...,\,, avec les mémes multipli-
cités, disons ny,...,n,. La diagonalisabilité de A et B entraine ensuite que, pour tout
j € {1,....p}, ker(A — \;1,) et ker(B — A;I,) sont de dimension n;, donc on peut
trouver des bases (u”, ... Jud)) et W, ,0i)) de ker(A — \jL,) et ker(B — \jL,). La
réunion B des bases (ugj), o ,u%)), pour 1 < j < p, constitue une base de E (puisque
ny +---+mn, = n), et de méme, la réunion B’ des bases (vy), . ,1)7(3;_)), pour 1 < j < p,
constitue une base de E. Dans la base B, ’endomorphisme représenté par A a pour ma-
trice la matrice diagonale D, ayant successivement pour éléments Aq,...,\, un nombre
ni,...,n, de fois, c’est-a-dire qu'il existe P € GL,(K) telle que A = PDP~'. De méme,
dans la base B’, ’endomorphisme représenté par B a pour matrice cette matrice dia-
gonale D, c’est-a-dire qu’il existe Q@ € GL,(K) telle que B = QDQ~!. Par conséquent
B=QP'DP'Q=QP 'D(QP)™!, ce qui montre que A et B sont semblables.

(f) Soit A € K. On a

A valeur propre de f < dxr € E\ {0}, f(x) = Az
< Jre E\ {0}, go f(x) = Ag(x)

& 3Jwe BE\{0}, go fog '(g(x)) = Ag(x)
&\ valeur propre de go fo g™t

[La deuxieéme et la troisiéme équivalence sont correctes car g est un automorphisme de F,
et la quatrieme équivalence car x # 0 = g(x) # 0 puisque g est en particulier injectif.]
Ceci montre bien que f et go f o g~! ont les mémes valeurs propres. Puisque, d’aprés ce
raisonnement, x est un vecteur propre de f si et seulement g(x) est un vecteur propre de
go fog~! pour la méme valeur propre, on a également montré que ces deux endomorphismes
ont des sous-espaces propres de méme dimension (toujours car, g étant injectif, il conserve
les dimensions).
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Exercice 14 : Calcul du commutant
Soient f et g deux endomorphismes d’un K—espace vectoriel £ de dimension finie.
(a) Montrer que si f et g commutent, alors tout sous-espace propre de f est stable par g.
(b) On suppose f diagonalisable. Montrer que f et g commutent si et seulement si les sous-
espaces propres de f sont stables par g.
(c) Application : déterminer I’ensemble des matrices M € M3(R) qui commutent avec la
matrice

2 2 3

[L’ensemble de ces matrices est appelé commutant, ou centralisateur, de A. L’étude de ce
type d’ensemble est fondamentale dans un certain nombre de problémes en algebre.]

Solution:

(a) Soit A € K une valeur propre de f et soit x € ker(f —Aldg). Alors fog(z) = go f(z) =
g(Ax) = Ag(x). Par conséquent g(x) € ker(f — Aldg), ce qui montre bien que ker(f — Aldg)
est stable par g.

(b) Il suffit de montrer que si les sous-espaces propres de f sont stables par g, alors f
et g commutent. Supposons donc que les sous-espaces propres de f sont stables par g,
et soit (eq,...,e,) une base de vecteurs propres pour f, avec valeurs propres respectives
Ai, ..oy Ay Soit z € E, quon écrit © = Y a;e;. Alors

fog(r)= iaif og(e;) = iai)\ig(ei)
puisque les sous-espaces propres de f sont stables par g, puis
Foale) = aghe) = Yoo fle) = g0 f(x)
On a bien montré que f et g commutent.

(¢) On commence par déterminer si A est diagonalisable. On a

X-1 0 1 X-1 0 1
det(XI3—A)=| -1 X-2 -1 |=X-2 X-2 0
—2 -2 X-3 —2 -2 X-3

en faisant Ly < Lo + Ly, puis

X—-1 0 1
det(XI;—A)=| 0 X—-2 0 |=(X-1)(X-2)(X-3)
0 -2 X-3

en faisant C < C; — C5. 1l s’ensuit que le polynéme caractéristique de A est scindé a
racines simples et donc que A est diagonalisable, avec des sous-espaces propres chacun de
dimension 1. On a

—1 1
1 |, donc ker(A —1I3) = RX; avec X; = [ —1

0
A-I;j=]1
2 2 0

N = O
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Ensuite

-1 0 -1 2
A-2l3=11 0 1 |, donc ker(A—2I3) =RX, avec Xo = | —1
2 2 1 —2
Enfin
-2 0 -1 1
A-3l3=]1 -1 1 |, donc ker(A—3I3) =RX3 avec X3=[—1
2 2 0 —2

Le résultat de la question précédente entraine que la matrice M commute avec A si et
seulement si M laisse stable les trois sous-espaces propres ker(A — I3), ker(A — 2I3) et
ker(A —3I3). 11 faut et il suffit donc que M X; € ker(A—1I5) = RXy, M X, € ker(A—2I;) =
RX5 et M X3 € ker(A — 3I3) = RXj3, ce qui veut exactement dire que X7, Xo et X3 sont
des vecteurs propres de M. En notant

1 2 1
P=]1-1 -1 -1
0 -2 =2

les matrices M commutant avec A sont donc exactement les matrices de la forme M =
PDP~! avec D diagonale & coefficients réels.

Exercice 15 : Autour de la commutativité, encore
On suppose que f et g sont deux endomorphismes d'un C—espace vectoriel E de dimension
finie, et que f et g commutent. Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

Solution: On sait que le polynéme caractéristique de f est scindé sur C, donc f admet
au moins une valeur propre A € C. Puisque F' = ker(f — Mdg) est stable par g, on peut
considérer la restriction g de g a F, qui est un endomorphisme de F'. Alors g admet lui
aussi une valeur propre u € C (car F' est de dimension > 0...) a laquelle correspond un
certain vecteur propre x € F. Ce vecteur = est, par définition, un vecteur propre de f, et
c’est aussi un vecteur propre de g, puisque g(x) = g(z) = px (car x € F). 1l s’ensuit que
x est un vecteur propre commun a f et g.

Exercice 16 : Autour des matrices réelles de déterminant négatif
Soient n > 2 et A une matrice carrée de taille n a coefficients réels.

(a) Montrer que si det(A) < 0, alors A admet au moins une valeur propre réelle.
(b) Montrer que si de plus n = 2, alors A est diagonalisable sur R.
(c¢) La conclusion de la question précédente reste-t-elle vraie pour n > 37

Solution:

(a) Sin est impair alors le polynéme caractéristique de A, qui est a coefficients réels, est
de degré impair et donc a une racine réelle, ce qui montre que A a au moins une valeur
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propre réelle. Si n est pair, alors la condition det(A) < 0 entraine que le terme constant
du polynéme caractéristique de A, qui est det(A), est strictement négatif. Ce polynéme
caractéristique, étant unitaire et de degré pair, a donc au moins une racine réelle, ce qui
montre encore que A a au moins une valeur propre réelle.

(b) Si de plus n = 2, on constate que le polynéme caractéristique de A possede deux
racines distinctes (si la racine réelle était double, le déterminant serait positif), et donc A a
deux valeurs propres simples en dimension n = 2, ce qui entraine qu’elle est diagonalisable.

(c¢) La matrice

0 1 0
A=|-1 0 0 | e My(R)
0 0 —1

est de déterminant —1, et a pour polynome caractéristique (X + 1)(X? + 1), qui n’est pas
scindé sur R. Il s’ensuit que A n’est pas diagonalisable sur R.

Exercice 17 : Diagonalisable sur C mais pas sur R
Soit K =R ou C. On note

0 -2 0
A=[1 0 =1|eM;K).
0 2 0

(a) La matrice A est-elle diagonalisable sur K =R 7
(b) La matrice A est-elle diagonalisable sur K= C?
(c) Calculer A™ pour tout n > 2.

Solution:

(a) En développant par rapport a la premiere colonne,

X o200 X 1 2 0
xaX)=|-1 X —-1|=X + = X(X%42)+2X = X(X? +4).
0 9 x -2 X| " |-2 X

Le polynome y 4 n’est pas scindé sur K = R, donc A n’est pas diagonalisable sur R.

(b) Sur K = C, on a y4(X) = X(X — 2)(X + 2i). Le polynéme x4 est donc scindé a
racines simples sur C, ce qui entraine que A est diagonalisable sur C, avec trois sous-espaces
propres de dimension 1 chacun.

(c) On a clairement

0 1
Avy = [0 avecv; = |0
0 1

Comme le noyau de A est de dimension 1, la famille réduite au vecteur v; est une base de
ker A. Ensuite
T —2ix — 2y
(A=2il3) |y| =|z—2iy—=
z 2y — 2iz
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Donc

x 0 —ir — Yy =0
(A-2i3) |y| =0l = - 2ty — 2z =0 @){ B z_y
z 0 y — 1z = 0 ‘ k4
Ainsi
0 -1
(A—2il5)vy = |0 | avec vy = | @
0

La famille réduite au vecteur v, est une base de ker(A — 2il3). Enfin, puisque A est réelle,
le vecteur
-1
V3 = Uy = —1
1

appartient a ker(A+2il3), donc la famille réduite au vecteur vs est une base de ker(A+2il3).
Soit maintenant f : C3 — C3 lapplication linéaire dont la matrice dans la base canonique

(e1, e, e3) de C3 est A. Le calcul de f™ est facile dans la base (v1, v2, v3), puisque pour tous
a,b,c e C,

—b—(=1)"c
M (avy+bvy+cvz) = b(20)"va+c(—2i)"v3 = (21)" (bug+(—1)"cvs) = (20)" | i(b— (—1)"c
b+ (—1)"c

Il suffit maintenant d’effectuer le passage de la base canonique a la base (vq, v2, v3) (ce qui
revient & inverser la matrice de passage de la base canonique a la base (v, vg,v3)...) par
exemple en résolvant le systeme

T a — b — ¢ =z I
y | = avy + bvg + cvg & b — wc = y Lo
z a + b + ¢ = z Lj
T+ 2z
a = (L1 + Ls3)/2
o b—c =—iy  —ily =L}
bt+tc=z—a :z;a: Lj

De ceci on tire ] )
b= Z(—x —2iy+z) et c= Z(—x+2iy+z).
Donc
24| xr+2iy —z+ (—1)"(z — 2iy — z)
1 i(—r—2iy+z+ (—1)"(z — 2iy — 2))
—x —2iy+ 2+ (=1)"(—z + 2iy + 2)
(20)" I+ (-D)Mz+(1—(-1)")2iy— 1+ (-1)")z
= =1+ (D" + 1+ (-D)")2y+i(1 - (—1)")z
—(1+ (=D)Mz+ (=) =12y + (1 4+ (-1)")=

["(zer +yes + ze3) =
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ce qui signifie que

1+( Dt 2= (=1)") —1-(=1)"
7 | DT 20+ (1)) (= (1))
~1—(=1)"  2((-1)"—1) 14(-1)"

Enfin, en distinguant n = 2p + 2 pair et n = 2p + 1 impair, pour tout p > 0,

-2 0 2 0 -2 0
AP = (4P| 0 —4 0 [ et AT =(—4)|1 0 -1
2 0 -2 0 2 0

Remarque : on a en fait A% = (—4)PA, et A% = (—4)PA? avec

-2 0 2
A2=10 -4 0
2 0 -2

On aurait également pu obtenir ces résultats plus rapidement en remarquant que dans la
base (vy, ve, v3),

FP (v + bug + cvy) = (—4)P2i(buy — cvg) = (—4)P f(avy + bus + cvy),

et
JP2(avy + bug + cvg) = (—4)" (bog + cvg) = (—4)P f?(avy + buy + cus).

Exercice 18 : Un souvenir !
Soient a,b € C avec a # b. On pose

0O a ... ... a
b 0
A= € M, (C)
: 0 a
b b 0

A quelle condition cette matrice est-elle diagonalisable ?

Solution: Le polynoéme caractéristique de cette matrice s’écrit
X —a ... ... —a
-b X
xa(X) =
X —a
—b -b X
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On a déja rencontré ce déterminant! On a vu que

b(X +a)" —a(X +b)"
b—a '

xa(X) =
Les valeurs propres de A sont les racines de ce polyndéme, donc ce sont les solutions z € C
de I’équation b(x + a)" = a(x + b)™.

Sia=0oub=0, la seule solution est x = 0, mais la matrice A est alors triangulaire non
diagonale avec une unique valeur propre, donc n’est pas diagonalisable.

Si a et b sont non nuls, alors ni * = —a ni * = —b ne sont solutions de I’équation
b(x + a)® = a(x + b)", donc

bz +a)" =a(z+b)" & (az+a>”_ a

x+b b

Posons a = 7¢? et b = pe'® avec r,p > 0 et 0, ¢ € [0, 27[. Alors

(HCL)" N G R T
r+0b b x + pei? P

x +re’ r\M" i(0—¢+2km) /n
<:>W: ; € :ZZk,kE{O,l,...,n—l}.

[Les z sont les racines n—iemes de a/b.] Les z sont tous distincts, donc il y a n valeurs
propres distinctes g, qui sont

r+a\" a o ze — (re?) /(pe'?) , <1—z” >
_ _ _ ip _ 1P k
— o r=ux = = —-1), ke{0,1,....n—1
(x b) 2 x = xR = pe T pe (4 ” { n }

sr=ux,=0bP(z)—1), ke{0,1,...,n—1},

ot P(X) =1+ X + ...+ X" L 1l s’ensuit que A est diagonalisable si et seulement si
a et b sont non nuls, et les valeurs propres de A sont alors les x = b(P(z) — 1), pour
ke {0,1,...,n— 1}, ou les z; sont les racines n—iémes de a/b.

Exercice 19 : Puissances d’un bloc de Jordan
Soit A € R. Pour n > 2, on consideére la matrice M € M, (R) donnée par

A1 0 - - 0
o X 1 "~ -0
M= 0 0 A
0
0 -+ - .X 1
0 0 0 A
Soit f I'endomorphisme associé a M relativement a la base canonique (eq,...,e,) de R".

(a) Montrer que f n’est pas diagonalisable.
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(b) Montrer que f se décompose sous la forme f = d+ n avec don = nod ou d est
un endomorphisme diagonalisable et n est un endomorphisme nilpotent, en précisant la
matrice D de d et la matrice N de n dans une base que 'on choisira. [C’est un cas
particulier de la décomposition dite de Dunford.]

(c) Calculer la puissance de matrices M? en utilisant le binome de Newton.

Solution: -pour un bloc de Jordan de taille 3, voir la vidéo https://www.youtube.com/
watch?v=nHQ1RwxajQA

(a) La matrice M est triangulaire, donc les valeurs propres de f sont les coefficients dia-
gonaux de M. Il s’ensuit que M a pour unique valeur propre \. Par conséquent, si f
était diagonalisable, la matrice M serait en fait diagonale, et puisque ce n’est pas le cas,

f n’est pas diagonalisable. [On montre en fait facilement que pour tout k € {1,...,n},
ker((f — Idg=)*) a pour base (ey,...,ex), et est donc de dimension k.|
(b) Soient D = A, et

0 1 0 - --- 0

0 0 1 . ...00

N — 0 0 O
0

0O -+ -« . 0 1

0O 0 --- -+ 0 0
Soient d et n les applications linéaires associées a D et a N dans la base (ey,...,e,), de

sorte que f =d+net M = D + N. Evidemment D est diagonalisable et commute avec
N, puisque D est un multiple de la matrice identité. Ensuite n(e;) = 0 et pour tout i > 2,
n(e;) = e;_1, donc par récurrence immédiate sur k, on obtient n*(e;) = 0 pour tout i < k,
et pour tout i > k + 1, n*(e;) = e;_x. En particulier N® = 0, ce qui signifie que N est
nilpotente. On a donc bien f = d +n avec don = nod ou d est un endomorphisme
diagonalisable et n est un endomorphisme nilpotent.

(c¢) Puisque D et N commutent et que N™ = 0, on a, par la formule du bin6me de Newton,

b = (P k:p—k_nilp p—k ATk
MP =3 | JNEDPE =S | AN,

k=0 k=0

avec la convention que si p < k alors (i) = 0. Ainsi

N pAPl @ W2 ... ... (nf 1) APl
0 AP pAPLl (nl—)Z) A\P—+2
mp =10 0 AP :
(-
0 AP pAP—1
0 0 0 AP
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Exercice 20 : Diagonalisation et puissances d’une matrice de taille n
Soit n > 2. On considere la matrice symétrique M € M, (R) donnée par

10 0 - - 0
00 0 --- 0 1
00 0 .-° 1 0
M =
0 1 . ) :
01 0 - -+ 0
Soit f 'endomorphisme associé a M relativement a la base canonique (eq, es,...,¢e,) de R™.

On munit R™ du produit scalaire usuel.
(a) Construire une base orthonormée de R™ composée de vecteurs propres de f.
(b) Pour tout k € N, calculer M*.

Solution:
(a) On a f(e1) = ey, et f envoie le vecteur e; sur e, ;1o pour tout ¢ € {2,...,n}; en
particulier, f(e;+ e, _i12) = €;+ €12 et f(e; —en_iya) = —(€; — en_iro). Pour décompter

le nombre de vecteurs distincts ainsi formés, on remarque que les vecteurs e; + e,,_;1o sont
distincts tant que 1 < n—i+2, c’est-a-dire 2 < i < [n/2|+1, et que les vecteurs e; — e, ;12
sont distincts et non nuls tant que ¢ <n — i+ 2, c’est-a dire 2 < i < [(n+1)/2].

Lorsque n est pair, on a également f(e,/a11) = enj241, €t pour tout i € {2,...,n/2},
les vecteurs e; + €, ;12 €t €; — e,_;12 sont deux a deux distincts, orthogonaux, et sont
respectivement vecteurs propres de f pour les valeurs propres 1 et —1. En normalisant, on
trouve que la famille composée des vecteurs ey, e,/241, et des paires ((€; +ep—it2)/ V2, (e;—
en_ira)/V2), pour i € {2,...,n/2}, est une base orthonormée de R™ formée de vecteurs
propres de f.

Lorsque n est impair, la famille composée du vecteur e; et des paires ((e;+e€,_i12)/V2, (ei—
en_it2)/V2), pour i € {2,...,|n/2]}, est une base orthonormée de R" formée de vecteurs
propres de f.

Remarques : (i) puisque f est diagonalisable et a comme valeurs propres —1 et 1 unique-
ment, on a f%? = Idgs, donc f est une symétrie (et c’est méme une symétrie orthogonale
puisque la base de vecteurs propres est orthonormée). On a dim(ker(f —Idgn)) = [n/2| +1
et dim(ker(f + Idgn)) = [(n — 1)/2].

(ii) En notant M, la matrice proposée, on voit que dans la base (eq, €,, €1, €3,€4,...,€,1),
I’endomorphisme f a une matrice définie par blocs sous la forme

Jo0N (0
0 M, s “\1 0/

Par récurrence immédiate, on constate qu’il existe une base de R"™ dans laquelle f a une
matrice diagonale par blocs, composée uniquement de blocs J et d’un seul bloc final qui
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est soit la matrice I; (pour m impair) ou la matrice Iy (pour n pair). On en déduit par
exemple que

Xz, (X) = X (X)xat, o (X) = (X7 = D)xag, o (X).

(b) Puisque M est diagonalisable avec valeurs propres —1 et 1 uniquement, on a M? =1,.
Donc M* =1, si k est un entier pair, et M* = M si k est un entier impair.

Exercice 21 : Diagonalisation d’une matrice de taille n

Soient a un nombre réel non nul et n un entier supérieur ou égal a 2. On consideére la matrice
M € M, (R) donnée par

0 a CL2 PN PN an_l
]_/a 0 a “ e e a/n72
M- 1/a? /a0 " o a3
1/an_2 e e 1/a 0 a
1/a" ' 1/a™2 -+ o 1/a 0
Soit f 'endomorphisme associé a M relativement a la base canonique (eq, s, ..., e,) de R™.

a) Montrer que le polynome caractéristique de f est donné par
(a) q poly q p
(X)) =X +1)" Y X +1-n).

(b) Donner une base du sous-espace propre ker(f + Idgn).
(c) Donner une base du sous-espace propre ker(f — (n — 1)Idg»).
(d) Est ce que f est diagonalisable ?

Solution:
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(a) On a
det(M — XT,,)) = (—1)"x;(X)

- X a a2 Ce N an_l L1
]_/a _X a oo .« o an_2 L2
| 1/a? 1/a —-X "~ - a3 Ls
1/an_2 e 1/0/ _X a Ln—l
1/a" ' 1/a™2% -+ - 1/a —-X L
—X-1 aX+a 0 0 L, — aL,
0 —-X—-1 aX+a --- 0 Lo —als
B 0 0 -X -1 . 0 Ly —aly
0 0 —-X—1 aX +a|Lln-1—aly
1/a™t  1/a"? 1/a -X Ly,
—1 a 0 0 L
0 —1 0 L
_ L
(X 1) 0 0 1 0 3
0 ceh e 0 —-1  a Lln/—l
1/a™t 1/a™2% --- -+ 1/a —X L,
On peut maintenant, au choix, remplacer la ligne L/, par la ligne
1 2 n—1
L;+FL’1+WL’2+-~+ - L,
pour obtenir
-1 a O 0
0 —1 a 0
n 1] 0 0 -1 0
(—1)"x(X) = (X + 1) |
0O -+ -~ 0 -1 a
o o - -+ 0 —X+n-1
= (-D)"X+D)"H(X +1-n)
comme attendu, ou bien faire C; <— C; + aC;_; pour tout i € {2,...,n} pour aboutir a un

déterminant d’une matrice triangulaire inférieure et obtenir le méme résultat.
(b) On a, pour tous x1,...,x, € R",

1 1+ avy + a’xs 4+ - +a"
1 _
To “x1+ 22 +axrg+---+a” 21,
1 1
xn an71$1+an72x2+...+xn
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Chacune des lignes de ce vecteur est en fait la suivante multipliée par a. Par conséquent

€

i)
€ ker(f + Idgn) & 21 + azy + a’x3 + -+ +a" 'z, = 0.

C’est I’équation d'un hyperplan de R", dont on va donc chercher n — 1 vecteurs de base.

On remarque que

a 0 0
-1 a 0
0 -1 ;
U1 = 0 , U2 = 0 yereyUn—1 = O € ker(f +IdR")7
: a
0 0 —1

et ces vecteurs sont clairement linéairement indépendants, donc (v, vs,...,v,_1) est une

base de ker(f + Idgn).

(c) On peut remarquer directement que

Uy = : € ker(f — (n — 1)Idgn)

et puisque n — 1 est une valeur propre de f de multiplicité 1, son sous-espace propre est de
dimension 1, ce qui veut dire que la famille réduite a v,, est une base de ker(f —(n—1)Idg=).
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Sinon, on écrit directement
I
Ia
.| € ker(f + (1 —n)ldgn)
wn
(1—-n)x; + azxy + + atz, =0 L
1 n—2
E:cl -+ (1 — n)$2 + . + a Tn = 0 L2
1 1 o3
< ?Q?l + —T2 + + a T, =0 L3
1 R
e + precEe + ... + 1—-n)z, = 0 L,
1-n)zy + azry + a*z3 + ... + a7z, = 0 L
nIy — nars + Ox3 + ... + 0x, = 0 als— Ly
o ) nr + 0z — na’zg + + Oz, = 0 a’L;—1,4
nTy 4+ 0xs + ... + 0zp,1 — na" 'z, = 0 'L, — L,
& r=ary =a*ry =---=a" 'z,
pour obtenir le vecteur propre v,,.
(d) La famille de vecteurs propres (vi,vs,...,Us_1,v,) est une base de R™ formée de vec-
teurs propres de f, donc f est diagonalisable.

Exercice 22 : Résolution d’un systeme différentiel 1
Résoudre le systeme d’équations différentielles suivant, d’inconnue t — (z(t), y(t), 2(t)), en
diagonalisant une matrice bien choisie :

r = y+=z
y = x+z
7 = x4y
Solution: Posons
011
A=11 0 1
1 10

Le systeme proposé se réécrit

X'(t) = AX(t) avec X (t) = | y(t)
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On va diagonaliser la matrice A. On a

X -1 -1 1 -1 -1
det(XIg—A)=[-1 X —1|=(X-2)[1 X -1
-1 -1 X 1 -1 X

en faisant ¢ < C + Cy + (3, puis

X -1 -1 1 -1 -1
det(XI3—A)=]-1 X —-1|=(X-2)0 X+1 0 |=(X+1*(X-2).
-1 -1 X 0 0 X+1

en faisant Lo <— Ly — Ly et L3 < L3 — L;. Les valeurs propres de A sont donc —1 et 2. On
1 11
A+T,=[1 1 1
1 11

On remarque que

0 1 0
(A+L)vyy =(A+13)ve= 0] avecvy =] 0 | etwvg=| 1
0 —1 —1

Les vecteurs vy et v9 sont linéairement indépendants, et le sous-espace propre de A associé a
la valeur propre —1 est de dimension < 2, donc (vy, v9) est en fait une base de ce sous-espace
propre. Puis

1 1
Alll =211
1 1
et le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 2 est de dimension 1, donc il est

engendré par vs. Il s’ensuit que (v1, vz, v3) est une base de R? formée de vecteurs propres
de A. Les solutions du systeme différentiel proposé sont donc de la forme

(1) Cre ! + Cze®
y(t) | = Crexp(—t)vy + Cy exp(—t)vy + C3 exp(2t)vsz = Cye™t + Cae®
Z(t) 03€2t — (Cl + Cg)e_t

ou (1, Cs et C5 sont des constantes réelles.

Exercice 23 : Résolution d’un systéme différentiel 11
Résoudre le systeme d’équations différentielles suivant, d’inconnue ¢ — (x(t), y(t), 2(¢)), en
diagonalisant une matrice bien choisie :

¥ = —2x+2y+2z
y = —10x+ 6y + 82
2 = 3r—y—2z
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-2 2 2

Solution: Soit A=|—-10 6 8
3 -1 =2
C1 C2 C3 C1 Cc2 (C3-C2
XA<X):X—|—2 -2 -2 :X—I-2 —2 0
10 X-6 -8 10 X-6 —-X-2
-3 1 X +2 -3 1 X+1

En développant par rapport a la derniere colonne

X+2 =2
-3 1

xa(X) = (X +2)

+(X+1)’X+2 -2 '

10 X -6

Xa(X) = (X42)(X4+2—6)+(X+1)((X+2)(X —6)+20) = (X+2)(X —4)+(X+1)(X2—4X+8

=X?—2X — 8+ X® —4X?+8X + X? —4X +8=X>-2X? 4+ 2X = X(X? - 2X +2).
Quand K =R, x4(X) n’est pas scindé. Donc A n’est pas diagonalisable.

Quand K=C, x4(X)=X((X —1)?—4%) = X(X —1—14)(X —1+1). Donc A admet les
trois valeurs propres 0, 1 4+ 7 et 1 — 7 de multiplicité 1. Donc A est diagonalisable.

Soit f : C* — C? 'application linéaire associée dans la base canonique.
Cherchons ker f.

—2r + 2y + 2z =0 -r + y + z = 0 (L)
10z + 6y + 8 = 0 &< —bx + 3y + 4z = 0 (L2)
3x -y — 22 =0 3r  — y — 2z = 0 (L3)

Prenons —x comme pivot dans la premiere équation. Alors le systéme est équivalent a

-z + y + z = 0 (L1)
- 2y — z = 0 (L2-5L1)
2y + z = 0 (L3+3Ly)

Soit z = —2y et x = y + 2z = —y. En prenant y = —1, on obtient le vecteur propre Soit

)

Cherchons ker(f — (1 + 7)idcs).
—2r 4+ 2y + 2z = (1+i)z (=3—1d)z + 2y + 2z =0
—10x 4+ 6y + 82 = (1+i)y < —10z + b-1y + 8z =0
3z — y — 2z = (1414)z 3z — Yy + (=3—=1)z = 0

Prenons 2z dans la premiere équation comme pivot. Alors le systéme est équivalent a
(=3 —id)x + 2y + 2z = 0 (L1)

(—10+4B+i)x + (B—i—8)y + 0z = 0 (L2—4L1)
6-B+i))z  + (=2+23+4)y + 0z = 0 (2L3+ (3 +4)L1)
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(=3—i)x + 2y + 2z = 0 (L'1)

(2+4i)x  + (=3—1)y = 0 (L'2)
(—2—6i)r + (4+2)y = 0 (L'3)
Les deux derniéres équations L'2 et L'3 sont proportionnelles car
2441 —-3—1] . N . N . 02 a ter oi a2
’_2 6 442 (2444)(442i) — (3+1i)(2461) = 84+4i+1614+8:"—6—18i —2i—6i° = 0

Donc on ne garde pas la derniére équation L'3.

L'2 est équivalente a y = 2y = ((2314&3)(%3;§)m = 6_2§§i21i2_4i2x = 1010y = (1 + i)z et donc
L'1 donne (=3 — i)z + 2(1 4+ i)z 4+ 22 = (=1 + i)z + 2z = 0 soit = = 1;’z. En prenant
1—2
x = 1 — i, on obtient le vecteur propre vy = 2 |. Comme f(ve) = Avy = (1 + i)vs.
—1
1+
Donc Av; = (1 — i)v3. Posons 75 = 2 |. Alors (v, v9,73) est une base de vecteurs

i
propres de f. Les solutions complexes sont les fonctions vectorielles de la forme

X(t) = Crexp(0t)vy + Coexp((1 4 i)t)vy + Csexp((1 — i)t)vs.

ou (', Cy et C3 désignent trois constantes complexes.
X (t) est une fonction a valeurs réelles ssi V¢t € R,

Crv1 +Coexp((1+14)t) vy + Cs exp((1 —14)t)vs = Crog +Cy exp((1—1i)t)vg + Cs exp((1+1)t)vy

ssi Oy = Cy et C3 = Ca. (Car vy, vy et vs sont libres). En posant C; = A et Cy = 25 on
obtient que les solutions réelles sont de la forme

B +iC B —iC

X(t) = Avy + exp((1 4 4)t)vy +

exp((1 —9)t)vz

B +iC

X(t) = Avy + 2Re ( exp((1+ i)t)vg>

X(t) = Avy + Re[(Bexptcost — Cexptsint + iBexptsint + iCexptcost) vy

soit
z(t) = A+ Bexpt(cost +sint) + C expt(cost — sint),

y(t) = —A+2Bexptcost — 2C exptsint,
x(t) =2A+ Bexptsint + Cexptcost.

ou A, B et C désignent trois constantes réelles.
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