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Fiche d’exercices 2 - Déterminants

Exercice 1 : Dimension de (A"RP)*.

(a) Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit ¢ : F' x --+ x ' — R une forme n-linéaire
alternée sur F. Soit f : £ — F une application linéaire. Montrer que 'application ¥ :
E x - x E — R définie par V(z1,...,x,) = (f(z1),..., f(x,)) est n-linéaire alternée.

(b) En déduire que le produit vectoriel A : R? x R? — R3 est une application bilinéaire
alterncée.

(c) En déduire que (A%R3)*, I'espace vectoriel des formes bilinéaires alternées sur R? est de
dimension > 3. Indication : Soit 7, j, k la base canonique de R3, on pourra remarquer que
iNG =k

(d) (dur) Montrer plus généralement que (A"RP)*, l'espace vectoriel des formes bilinéaires
alternées sur R? est de dimension > (Z )

(e) (dur, dur) Soit ¢ une forme n-linéaire sur R?. Soit (ey,...,e,) la base canonique de R?.
En reprenant ’exo sur 'unicité du déterminant, montrer que

a1 Q1n
© S IO = Z ( Z a(a)ajg(l)lajg@)Q . aja(n)n) o€, ..., €5)

{i<<gn}c{l<<p} \o€S
Qi1 - Gjn
e Z gp(ejl,...,ejn)
{1 <-<gn}c{i<--<p} , ,
i1 --- Qjn

(f) En déduire que (A"RP)*, I'espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur R est de
dimension (2)

Solution: (d) Pour tout partie J = {j; < --- < j,} de {1 < --- < p}, notons par
w7 RP X RP — R.

aiq (050% A1 - Qhn
PJ IR =

ap1 Qpn, Qi1 -+ Qjon

Comme @ est le composé du déterminant de taille n et des projections p; : R? — R,

I T,

ps| | =1 ¢ [, dapres (a), p; est n-linéaire alternée. Soit (ey, .. ., e,) la base canonique
xp :Cjn

de RP. Alors ¢j(ej,,...,e;,) =1 et p; est nulle sur les autres parties a n éléments de la

base canonique. Donc il est facile de voir que les ¢ ; forment une famille libre. Donc (A"RP)*
est dimension supérieure au nombre de parties a n éléments de {1 < --- < p}.




Exercice 2 : Diagonalisation

0 1 1
A= 11 0 1|. On considére I'application linéaire f : R® — R? dont la matrice dans la
1 10

base canonique est A.

(a) Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de f.

(b) Déterminer les sous-espaces propres de f et donner une base de chacun d’eux.

(c) En déduire une base de R3? telle que la matrice de f dans cette base soit diagonale

Solution: On va diagonaliser la matrice A. On a

X -1 -1 1 -1 -1
det(XI;— A)=|-1 X —1|l=(X-2)|1 X -1
-1 -1 X 1 -1 X

en faisant C < C1 + Cy + (3, puis

X -1 -1 1 -1 ~1
det( XT3 —A)=|-1 X —1|=(X-2)0 X+1 0 |=(X+1D*(X-2).
-1 -1 X 0 0 X+1

en faisant Lo <— Lo — Ly et L3 < L3 — L. Les valeurs propres de A sont donc —1 et 2. On
1 11
A+I;=11 1 1
1 11

On remarque que

0 1 0
(A + 13)2]1 = (A + 13)U2 =10 avec U] = 0 et Vo = 1
0 -1 -1

Les vecteurs vy et vy sont linéairement indépendants, et le sous-espace propre de A associé a
la valeur propre —1 est de dimension < 2, donc (vy, v) est en fait une base de ce sous-espace
propre. Puis

1 1
All]l=2]1
1 1

et le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 2 est de dimension 1, donc il est
engendré par vs. Il s’ensuit que (vy,v9,v3) est une base de R? formée de vecteurs propres

de A.
Exercice 3 : Diagonalisation
2 =15 10
On consideére la matrice A= | =1 4  —1]. On considére 'application linéaire f : R3 —
-1 5 -1

R? dont la matrice dans la base canonique est A.
(a) Déterminer le polynéme caractéristique et les valeurs propres de f.
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(b) Déterminer les sous-espaces propres de f et donner une base de chacun d’eux.
(c) En déduire une base de R? telle que la matrice de f dans cette base soit diagonale

Solution:
(a) On a
X -2 15 —10 X -2 15 —10
xa(X) = 1 X -4 1 = 1 X -4 1
1 -5 X+1 0 -X-1 X

en faisant L3 < L3 — Lo, puis
X =2 15 -X -8
xa(X)=1| 1 X —4 0
0 -X -1 X

en faisant C5 « (5 — (. En développant selon la premiere colonne, on trouve

xa(X)

X(X —2)(X —4) — 15X + (X +1)(X +8)
(X —2)(X —4) + X? —6X +8
(X =2)(X —4)+ (X —2)(X —4) = (X + 1)(X —2)(X —4).

X
X

(b) Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique x4, donc A a
pour valeurs propres —1, 2 et 4. Puisqu’il y a trois valeurs propres et que A est de taille 3,
les sous-espaces propres de A, qui sont ker(A +1I3), ker(A — 2I3) et ker(A — 4l3), sont tous
de dimension 1. Rechercher une base de chacun d’entre eux revient donc a en donner un
vecteur non nul. On a

3 =15 10
A+Lzi=[-1 5 -1
-1 5 0

Les deux premiéres colonnes de A + I3 sont proportionnelles (avec le coefficient —5) donc

5 0
0 0
5
on déduit qu'une base de ker(A + I3) est le vecteur | 1 |. Ensuite,
0
0 —15 10
A-23=|-1 2 -1
-1 5 =3
Ici
1 0 —15 10\ /1 0
(A=2I3)[2|=]-1 2 —1|]|2]|=]0
3 -1 5 =3/ \3 0
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1
Une base de ker(A — 2I3) est donc le vecteur | 2 |. Enfin,

3
-2 =15 10
A-dl,=[-1 0o -1
-1 5 =5
na
5 -2 —15 10 5 0
(A—dly) | —4|={-1 0o -1||-4|=]o0
-5 -1 5 =5/ \-5 0
5
Une base de ker(A — 413) est donc le vecteur | —4
)

(c¢) Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est 3, A est diago-
nalisable (on pouvait aussi remarquer que le polynéme caractéristique de A est scindé a
racines simples, donc A est diagonalisable). D’apres la question précédente, une base de
diagonalisation est

5 1 5
1], |2], | -4
0 3 -5

Exercice 4 : Déterminant de Vandermonde

1 1 - 1

T ) . Tn

x? x2 x2 ’
On se donne x1,xs,...,z, € C et on pose A, (x1,xs,...,2,) = | 1 2 n |. Dé-

n—1 n—1 n—1

xy xy cooar

montrer que A, (21, Za, ..., Zn) = [l1<ij<j<n(z; — ;). [Indication : Montrer que si zy,..., 2,1
sont distincts deux a deux alors A, (z1, 3, ..., T,_1,2) est un polynéme de degré < n — 1 qui

admet xi1, T, ..., T, 1 comme racines.|

Solution: Si deux des x; sont égaux, le déterminant cherché a deux colonnes identiques,
, .
et est donc nul, tout comme I'expression [T;<;<j<,(2; — ;).

Supposons les x; tous distincts. On a

1 1 1
T ) T
2 2 2
_ |z x5 ... T
Ay (xq,29,...,2) =] 11 2
gl g L1

On remarque, en développant par rapport a la derniere colonne, que ce déterminant est un
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polyndme en z de degré < n — 1. Le coefficient de "' dans ce polyndme est

1 1 1
T ) oo Tp—1
2 2 2
x x . _
1 2 n—1 _An—l(xlux%"wxn—l)-
n—2 n—2 n—2
xy xy U
n remarque é ment que r = x1,%9,...,T,—1 sont n — 1 racin istin !
On remarque également que y T, sont 1 racines (distinctes!) de ce
polynéme, puisque le déterminant A, (z1,22,...,2;) a, pour 1 < j <n — 1, deux colonnes

identiques. On peut ainsi écrire

n—1
Ap(xy, 29, .. 0) = Apq (1,29, .o 20q) | | (x — 24).

@
Il
—_

En prenant x = x,,, on trouve

An(ﬂfl, To, ... ,:Cn) = An,1<l’1, To, ... ,l'nfl) (Zlfn — xl)

On conclut par récurrence immédiate sur n que

Ap(xy, 29, .. 1) = H (x; — x;).

Exercice 5 : Déterminant de Vandermonde, encore
Soient n > 1 et 01,60,,...,0, € R.

(i) Montrer par récurrence sur n qu'’il existe une suite de polynémes (P,) a coefficients réels
tels que, pour tout n > 1, deg P, = n et cos(nf) = P,(cosf). Quel est le coefficient dominant
de P, 7 [Les polynémes P, sont appelés polynémes de Tchebychev.]

(ii) Calculer le déterminant

1 1 e 1
cos(6y) cos(6) . cos(fy,)
cos(26,) cos(203) . cos(26,,)

cos((n - 1)01) cos((n - 1)03) ... cos((n - 1)6,,)

Solution:

(i) La proposition est évidemment vraie au rang 1, avec P;(X) = X, dont le degré est 1
et le coefficient dominant est a; = 1. Supposons la proposition vraie au rang n > 1. On a

cos((n + 1)0) = cos(nB) cos(0) — sin(nd) sin(0) = cos(#) P, (cos ) — sin(nh) sin ().
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Puisque cos(nf) = P,(cosf), on a en dérivant I’égalité n sin(nf) = sin(0) P! (cos ), et ainsi

cos((n + 1)0) = cos(0) P, (cos ) — isinz(H)P,'l(cos 0)

= cos(0) P, (cos ) — 711<1 — cos*(#)) P! (cos )

= cos(0) (Pn(cos 0) + icos(G)Pé(cos 9)) — iPé(cos 0).

On a donc cos((n + 1)8) = P,11(cosf), avec
1 1
Pua(X) = X (Pa(X) + SXPIX) ) = - PU(X).
n n
On a nécessairement deg P, < n+ 1. Si a,, # 0 désigne le coefficient dominant de P, (donc

celui de X™), alors le coefficient de X! dans P, est celui de X™ dans

Po(X) + iXP,’L(X).

Ce coefficient vaut 2a, # 0. La proposition est donc vraie au rang n + 1, et le coefficient
dominant de P, est 2" "lay; = 2771,

(ii) On utilise la multilinéarité du déterminant et la question précédente pour obtenir

1 1 . 1
cos(6;) cos(fs) . cos(fy,)
cos(26,) cos(20s) o cos(20,,)
cos((n —1)6;) cos((n—1)8) ... cos((n—1)6,)
1 1 e 1
cos(6y) cos(6s) . cos(6,)
_ | 2cos?*(6y) 2 cos?(6s) e 2 cos?(6,)
2" 2 cos™1(6) 2" 2cos™M(By) ... 2" 2cos"1(6,)
1 1 e
cos(6;) cos(f) ... cos(fy)

_ ("r;f2m> cosf(el) cosf(ez) cos2'<en)

cos"1(0;) cos" () cos"1(0,,)
=20 D022 T (cos(6;) — cos(6;))-
1<i<j<n

Exercice 6 :
On se donne une base (ey,...,¢e,) de C", pour n > 2. On pose f; = e;+¢e;41 pour 1 <i<n-—1
et f, = e, +e1. La famille (f1,..., f,) est-elle une base de C"?
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11
0

D, = (=1)"* 9 0

00
00

0
1

1

0

0

S O = =

0
0

0
0

0

1
0

O = = O

0
0

0
0

0

1
1

== O O

0
0

de la matrice des coordonnées des vecteurs fi,..
loppant par rapport a la derniére colonne, on trouve

1
1

0

0
0

., Jn dans la base (ey, ...

0
1

1

0
0

o O O O

Solution: La question revient a calculer le déterminant

o O O =

0

0

Ce déterminant est donc nul si et seulement si n est pair. On en conclut que la famille
(f1,--., fn) est une base de C" si et seulement si n est impair.

,€n). En déve-

Exercice 7 :

Soit n > 2. Trouver toutes les matrices A de taille n telles que, pour toute matrice X de taille
n, det(A + X) = det(A) 4 det(X). [On pourra se rappeler que toute matrice A de taille n est
équivalente a la matrice identité de taille r = rg(A).]

on trouve

pour toute matrice Y de taille n.

Solution: La matrice nulle convient, et on va montrer que c’est la seule.

En prenant X = A, on a 2"det(A) = det(24) = 2det(A), ce qui (puisque n > 2) donne
det(A) = 0. On a donc, pour toute matrice X de taille n, det(A + X) = det(X). Ensuite,
puisque A est équivalente a la matrice identité de taille r = rg(A), on a A = P1.Q, avec P
et () inversibles de taille n. En prenant X de la forme PY @), avec Y de taille n quelconque,

det(P(I, + Y)Q) = det(PY Q) = det(l, + V) = det(Y)

Supposons r > 0. Alors la matrice Y, diagonale, ayant ses r premiers coefficients égaux
a —1 et ses n — r derniers coefficients égaux a 1, est de déterminant (—1)", mais I, + Y/,
qui est diagonale, ayant ses r premiers coefficients égaux a 0, est de déterminant 0, ce qui
contredit 1'égalité det(I, +Y) = det(Y"). On en conclut que r = 0, donc que A est nulle.

Exercice 8 :

Soit A une matrice carrée antisymétrique de taille n. Montrer que si n est impair alors A n’est

pas inversible. Cette conclusion reste-t-elle vraie lorsque n est pair?
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Solution: On sait que det(‘A) = det(A), et puisque ‘A = —A, on obtient, lorsque n est
impair,

det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)"det(A) = — det(A).

Ainsi det(A) = 0, ce qui signifie que A n’est pas inversible. Ceci ne reste pas vrai lorsque
n est pair, comme on le constate en considérant la matrice

A= (_01 é) € My(R).

Exercice 9 :
Soient f : F — F et g: F' — G deux applications linéaires entre des espaces vectoriels E, F'
et G de dimension finie.

(i) Montrer que rg(g o f) < min(rg(f),rg(g)).

(ii) En déduire que si A est une matrice ayant n lignes et p colonnes et B est une matrice
ayant p lignes et n colonnes, avec p # n, alors I'une au moins des deux matrices AB et BA a
pour déterminant 0.

(iii) Soient ay,...,an,by,...,b, des nombres complexes. Calculer le déterminant de la matrice
de taille n ayant pour élément a;b; en position (i, j).

Solution:

(i) Onalm(gof) C Im(g), doncrg(gof) < rg(g). Ensuite, sir = rg(gof) = dim(Im(gof)),
soit (vy,...,v,) une base de Im(g o f), qu'on écrit v; = g o f(w;) = g(f(u;)), avec u; € E.
Alors la famille (f(uq), ..., f(u,)) est libre, et puisque les f(u;) sont des éléments de Im(f),
on a 1g(f) = dim(Im(f)) > r = rg(go f). On a done xg(g o f) < 1g(/) et rg(go f) < rg(g),
ce qui montre bien que rg(g o f) < min(rg(f),rg(g)).
(ii) Quitte & permuter p et n, on peut supposer p < n. Alors le rang de chacune des deux
matrices A et B est inférieur ou égal a p. La question précédente donne alors que AB, qui
est de taille n, est de rang inférieur ou égal a p, donc est non inversible. Par conséquent,
AB est de déterminant 0.
(iii) On remarque que la matrice de taille n ayant pour élément a;b; en position (7, j) n’est
rien d’autre que

ax

)

(by by -+ by).

Qn

C’est donc le produit d’une matrice de taille n x 1 par une matrice de taille 1 x n. On en
déduit que son déterminant est a by si n = 1, et (par la question précédente) 0 si n > 2.

Exercice 10 :
Soient s1, s2,...,s, € C. Calculer le déterminant de la matrice de terme général sp,in(; ;), pour
1 <4, <n.
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Solution: Ce déterminant s’écrit

S1 S1 S1 ... S1
S1 S92 So2 ... S9
S1 82
Dy (81, ,8) =
S1 S92 ... ... Sp—1 Sp—1
S1 S92 ... ... Sp—1 Sn
En faisant C; <— C; — C pour tout i € {2,...,n}, on trouve
S1 S1 S1 S1
0 SS9 —S81 S2—S51 ... S9 — 81
0 S9 — 8§51
Dy,(s1,...,8,) =
0 S9 — 851 e Sp—1 — 81 Sp—-1 — S1
0 s9—59 ... Sp_1—S81 Sp,— S1
= San_l(SQ — S81y...,8, — 81).

On en déduit, par récurrence immédiate sur n, que

n

Dy(s1,. .., 8n) = s1(s2— s1) (83 — 52) -+ (8n — S$n1) = [ [ (si — si1)

i=1
avec la convention sy = 0.
Remarque : on aurait aussi pu, en faisant L,, < L,—L,,_1,L,_1 <+ Ly, 1—Ly_o,..., Ly +
Ly — Ly, obtenir un déterminant triangulaire, avec pour coefficients diagonaux s;, sy —

S1y..+,80 — Sn_1, afin de retrouver le résultat ci-dessus.

Exercice 11 :
Soient a, b, ¢ € C avec a # b. On définit une matrice M € M,,(C) par

c a ... ... a
b ¢

M =
P R
b ... ... b ¢

(i) Montrer que la fonction ¢ : ¢ +— det(M + tJ), ou J € M,(C) a tous ses coefficients égaux
a 1, est un polynéme dont on déterminera le degré.

ii) En déduire la valeur de det(M).
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b ¢
(iii) Calculer le déterminant de la matrice | © . . . 1| & M,(C).
. IS
b ... ... b
Solution:
(i) On a
c+t a+t ... ... a-+t
b+t c+t
det(M +tJ) =] : :
: . e+t a+t
b+t ... ... b+t c+t
Les opérations C; « C; — (', pour 2 <1 < n, donnent
c+t a—c ... ... ... a—c
b+t c—b
: 0
det(M +tJ) =
: : c—b a—c
b+t 0 e o0 =0

En développant selon la premiere colonne, on trouve que ¢(t) = det(M + t.J) est bien une
fonction affine de t.

(ii) Une fonction affine est déterminée par sa valeur en deux points distincts. On a

c—a 0 0
b—a c—a
p(—a) = =(c—a)"
c—a 0
b—a ... ... b—a c—a

et de méme @(—b) = (¢ — b)™. On trouve alors

p(—a) — p(-b)
b—a

p(t) = (t+a) +¢(—a) =

Le déterminant de M, qui est (0), s’en déduit :

(c—a)" = (c=b)"

det(M) = p(0) =a P
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(iii) Le déterminant recherché est la limite de celui obtenu précédemment lorsque a — b
(le déterminant, comme toute application polynomiale en plusieurs variables, est continu,
ce qui permet ce raisonnement). Il vaut ainsi

lim (a(c_“)n_ e b" (c—a)") — (e— by —plig CZY (70"

a—b b—a a—b b—a

n—1

— —_ p\" : k(. __ ,\n—1-k
=(c—0b)"+ b}gl%’;)(c b)*(c — a)
= (¢c—b)" +nb(c —b)"*
= (c—b)"" e+ (n—1)b).
Remarque : On pouvait également contourner le calcul de la question (i) en remplacant

la premiere colonne par la somme de toutes les colonnes (qui vaut ¢ + (n — 1)b) puis en
faisant L; < L; — Ly, pour ¢ > 2, afin d’obtenir un déterminant triangulaire.

Exercice 12 : Déterminant circulant

Soient n > 2 et (ag, ..., a,-1) € C". On souhaite calculer le déterminant de la matrice
ao ay ... Qp—9 Qap—1
An—1 Qg . R Ap—2
A=
ao o ap aq
aq s ... QAp—1 Qo

On note w = e%™/™ ¢t Q) = (w(p—l)(q—l))1< .
Sp,a=n

(i) Montrer que le coefficient & la p-ieme ligne et a la g-iéme colonne de la matrice AQ) est
wP=D@=D P(ui=1) ot P désigne le polyndme P(X) = Y73 ap X*.
(ii) En déduire que

n n n—1
det(AQ) = (H P(wa)) det 2, puis que det A =[] P(w?") = [[ P(w").
q=1 k=0

q=1
1 2 n—1 n
n 1 n—2 n-—1
(iii) Application : calculer le déterminant D,, = |: . . = . :|. [On pourra penser
3 4 . 1 2
2 3 ... n 1

a interpréter le polyndme S7-5(k + 1) X* comme un polynéome dérivé.]

Solution:
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(i) La p-ieme ligne de A est

(An—p+1 Qnopy2 *** Ano1 Qo A1~ Gp_p).
Le coefficient a la p-ieme ligne et a la g-ieme colonne de la matrice A2 est donc

p—1 n—1

k=0 k=p
n—1
— =11 Zan p+kw(n+k p)a=1) 4 ,(p=D(¢=1) Zak pw(k p)(g—1)
k=0 k=p

ou dans la premiere somme, on a utilisé que w™ = 1. Le coefficient cherché est donc

Z ay, +kw (k—1)(¢g—1) + Z - (k=1)(¢g—1)
wP—D(e=1) . w1 k=p = (g—1) ntk-p
S () Ry )
k=p k=0
—p— . n—1 .
wP—D(a-1) ( Z Wl 1))j + Z a; (w(ql))J)

Jj=n—p
n—1
— D1 Z wla 1) w(p—l)(q—l)p(wq—l)’
7=0

comme annonce.

(ii) En notant C1, ..., C, les colonnes de 2, la question précédente montre que les colonnes
de la matrice AQ sont P(1)C}, P(w)Cs, ..., P(w" 1)C,. Par multilinéarité du déterminant,
on trouve bien

det(AQ) (H P(w® 1 ) det 2.

Le déterminant de 2 est le déterminant de Vandermonde associé a (1, w,w?, ..., w™ 1), qui
est non nul, puisque les w* sont tous distincts pour 0 < k <n — 1. On a donc

det A = ﬁ P(wi™) = :1_[ P(w").

q=1

(iii) D’apres la question précédente, si P(X) = Sp=i(k +1)X* on a D, = [I}Z) P(w").
On remarque que P(X) = Q'(X), ou Q(X) = 7o XF = (1 — X"™)/(1 — X), de sorte
que

1—(n+1)z"+nz"

(1-2)?

Vz#1, P(z) =
Il s’ensuit que pour tout k € {1,...,n— 1},

o L= (n+ D™ 4+ nw™th —n 4 nwt n
Pt = (1 — wk)? T (I—w)? w1
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Etant donné que [[{Z;(1 — w¥) est la valeur en 1 du polynéme 1 + X + --- 4+ X"~ on
déduit de ceci que

n—1 .
ky _ (_1\n—1 n o el m2
]L[IP(W)_( 1) H_l(l—wk) ( 1) n
et donc .
D, = P(l) H P(wk> — ( 1)1171 n-1T ‘2|‘1
k=1

Remarque : Puisqu’on a aussi
Wk — 1 = e¥hm/n _ 1 = ¢*m/m s 9isin(km /n)

on constate au passage que

( n 1 n" 2 H P nlzf <e—ik7r/n _ n ) _ e—i(.n—l)ﬂ/Q <n>n1 n71¥
k=1 k=1 2isin(k /n) in! 2 fain Sln(knr/n)
— o (0T
2 [ sin k:7r/n)

Ainsi

”1:[ sin(km/n) = —
k=1

Exercice 13 :

Soient A et B € M,,(R). On suppose que A et B sont semblables sur C, ¢’est-a-dire qu’il existe
une matrice P € GL,(C) telle que A= PBP~!.

Le but de 'exercice est de montrer que A et B sont en fait semblables sur R, c’est-a-dire qu’il
existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ™.

(i) On écrit P = R+ 1iS, avec R et S € M,(R). Montrer que pour tout ¢t € R, A(R+tS) =
(R+1t5)B.

(ii) Montrer qu'il existe ¢ € R tel que R + ¢S est inversible.

(iii) En déduire qu’il existe une matrice Q € GL,(R) telle que A = QBQ ™.

Solution:

(i) L’équation A = PBP~! donne AP = PB, soit A(R+iS) = (R + iS)B, ou encore
AR — RB = i(SB — AS). Le membre de gauche est une matrice a coefficients réels, celui
de droite est une matrice a coefficients imaginaires purs, donc AR = RB et SB = AS. On
a donc, pour tout t € R,

A(R+1tS) = AR +tAS = RB+tSB = (R +tS)B

comme annonce.

Page 13



(ii) Si C4,...,C, sont les colonnes de R et Dy, ..., D, sont les colonnes de S, on a

det(R + tS) = det(C'1 + tDl, CQ + t.DQ, e Cn + tDn)

La multilinéarité du déterminant donne que cette expression est un polynéme en ¢ a coeffi-
cients réels, de degré < n (dont le coefficient en ¢" est det(Dy, Ds, ..., D,)). Ce polynéme
est non identiquement nul, puisque det(R +iS) = det(P) # 0. Il existe donc t € R tel que
det(R + tS) soit non nul, pour lequel R + S est inversible.

(iii) On a vu que A(R +tS) = (R + tS)B pour tout t réel. Si t = t; € R est tel que
Q = R+ tyS est inversible comme a la question précédente, alors AQ = QB implique
A=QBQ™!, et Q est a coefficients réels.

Exercice 14 :

1 a 0
Déterminer pour quelles valeurs de o € C la matrice A = [ 2 —1 «| est inversible, et le cas
3 0 1

échéant, déterminer son inverse.

Solution: En faisant Cy < Cy; — aC' puis en développant selon la premiere ligne, on
obtient

0
Q@
1

—-1—-2a0 «

— 2 _ 1 = _
34 | =307 =20 -1 3(a—1)(a+1/3).

l1—-2a o =

0 0 ‘
—3a 1

1
—l2 —
3

La matrice A est donc inversible si et seulement si @ # 1 et a # —1/3. La comatrice de A
est la matrice formée des cofacteurs de A, soit

-1 a |2 o 2 -1
0 1 3 11 |3 0
may= || o] ro _104_:;30‘1_2 3?;
0 [ lo1 |31 30| 3
o —a —1-2«
a 0 |1 0 1 «
-1 « 2 o |2 -1
Dans le cas aw # 1 et a« # —1/3, l'inverse de A vaut donc
1 -1 —a a?
fcom(A) = 3a—2 1 -
det(A) 3(a—1)(a+1/3) 3 30 —1 — 2

Exercice 15 :

Si A est une matrice carrée de taille n, déterminer det(com(A)) en fonction de det(A).
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Solution: On sait que A’com(A) = det(A)I,, donc det(A) det(*com(A)) = (det(A))™, ce
qui donne det(A)det(com(A)) = (det(A))".

Si A est inversible, on obtient immédiatement det(com(A)) = (det(A))" 1.

Si A n’est pas inversible, alors I'égalité Afcom(A) = det(A)l, donne Afcom(A) = 0.
La matrice com(A) ne peut donc pas étre inversible, sinon on aurait A = 0 (et donc
com(A) = 0, qui n’est pas inversible). On en déduit que det(com(A)) =0 = (det(A))" .
On conclut de cette disjonction de cas que det(com(A)) = (det(A))"~L.

Exercice 16 :
On suppose qu'une matrice A, a coefficients entiers, est inversible. Donner une condition né-
cessaire et suffisante sur A pour que A~! soit & coefficients entiers.

Solution: Supposons que A™! soit a coefficients entiers. Alors det(A™!) = 1/det(A) est
entier. Puisque det(A) 'est aussi, on déduit que det(A) =1 ou —1.

Réciproquement, si det(A) = 1 ou —1, alors

1

ATt =
det(A)

fcom(A) = com(A) ou — com(A)

est & coefficients entiers, puisque les coefficients de com(A) sont les cofacteurs de A (qui
sont des entiers puisque des déterminants de matrices extraites de A, a coefficients entiers).

La condition nécessaire et suffisante recherchée est donc que det(A) = +1.

Exercice 17 :
Résoudre les systemes d’équations suivants via la regle de Cramer.

(1) 2$1 + 31’2 =-1
—71’1 + 41'2 =47
21’1 + X9 + X3 =6

(11) 3%1 — 21’2 - 3[E3 =5
8$1+2$2+5l’3 = ]_1
T1+ To+ X3+ T4 =6

(111) 2[['1 — X3 — T4 =4

31’3 + 6ZE4 =3

T1 — X4 =5
Solution:
(i) On a

2 3
|_7 4’ P

donc la solution du systéme est

1’—1 3

112 -1
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(ii) On a

2 1 1
3 =2 —-3|=-25
8 2 5
donc la solution du systéme est
1 6 1 1 12 6 1 12 1 6
(1,29, 13) = —9F 5 =2 —3,—%3 5 —3,—2—53 -2 5| =(2,5,-3).
1 2 5 8 11 5 8 2 11
(iii) On a
11 1 1
2 0 —1 —1_9
00 3 6
10 0 -1
donc la solution du systéme est
6 1 1 1 16 1 1 116 1 11 1 6
(xxxx)ilél()—l—l124—1—1}204—1}20—14
bRzttt 9130 3 6190 3 3 6(°9(0 03 6/°9/00 3 3
50 0 -1 15 0 -1 1 05 —1 10 0 5

10 13 5
= (3’0’3*3)'

Exercice 18 :

Résoudre les systemes d’équations suivants et discuter la nature de I’ensemble des solutions
selon les valeurs du(des) parametre(s).

)\ZE1+I2+ZL’3 =1
(l) I + )\fL‘Q +I’3 = )\
{L’1+ZL’2+)\ZE3 :)\2

—4dzy+ 33 =1

(i) ¢ 227 — 3 =1
—3x1+ 229 =3—A
3x1+4ry =1

T+ Aty =p

Solution:

(i) On a
A1 1] 0 1=A2 1-) )
I A 1[=[1 )\ 1 _’—)(\)\_—11) i_ﬂ:(A—lf(AH)
11 A 0 1—-X A—1
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Si A ¢ {1,—2}, le systéeme est de rang plein et a pour unique solution

X L1111 a1l
(.Tl,l'g,.]?g): 5 AA 1, 1 A 1, 1 XA A
A=12A+2) {2 1 Al 1t a2 Al 11

A+l 1 A+
SN2 A2 A+2 )

Si A = 1, le systéme se réduit & x; + zo + 23 = 1, qui est 'équation du plan affine de R?
passant par (1,0,0) et dirigé par les vecteurs (1, —1,0) et (1,0, —1).

Si A = —2, le systeme est
—2I1+ZL’2+I3 =1

T — 21‘2 + T3 = -2
xr1+ T9 — 2.233 =4
et ce systeme est incompatible, donc il n’y a aucune solution.
(ii) On a
0 —4 3
2 0 —-1/=0
-3 2 0
donc le systeme n’est pas de rang plein. On a
—4£L‘2 —I— 31’3 = 1 —412 + 3!173 = 1
211 — X3 =1 S 21 — 23 =1 en calculant Lq + 3Ly + 2L3.
—3r1+2x2 =3— A 0 =5-A

On en déduit que si A # 5, le systéme est incompatible et n’a donc aucune solution. Sinon,
le systeme devient

11
Ay 43wy =1 L= 5T
=
2.]71—.1'3 =1 - 1+3
Ty = 1 4903

qui est 1’équation de la droite affine passant par (1/2,—1/4,0) et dirigée par (2,3,4).
(ili) Ce systeme est équivalent a

31’1 + 41’2 =1

(AN—3/2)z; =—1/2

(A—=4/3)zy =p—1/3
Le systéme est donc incompatible si A = 3/2. Si A = 4/3, il est incompatible sauf si
u = 1/3, auquel cas il donne l'unique solution (x1,z5) = (3,—2). Si A ¢ {4/3,3/2}, le
systeme équivaut a

3ry +4z9 =1
1 =1/(3—=2))
2 =(Bp—1)/(3A—4)

La premiere équation donne alors la condition de compatibilité = (A*—2)/(2(2A—3)). Par
conséquent, si A ¢ {4/3,3/2}, le systéme est incompatible sauf si = (A\* —2)/(2(2X — 3)),
auquel cas le systeme a I'unique solution (z1,z9) = (—1/(2XA — 3), A\/(2(2X — 3))).
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