Université d’Angers 2024-25
L2 Math-DL ME-DL MI Module : Diagonalisation P9

Seconde Chance : Vendredi 20 Juin 2025, 14h-16h30. Tiers-Temps 14h-17h20

Aucun document, aucun appareil électronique n’est autorisé (téléphone, calculatrice, ...).
Le nombre total de points est 20.

Exercice 1 : Projection, symétrie Total de la partie 1 : 6 pts
Soit
11 1 1
1{1 -1 -1 1
1 1 -1 -1

Soit f I’endomorphisme associé & M relativement & la base canonique de R*.

(a) (2 points) L’application f est-elle une projection ? une symétrie ?

(b) (2 points) Déterminer les éléments caractéristiques de f. On donnera pour chacun
de ces ensembles un systeme d’équations cartésiennes et une base. On les note I et
J.

(c) (1 point) Vérifier que ces deux espaces I et J sont supplémentaires dans R* : c’est
adire I @ J = R,

(d) (1 point) Donner la matrice B de f dans une base constituée de vecteurs d’une
base de I et de vecteurs d'une base de J.

Indication : On pourra faire les questions dans le désordre et chercher les sous-espaces

propres de f .

Solution: Si f est une projection ou une symétrie, les valeurs propres sont 0, 1 et
—1. Cherchons ker f, ker(f — idgra) et ker(f + idga).

x r +y + 2z +t =0 (L1
y r —y — 2z + t =0 (L2
2| € ker f & r —y + 2z — t =0 (L3)
t r +y — z — t =0 (L4

(L1)+ (L2) + (L3) + (L4) donne 4x = 0. (L1) + (L2) donne 2z + 2t = 0. (L2) + (L3)
donne 2x — 2y = 0. Donc z = y = z =t = 0. Donc ker f = {0}. Donc f n’est pas
une projection.

T r 4+ y + 2z + t =2
y B r — y — z + t 2y
z € ker(f — idps) & T -y + 2z — t = 22 <
¢ r +y — z — t =2t




r 4+ y + z + t =0 (L1 B -
z 3y — 2 + t = 0 (L2) vooy o— oz ot =00 (13
& — 2 + 2t = 0 (L2
r -y — z — t = 0 (L3 4 4 o— 0
r 4+ y — z — 3t = 0 (L4) Y
{:L‘ = z 4+ 2t
<~
y =t
1 2
0 1
z=1ett=0 donne v; = 1 .z2=0et t=1 donne vy = ol
0 1
T
Soit g € ker(f — idga) Alors
t
x z 42t z 2t
t 0 t
Z = . = - + 0 = 2v1 + tvs.
t t 0 t

Donc la famille vy, vy est une famille génératrice de ker(f — idgs). Clairement cette
famille est libre. Donc

la famille vy, vo est une base de ker(f — 2idg4). Donc ker(f — idgs) est de dimension
2.

x r + vy + 2z + t = -2
Yy r —y — z + 1t = -2
z € ker(f + idga) & T o— oy + oz o— t = -2 &
t r + y — 2z — t = =2t
S+ oy 4oz 4+t =0 (L) T+ oy — z + t =0 (L
r +y — z +t =20 (L2)
— 2y + 4z — 2t = 0 (L
po—y k3=t = 0 (13 7 — 9y + 4z — 2% = 0 (L
r +y — z + t =0 (L4 4
En divisant par —2, ’equation en double,
x + =z = 0 (L2—-1L) r = —z
<:>{ y — 2z + t =0 (L) <:>y:2z—t
-1 0
2 -1
z=1ett=0 donne v3 = 1 .z2=0ett=1donne vy = 0
0 1

W = N
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Soit € ker(f + idgs) Alors

+ N e 8

T —z —z 0

yl  |2z—t| |2z e

2= . = . -+ 0= 2v1 + tvs.
t t 0 t

Donc la famille v3, vy est une famille génératrice de ker(f + idgs). Clairement cette
famille est libre. Donc

la famille vz, vy est une base de ker(f 4 idgs). Donc ker(f + idgs) est de dimension 2.
Les sous-espaces propres ker(f — idg1) et ker(f + idgs) sont en somme directe. Donc

dim (ker(f — idgs) @ ker(f + idgs)) = dim ker(f —idgs)+dim ker(f+idgs) = 242 = 4 = dim R*

Donc
ker(f — idgs) @ ker(f + idga) = R*

Posons I = ker(f — idra) et J = ker(f + idgs). f est la symétrie par rapport a I de
direction J. La matrice de f dans la base vy, v, v3 et vy est

10 0 O
01 0 O
00 —1 0
00 0 -1
Exercice 2 : Diagonalisation Total de la partie 2 : 7 pts

(a) (5 points) Donner I’ensemble des suites w,, et v, vérifiant pour tout n € N

Upt1 = Up + 4v,
(S){ Upye1 = 2u, + 3u,

Indication : Pour diagonaliser la matrice A € M5(R) donnée par
1 4

1
o6 pourra remarquer que vy = (1 est une vecteur propre.
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Solution: Considérons la suite de vecteurs X,, : R — R? défini par X,, = <U">

Un
. 1 4 . /. .
Soit A = 5 3 Les suites u,, et v, vérifient (.S) si et seulement pour tout tout
n €N, X, = AX,,. Par récurrence immédiate

X, = A"X,.

Calculons la puissance n-ieme de la matrice, A™, pour tout n > 0. La matrice
A est une partie d’une matrice plus compliquée diagonalisée en cours. On fait
la méme méthode.

Soit f 'endomorphisme associé a A relativement a la base canonique (e;, e3) de
R2.
Soit vy = G) f (v1) = C1+ C2 = 5v;. Donc vy est un vecteur propre et 5 est
valeur propre
X-1 -4
W) =[50 T = e ner-9) - 2
=X - X -3X+3-8=X?-4X-5=(X+1)(X-5).
Cherchons ker(f + idgz).
x . 3r — 3y = —x

<y> € ker(f +idge) & { —r 4+ By = —y

S2r+4dy=02+2y=0

Soient vy = . [(vy) = C1 = C2 = 2vy. Donc vy est un vecteur propre.

—1
' = (v1,v3) est une famille libre donc une base de R? formée de vecteurs propres
de f.

Soit P la matrice de passage de § a (. Alors P = G _21> et P71 =
L (12
3\1 —1)°
On a f(v1) = bv1 et f(v3) = —v;1. Donc la matrice de f dans la base 5 est
s (50
D=P AP = (0 o)

Donc comme A" est la matrice de f™ dans la base canonique g et D™ la matrice
de f™ dans la base canonique 3, ou parce que P~*A"P = (P7!A"" 1 P)(P71AP) =
-=(P7'AP)", on a

n __ —1 An _ 5n O
D =P AP_<0 1)
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52
5 —
. <5n+2(—1)n 2 x 5" —2(—1)"

1)

Donc A" = (PD")P~! = ( (<__1)n> P~!. Donc pour tout n € N, A" =

3\ — (=)™ 2x 5 4 (=)
formule donne bien I, et A.

) . On vérifie pour n = 0 et n = 1 que notre

Donc
{3un = (5" +2(=D)™uy + (2 x5"—=2(=1)")v,
30, = (5" —(=1)"™uy + (2 x5+ (=1)")vp

(b) (2 points) Donner I’ensemble des suites u, et v, vérifiant pour tout n € N

Upt1 = —Up, + 4v,
(S){ Up+1 — 2Un + vUn

Indication : pour calculer B", la puissance n-ieme de la matrice, B € M5(R) donnée
par

B= (‘21 f) € May(R),

on pourra remarquer que B = A — 215.

Solution: Premiere méthode : Soit g 'endomorphisme associé a B relativement
a la base canonique (e, es) de R?. Alors g = f — 2idgs. Soit v est un vecteur
propre de f associé a la valeur propre A. Alors f(v) = Av. Donc g(v) = f(v) —
20 = Av — 2v = (A — 2)v. Donc v est un vecteur propre de g associé a la valeur
propre A — 2. Soit (vq,vy) la base de vecteurs propres de f trouvée a la question
précédente associés respectivement aux valeurs propres 5 et 1. Alors (vq,vy) est
une base de vecteurs propres de g associés respectivement aux valeurs propres
3 et —3.

Donc dans les calculs du (a), en remplagant 5" par 3" et (—1)" par (—3)" on
obtient pour tout n € N,

{ 3u, = (3" +2(=3)"ug + (2 x 3" —2(=3)")vg
v, = (B"—=(=3)")ug + 3"+ (—=3)")vo

Seconde méthode : D’apres le binome de Newton
n n - n n .
o \k o \k

Comme Y}, (Z) (—2)"*AF = (A —2)" et d’apres la formule pour A* donné par

(a),
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5—2)"— (=1 —2)(=3)" 2x (5—2)"+ (=1 —2)"

1 (3" +2(=3)" 2x3"—2(=3)"
(3'“ —(=3)" 2x3"+ (—3)n>

W L[ B=2n42-1-2" 2x(5-2)"—2(—1—2)"
B'=3 (( )

E]

Exercice 3 : Somme directe et suites récurrentes Total de la partie 3 : 7 pts
Soit A et B € M(R) deux matrices carrées de taille k & coefficients réels tels que
AB = BA et tels que A — B soit une matrice inversible.
On considere les deux relations de récurrence simple, X,,.1 = AX,, et X,,11 = BX,,.
Soit H D'ensemble des suites X = (X, )nen de vecteurs de R* vérifiant X, ;1 = AX,
pour tout n € N. Soit G I'ensemble des suites X = (X,,)nen de vecteurs de R* vérifiant
Xn+1 = BX,, pour tout n € N.
On considere la relation de récurrence double

XTL+2 - (A + B)Xn+1 — ABXn

Soit F' I'ensemble des suites X = (X, )neny de vecteurs de R vérifiant X, = (4 +

B)X,+1 — ABX,, pour tout n € N.

(a) (1 point) Dans le cas ou k = 1, donner F, G et H : c’est a dire donner les suites
réelles x,, vérifiant z, 1 = Az,, .11 = Bz, et .0 = (A+ B)x,11 — ABx, lorsque
A et B sont deux réels distincts.

Solution: H est 'ensemble des suites réelles de la forme z,, = CA™ ou C
constante réelle. GG est I'ensemble des suites réelles de la forme z,, = DB™ ou D
constante réelle. La relation de récurrence double z,, 5 = (A + B)z,11 — ABz,
a pour polynome caractéristique A> — (A + B)A+ AB = (A — A)(A— B) qui a
deux racines distinctes A et B car par hypothese A — B # 0. D’apres le cours,
F| I’'ensemble des solutions de cette équation est I’ensemble des suites réelles de
la forme z(t) = CA" + DB" ou C et D sont deux constantes réelles.

(b) (1 point) Montrer que F est un espace vectoriel.

Solution: Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
des suites de vecteurs de R*. La suite nulle vérifie ’équation donc appartient
a F. Soient X = (X,)neny €t Y = (Yo)nen € F. Soient a et § € R. Alors
Xpio=(A+B)Xp1 — ABX,, et Y10 = (A+ B)Y,41 — ABY,,. Donc

(OCX + ﬁY)n+2 == @Xn+2 + ﬁYn+2 == (A + B)aXn+1 — ABOéXn+

(A+ B)BY,1 — ABBY,, = (A+ B)(aX + 8Y )1 — AB(aX + fY),.
Donc (aX + gY) € F.
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(¢) (1 point) Montrer que H et G sont des parties de F.

Solution: Soit X € H. Alors X,,;1 = AX,,. Donc X,,.» = AX,,11 = A(AX,,) =
A2X,,. Donc Xpio — (A+ B)Xpo1 + ABX, = A2X,, — (A+ B)AX, + ABX,, =
(AB — BA)X,, = 0. Donc X € F. Par symétrie entre A et B, si X € G alors
XerF.

(d) (1 point) Montrer que H et G sont des sous-espaces vectoriels de F'.

Solution: Soient X et Y € H. Soient o et § € R. Alors X,,,; = AX, et
Y1 = AY,. Donc

(X + BY )1 = aXpi1 + BY = aAX, + AY, = A(aX + BY),.

Donc aX + Y € H. Donc comme H est une partie de F', H est un sous-espace
vectoriel de F'. De méme, G est un sous-espace vectoriel de F.

(e) (1 point) Montrer que H NG = {0}.

Solution: Soit X € HNG. Alors X,,1; = AX,, = BX,,. Donc (A — B)X,, =0.
Donc X, = (A— B)"Y(A—-B)X,, = (A— B)7!(0) = 0.

(f) (1 point) Montrer que H @& G = F'. Indication : on pourra écrire que

X, =(A—B)" (AX, — Xop1 + Xoi1 — BX,.).

Solution: On a bien
X,=(A-B) ' (AX,, — X,p1) + (B— A1 (BX, — X,41) .
Soit Y,, = (A — B)™' (AX,, — X,,;1). Alors pour X € F,
Yo = (A=B) N (AX 1 — Xppo) = (A-B) ' (AX, 11 — (A+ B) X1 + ABX,,

(A= B) ™' (=BXpi1 + BAX,) = (A — B)'B (= Xy + AX,)
— B(A - B)" (AX, — Xns1) = BY,.
Donc Y € G. Par symétrie Z,, = (B — A)™' (BX,, — X,,;1) € F

(g) (1 point) Supposons que A et B sont les deux matrices de l'exercice précédent.
Déduire I'ensemble F.
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Solution: D’apres le (a) de l'exercice précédent, les deux suites de vecteurs

5"+ 2(—1)" 2 x 5" — 2(—1)"
<5n _ (_1)n> et <2 5n 4 (—1)" forment une base de H.

3"+ 2(—3)71)
3 — (=3)"

D’apres le (b) de 'exercice précédent, les deux suites de vecteurs (

2 x 3" —2(=3)" B , .
t (2 X 37 4 (—3)" forment une base de G. Comme H & G = F, la réunion
d’une base de F' et d’une base de H est une base de F'. Donc F' est ’ensemble

des

Bu, = (5"+2(—=1)")C; + (2% 5" —2(—1)")Cy
+(W+%%WD1+(%QW—($@2
3v, = (B"—=(=DMCt + 3"+ (-1)")Cy
+ (3= (=3)")D1 + (3"+(=3)")D,

ou Cy, Cy, Dy et Dy sont des constantes réelles.
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