Université d’Angers 2025-26
L2 Math-DL ME-DL MI Module : Diagonalisation P9

Controéle continu : Mercredi 15 Avril 2026, 9h-11h30. Tiers-Temps 9h-12h20

Aucun document, aucun appareil électronique n’est autorisé (téléphone, calculatrice, ...). Le
nombre total de points est 20.

Exercice 1 : Vrai ou faux? Total de la partie 1 : 4 pts
Si I'affirmation est vraie, la démontrer, et sinon, donner un contre-exemple. Soit f : R?® — R3
une application linéaire. Soient u et v une famille libre de deux vecteurs de R3.
(a) (2 points) Si I'application f est injective alors la famille f(u), f(v) est une famille libre
de R3?

Solution: Oui. Preuve : Soient a et 3 deux réels tel que af(u) + Sf(v) = 0. Alors
flau+ pv) = af(u) + Sf(v) = 0. Donc comme f est injectif, au + fv = 0. Comme
la famille u, v est libre, « =0 et § = 0.

(b) (2 points) Si la famille f(u), f(v) est une famille libre de R* alors Papplication f est
injective ?

Solution: Non. Contrexemple : dans ’espace, prenons u le vecteur directeur de ’axe
des x et v le vecteur directeur de 'axe des y et f la projection sur le plan Oxy engendré
par u et v. Alors f(u) = u et f(v) = v. Pourtant f envoie le vecteur directeur de ’axe
des z sur le vecteur nul. Donc f n’est pas injectif.

Exercice 2 : La dérivation et la multiplication par X des polynémes Total de la partie 2 : 6 pts
Soit R[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et soit R,,[X] le R-espace
vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré < n, ou n > 1. Soit

D :R[X] = R[X]

'application de dérivation définie par D(P) = P’ ou P’ est le polynéme dérivé du polynéme
P. Soit

M : R[X] — R[X]
I'application de multiplication par le monéme X définie par M (P) = X P.

(a) (1 point) Montrer que M o D et D o M, les applications composées de la dérivation et de
la multiplication par X, induisent des applications linéaires de R, [X] dans R, [X].

Solution: La dérivation baisse le degré de 1 et la multiplication par X l'augmente de
1. Donc M o D et D o M sont bien des applications de R,,[X] dans R,,[X]. Comme la
dérivation et la multiplication par X sont des applications linéaires, leurs composés
sont aussi linéaires.




(b) (2 points) Montrer que M o D # Do M : D et M ne commutent pas. Calculer

DoM—MoD.

Solution:
(Do M)(P)—(MoD)P)=(XP)-XP =P+XP —-—XP =P

Donc D o M — M o D est 'application identité.

(c) (2Y% points) Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de Mo D et Do M. Montrer
que M o D et D o M sont diagonalisables.

Solution: Pour tout ¢ compris entre 0 et n, M o D(X?) = M(:X*~') = iX". Donc les
valeurs propres de Mo D sont les entiers de 0 & n. Comme R,,[X] est de dimension n+1,
M o D est diagonalisable, les valeurs propres sont de multiplicité 1 et le sous-espace
propre associée a la valeur propre ¢ est de dimension 1. Donc les vecteurs propres
associés a i sont les polynomes de la forme C'X? ott C' est une constante réelle. Pour
M o D, c’est pareil sauf que les valeurs propres sont augmentes de 1.

(d) (Y% point) En déduire leur déterminant.

Solution: Le determinant est le produit des valeurs propres. Donc det M o D est egale
a la factorielle de n + 1 et det D o M est nulle.

Exercice 3 : Systéeme différentiel d’ordre 1 Total de la partie 3 : 10 pts
Résoudre le systeme différentiel linéaire d’ordre 1
¥ = —2x + 6y — 2z
y = —x + 3y — =z
Z = —x + 3y + =z
-2 6 -2
Solution: [?, Exemple 19-1.32] Soit A= [ -1 3 -1
-1 3 1
X+2 -6 2 |L1 |[X+2 -6 2 L1
xa(X)=| 1 X -3 1 |L2=]| 1 X-3 1 L2
1 -3 X -1|L3 0 -X X-=-2/L3-12

En développant par rapport a la derniere ligne

X+2 2

X+2 —6
1 1|+(X—2)‘ |

1 X -3

XA(X>:X‘
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XaAX)=X(X+2-2)+ (X —2)((X +2)(X —=3)+6) = X* + (X —2)(X? - X)

=X(X+(X-2)(X-1)=X(X+X>-3X+2)=X(X*—-2X +2).
Quand K =R, x4(X) n’est pas scindé. Donc A n’est pas diagonalisable.
Quand K=C, x4(X)=X((X —1)?—4%) = X(X —1—14)(X —1+1i). Donc A admet les
trois valeurs propres 0, 1 + ¢ et 1 — i de multiplicité 1. Donc A est diagonalisable.

Soit f : C* — C3 I'application linéaire associée dans la base canonique.
Cherchons ker f.

—2r + 6y — 2z = 0 (L1) —2r + 6y — 2z = 0 (L1)
- + 3y — z =0 (L2) ¢ -2 + 3y — z = 0 (L2
—r + 3y + z = 0 (L3) 2z = 0 (L3—-1L2)
3
Soit = 3y et z = 0. En prenant y = 1, on obtient le vecteur propre Soit v; = | 1
0
Cherchons ker(f — (1 4 ¢)idcs).
—2r 4+ 6y — 2z = (1+id)x (=3 —d)x + 6y — 2z = 0 (L1)
-z 4+ 3y — z = (14+i)y & —=x + 2—-i)y — z = 0 (L2
-z + 3y + z = (1+1)z —x + 3y — 4z = 0 (L3)

Prenons —z dans la deuxiéme équation comme pivot. Alors le systeme est équivalent a

(~1—d)x + (24 2)y = 0 (L1-2L2)

—x + (2—1)y -z = 0 (L2

(-1+dz + (B3—i(2—14))y = 0 (L3-il2)
(1+i)(—z) + 21414y = 0 (L1)
—x + 2—-i)y — z = 0 (L2)
(=1+d)z + (2(1—1))y = 0 (L3)

Les deux équations L'l et L'3 sont donc proportionnelles & —x + 2y = 0. Donc = = 2y et
L'2 est équivalente a
z=—x+2—-10)y=—-2y+2y—iy=—iy
2
En prenant y = 1, on obtient le vecteur propre vo = | 1 |. Comme f(v9) = Avy = (1+1i)vs.
—1

Donc Av; = (1 —i)v3. Posons 75 = . Alors (vq,v9,73) est une base de vecteurs propres

B e V)

de f. Les solutions complexes sont les fonctions vectorielles de la forme
X(t) = Crexp(0t)vy + Coexp((1 4 i)t)vy + Csexp((1 — i)t)vs.

ou (', Cy et (5 désignent trois constantes complexes.
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X (t) est une fonction a valeurs réelles ssi Vt € R,
Crv1 +Cyexp((1+i)t)vg+ Cyexp((1—i)t)vg = Crvy +Coexp((1—14)t) vy + Cs exp((1+14)t) vy

ssi O = C) et O3 = Cy. (Car vy, vy et Ty sont libres). En posant C; = A et Cy = BJFTiC, on
obtient que les solutions réelles sont de la forme

B +:C B —iC

X(t) = Avy + exp((1 +14)t)vy +

exp((1 —4)t)vy

X(t) = Av; + 2Re (B +ic exp((1 + i)t)v2>

X(t) = Avy + Re[(Bexptcost — Cexptsint + iBexptsint + iCexptcost) vy

S0it
x(t) =3A+2Bexptcost —2C exptsint,,

y(t) = A+ Bexptcost — Cexptsint,
2(t) =04 Bexptsint + Cexptcost.

ou A, B et C désignent trois constantes réelles.
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