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Devoir n” 1

Exercice 1. On considere I'équation (m — 1)z% — 2mz +2m +3 = 0.

17 Trouver m € R tel que l'dquation admette deux racines .13;.JI-_g."'St-l‘i(:tenl()IH. plus
petites que 1.

2} Trouver m &€ R tel que les racines satisfassent @) < 1 < a0 < 2.

Exercice 2. Soit f : [0.+oc[— R. Donner la définition en £ et § de f admet la limite
—o¢ @ 4o,

Exercice 3. Soit [ un intervalle ouvert réel et soient f.g : I — R deux fouctions qui
admettent des Hmites finies | ot respectivement moen a & /.

1} Eu utilisant £ = 1 dans la définition de la limite, montrer que f est bornée sur un
ensemble du type | — r + a.alUla. a + 7]

2} En utilisant Uinégalité

[flz)g(z) —Im| = |f(x)glx) — flx)m + flx)m —Im
; < |flx)|lg(x) = m| + | flx) — Ulm]
et la définition de la limite, démontrer que Hm, ., flujglr) = bin.
Exercice 4. Soit f: R — R définie par

exp(z® = 1) =2 <=1
flz)=¢ =22 =3mzr+1 z>-1 P 2/
e+  evuue o oM |

ot m € K est un parametre réel. i /y 0 = .74 - I ﬂ_.-"-'-"- - UZ;" /P

1) Déterminer m tel que f soit injective.
2} Déterminer m tel que f ait une limite en —1.

rsine — 2cosx

Exercice 5. Soit f la fonction & valeurs réelle définie par flz) = —— : s
2?2 + arctan . <+ 2

1} Déterminer le domaine de définition de f.
21 Monter que f est bornée.

N i - - . . 2 |
31 Méme problome si on remplace au dénominateur = par |a.
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Devoir n® 1 — Corrigé

Exercice 1. Soit f(x) = (m — 1)a® — 2mz + 2m + 3 et soit A le discriminant. Pour
le 1) il faut avoir m # 1 et ensuite il faut que m vériﬁo les trois conditions suivantes :
A=4-m?>-m+3) >0, (m—1)f(1) >0 et =25 < 1. La derniére condition assure
que le sommet de la parabo]e se trouve a g:d,u(he par rapport 4 la droite £ = 1. On
obtient m €]=1= ‘/_3 _l+‘/_[ pour la premiere condition, m €] — oo, QEUJI +oo[ pour

la deuxi¢me et m < 1. Donc on obtient m €]=1% ‘/_ ZE
Pourle 2) onam # 1, (m—-1)f(1) < 0 e’r (m — 1)f(2) > 0. La condition sur le
discriminant n’est plus nécessaire. On obtient m G_E 2, 1/2.[

Exercice 2. Pour tout € > 0 il existe § = () > 0 tel que pour tout = > d on ait
flx) < —e.

Exercice 3. Dans la définition de la limite pour f en a (pour tout € > 0 il existe 0 =
5(e) > 0 tel que pour tout = avec 0 < |z —a| < § on ait |f(z) — | < &) on prend r = (1)
pour obtenir |f(z)| <!+ 1 pour z €] — r + a,a[Ua,a +r[.

Pour finir, soit £ > 0. Alors

F@)g(a) — tm] = |f(z)g(a ) — f(@)m + f(&)m — Im]
< |f(@)llg(z) —m|+|f(z) = U[m]|
<{Il+1)e+me

dés que 0 < |z — a] < min(§(),7n(g)), avec n(e) la borne donnée par la définition de la
limite de g en a. On prend la borne

: 5 _ €
ple)=mtiin (6(l+m+ l)’?](£+ m 4+ 1))

pour obtenir que si 0 < |z — a| < p(eg) alors | f(x)g(x) — Im| < &.

Exercice 4. Je donne la solution avec la ligne f(1) = 0 enlevée. Pour que f soit injective
il faut que —3m/2 < —1 et que (=22 — 3mz + 1) |;——1< f(—1). On obtient m > 2/3 et
m < —1/3. Donc f n’est jamais injective.

Pour que la limite existe il faut et il suffit que —1 = f(—1) = lim, ~_; f(z) = 3m,
c'est-a-dire m = —1/3.

Exercice 5. Le domaine est R, car arctanz + 2 > 0 pour tout & € R. Pour voir que f
est bornée, on remarque que pour |z| > 2 on a

TsiIL:r'—Qcow < |z| + 2 || + 2 21
2 4+ arctanz + 2 22 + arctanz +2 —  z?2 T

Comme f est bornée aussi sur [—2,2] par le théoreme de Weierstrass, on conclut que f
cst bornée sur R.



