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Exercice 1 : les séries vues comme des intégrales de Lebesgue. Soit X
un ensemble dénombrable. Soit ¢ une bijection de N dans X. On considére la
mesure de dénombrement p sur 'espace mesurable (X, P(X)).

i) Caractériser les applications mesurables de X dans R.

ii) Soit s : X — R une application mesurable a valeurs positives telle que pour
tout i > N, (s o ¢)(i) = 0. Montrer que [, s du = Zﬁzo(s o p)(k).

iii) Soit f : X — R une application mesurable a valeurs positives. En appliquant
le théoréme de convergence monotone a la suite (s, ),en d’applications définies

) (fop)(i) Sii<mn, = O
par (spo¢)(i) = 0 Sii>n, montrerque/deu_nz_:o(f o) (n).

iv) En déduire la “convergence commutative” d’une suite de réels positifs w,, :

La série ) | u, converge ssi pour toute bijection ¢ : N — N, la série ) ugmn)
converge. Dans ce cas, on a I'égalité 3770 u, = 3770 () pour toute bijection
p: N — N.

v) Soit a;; : Nx N — R* une suite double. En appliquant le théoréme de Beppo

400 00 +o00 400
LEVI, montrer que E E ai; = E E aij.
i=0 j=0 §j=0 i=0

Exercice 2 : Intégration sur une partie. Soit (X, A) un espace mesurable
muni d’une mesure positive p. Soit f : X — R une application mesurable &
valeurs positives. Soit E € A, on pose

oB):= [ fani= [ s dn

On rappelle que ENA:={ENA/A € A} = P(E)N A est une o-algébre sur E
et que la restriction de f a E, fijg: E — R est mesurable (exercice 1 Série 2).
La restriction de p & E'N A, jign4, est une mesure positive sur E.

i) Réciproquement, montrer que toute application mesurable sur E se prolonge
en une application mesurable sur X.

ii) Montrer que ¢(E) = [, fig dugena (Considérer d’abord le cas ou f est
simple puis le cas général en appliquant le théoréme de convergence monotone).
En déduire que si y(F) = 0 alors p(E) = 0.

iii) Montrer que ¢ est une mesure positive sur (X,.4), en utilisant le théoréme
de convergence monotone ou de Beppo LEVI.

iv) Montrer que, pour toute application mesurable g : X — R & valeurs positives

/ngs0=/ngdu-

v) On considére maintenant que f est une application a valeurs complexes ap-
partenant & £ (X, i1, C). Montrer que fie € LYE, #Ena> C). Montrer que toute
application intégrable sur E se prolonge en une application intégrable sur X.



Montrer ii). A la place de iii), montrer que pour toute suite (F,)nen d’éléments
de A disjoints 2 & 2, la série complexe Y ¢(FE,) est convergente de somme
P(UnenFrn). (On dit que ¢ est une mesure complexe).

Exercice 3 : Comparaison de l’intégrale de Lebesgue et de ’intégrale
des applications continues. Nous utiliserons les définitions et les résultats
de lexercice “Integration sur une partie”. On admet l’existence de la mesure de
Lebesgue p sur R, muni de la o-algébre des boréliens B.

i) Soit a < c<beR. Soit g € El([a,b],u‘p([a}b])mﬁ,(C). Montrer la relation de

Chasles :
/ gdu:/ gdwr/ g dp
[avb] [a,c] [C7b]

ii) Soit f une application continue de [a, b] dans C. Montrer que f est mesurable
sur [a,b] et appartient & £1([a, b], u, C).

iii) Montrer que 'application F : [a,b] — C, z — f[a,m] fdu, est dérivable de
dérivée f(zo) en xp. Indication : majorer \fmm_kh] f = f(zo) du|.

iv) En déduire que l'intégrale de Lebesgue f[a’b} f du coincide avec 'integrale

des applications continues ff f(t) dt.
v) Expliquer pourquoi la méme démonstration montre que l'intégrale de Rie-
mann coincide avec l'intégrale des applications continues.
Exercice 4 : Applications intégrables de N dans R ou C et séries conver-
gentes. Cette exercice est la suite de ’exercice analogue pour les séries & termes
positifs.

On considére P'espace mesurable (N, P(N). On note ¢! = L1(N,§,R), ot §
est la mesure de dénombrement sur N.

i) Montrer que ¢! est Pespace vectoriel des suites u : N — R telle que la série
numérique Y u(n) converge absolument. Soit u : N — R. Montrer que

/Nudé = +i.ou(n),

n=0
quand u € ¢
="

est-elle dans
n+1

ii) La fonction u de N dans R définie par u(n) = u,, =
21?7 Que peut-on dire de la série de terme général u,, ?
iii) Soit 3 une bijection de N dans N, et soit u € 1. Démontrer que
+00

/Nud6 = Z(u o B)(n).

n=0

En déduire une comparaison de
+o0 too
Z Up = Ug+U+UuUsFUuz+--- et Z Ug(n) = ug(0)+ug(1)+u5(2)+u5(3)+- .-
n=0 n=0

Remarque : On peut montrer en fait que iii) n’est vérifié que pour les séries
absolument convergentes (Voir Ramis, tome 4, séries commutativement conver-
gentes).



