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QUESTION 1 (2 points) : Enoncer le théorème de continuité sous le signe
∫
.

QUESTION 2 (2 points) : Enoncer le théorème de Riesz-Fischer sur les séries de
Fourier qui généralise l’égalité de Parseval.

EXERCICE 3 (6 points) : Continuité de l’intégrale d’une application bor-
née. On admet l’existence de la mesure de Lebesgue µ sur R, muni de la σ-algèbre
des boréliens B. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une application de [a, b]
dans R. On suppose que f est bornée et mesurable sur [a, b].
i) Montrer que f appartient à L1([a, b], µ,R).

Soit F : [a, b]→ R l’application définie par F (x) :=
∫

[a,x]
f dµ pour tout x ∈ [a, b].

ii) Montrer que F est continue à droite en a.
iii) Montrer que pour tout x0 ∈ [a, b[, F est continue à droite en x0.
iv) D’après ce qui précède, F est continue sur le segment [a, b]. Que peut-on dire de
plus sur F lorsque f est continue sur le segment [a, b] ?

EXERCICE 4 (10 points) : Un exemple de commutation des signes
∫

X
et∑+∞

n=0 pour des applications qui ne sont pas à valeurs positives : Soit a ∈ R
un réel quelconque fixé. Le but de l’exercice est d’établir la relation suivante∫

[0,+∞[

+∞∑
n=1

sin(ax) exp(−n2x)dµ(x) =
+∞∑
n=1

a

n4 + a2
.

(1) Montrer que la série
∑

sin(ax) exp(−n2x) converge pour tout x ∈ R+. Soit

S(x) :=
+∞∑
n=1

sin(ax) exp(−n2x)

sa somme.
(2) Pour tout n ≥ 1, montrer que∫

[0,+∞[

sin(ax) exp(−n2x)dµ(x) =

∫ +∞

0

sin(ax) exp(−n2x)dx =
a

n4 + a2
.

(3) Montrer que la série

∑ ∫ +∞

0

| sin(ax)| exp(−n2x)dx

converge.
(4) En déduire que S est mesurable et intégrable sur sur R+ et que∫

[0,+∞[

+∞∑
n=1

sin(ax) exp(−n2x)dµ(x) =
+∞∑
n=1

a

n4 + a2
.


