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Chapitrel : Géométrie et trigonométrie

A. Géométrie

Nousmontreronsd'abord comment retrouver lesformulesdebasedu cal cul des
surfaces et volumes é émentaires; la connaissance de ces formulesfait partie,
comme hous le verrons, des pré-requis nécessaires a la progression dans les
disciplines scientifiques.

1. Surfaces éémentaires

- Lerectangle de longueur L et delargeur |: S=1L x|
< >

Cas particulier : le carré de coté C
S=CxC |I

- Leparallélogrammedebase B et dehauteur H: S=BxH

En effet, si e triangle hachuré a gauche B
est déplacé (trandaté) du coté drait, e S
on retrouve la surface du rectangle. /u t H

|

1

- Lelosange de grande diagonale D S
et de petite diagonaled : S=(Dxd)/2
En effet, sa surface est lamoitié de celle d
du rectangle dans lequel il est inscrit
-
D
- Letriangle de base B et de hauteur H : S=(BxH)/2
En effet, par I’ égdlité des surfaces a et & a b T
ainsi queb et b’, sasurface est lamoaitié 4 b H
de celle du rectangle dans lequel il est inscrit. \/
B EEe— g
B
Laméme formule vaut pour le triangle
ci-contre qui est lamoitié du H
parallélogramme représenté.
e ——
B

Casparticuliersdetriangles:
- le triangle équilatéral a 3 cotés égaux;
- letriangle isocéle a 2 cOtés égaux;
- letriangle rectangle a 2 cotés perpendiculaires.
Voici par exemple un triangle isocéle C
et rectangle.



- Ledisquederayon R

A

On appelle diameétre un segment passant
par e centre du disque et limité a ses bords. K

Lasurfacedu carré ‘entourant’ cedisqueest : S=(2R) x(2R) = 4R?

On peut montrer que la surface de ce disque est : S=3,1416...x R

En notant par lalettre grecque 1t (pi) le nombre 3,1416..., on écriralasurface

Comment calculer du dimue : S= nRz .

surface du disque

Application

Considérons I’ hexagone (I’ origine de ce mot est grecque, hexa signifie six et
gbnia signifieangle). On le construit en dessinant un cercle et en reportant six ﬁ
fois le rayon déterminé par le compas sur le pourtour du cercle.

Comment construire
un hexagone

On remargue que chacun de ses cotés est égal au rayon du cercle gue nous
noterons R. Dessinons a partir du centre deux rayons joignant deux sommets
consécutifs de I’ hexagone.

On appelle apothéme la perpendiculaire menée du centre du cercle circonscrit
sur le cété de |’ hexagone, nous la noterons a.

- Lasurface du triangle grisé vaut

SzaXR /
2

- Lasurface de |’ hexagone \

(6 triangles équilatéraux) est donc
axR

Y

S=6x =3aR

Cette surface est trés proche de celle du disque; pour s en convaincre, disons
gue a est relativement proche de R, ce qui se notera: a= R.

Laformule devient S= 3R? (aulieu de 3,1416 R2).
Le périmétre de I’ hexagone est aussi relativement proche (mais inférieur) de
celui du disgue.

- Lepé&imétredel’hexagoneest: P=6x R
Ceui dudisque P=27R, c'est-a-dire P=6,2832%x R
Comment calculer le

périmétre du disque Unemesurede Tt

Déterminons le pourtour d’ un CD al’aide d’ une ficelle ou d’ une bande de
papier. Notons lalongueur obtenue P= .... .

Déterminons ensuite son diametre D= ... =2R.

On pourra estimer |le nombre 7, en calculant

P_P
EQ:B: ............. :|:|D7T



Exercicel

Calculelerayon du cercle qui aurait laméme surface qu’ un carré de coté égal
a2 metres ?

Exercice 2

Le carré représenté ci-contre a des cotés égavix
a2 metres. En chacun de ses 4 sommets, on dessine
un cercle de rayon égal a1 métre.

Quelle est la surface de lafigure hachurée ?

Exercice 3

Voici une figure appel ée trapeze.

Nous notons : H

B = lagrande baseg;

b = la petite base;

H = la hauteur. - -

Peux-tu calculer sa surface ?

~-(B - h)—

Indication :
par rapport au rectangle dans lequel il est inscrit,
il manque un triangle comme celui-ci.

Afin de bien fixer les idées, il serait utile de remplir le tableau suivant, en
réfléchissant acomment on “passe d’ unefigureal’ autre” et au sensparticulier
dessymboles (B, H, C, L, |, D,d, R ...) utilisés.

Carre S=
Rectangle S=
Parallélogramme S=
Losange S=
Triangle S=
Disque S=

Laformule
et
cequellesignifie



2. Volumes éémentaires

- Lepremier volumequi nousintéressera
est le parallélépipéderectangle
(une boite & base rectangulaire). A
Elle est représentée sur le dessin
ci-contre.
Sabase aunelongueur L, unelargeur I, H
et il possede une hauteur H.

Son volume est Y ,/l

V=LxIxH L
= (SurfacedelaBase) x H

- Leparallélépipede peut étre oblique; ¢ H

@ son volume est alors
Comment calculer V = L X l X H /

volume du paral|élépipéde

Onremarqueral’ analogiedesformulesavec celledelasurfacedurectangle
et du parallélogramme.

- Lafigureci-contre est celle d’un cylindre droit; @
son volume est aussi donné par
H
V =(Base) x H
Comment calculer
volume du cylindre R2 H @
=7

- Finalement, nous présentons la sphére

derayon R; 5
son volume est
_ 4R

Comment calculer
volume de la sphere V

3

6 Lasurface de la sphére est S=4mR?

Comment calculer
surface de la sphére

Exercice4

Quel est le rapport entre le volume d’ une sphere de rayon R et le volume du
plus petit cylindre droit qui la contient ?

I Exercice5

Que vaut lasurface d’ un cylindre ?



Nous avons remarqué :

- gu'unesurfaceest toujoursleproduit dedeux longueurs; si cesderniéres
sont exprimées en métre (m) (ou en cm ... ), lasurface sera exprimée
en metre carré (m?) (ouencm?...);

- gue les volumes sont les produits de trois longueurs et sont dés lors
exprimés en m?® (ou en cm? ...).

Comparons laformule du volume et de la surface de la sphere.

Quelquesremarques sur la connaissance des formules

1) Il ne suffit pas généralement de retenir par exemple: S=L x| comme
formule de surface (sans savoir a quoi elle correspond) .

Voici le danger :
Soit un triangle dont les dimensions I
sont: L=4cm
| =3cm

-
L

Une application trop rapide de laformule donnerait : S=12 cm? |

Or, laréponse correcte est bien : S:LTXI =6 cm?

[l vaut mieux retenir en " extension” :
"Lasurface du triangle est le produit de sabase (B, L, ...)
et de sahauteur (H, I, ... peu importe, divisé par 2)".

2) Laplupart des formules rappeléesici (par exemple pour les surfaces)
découlent lesunesdesautres; il vaut mieux retenir cette démarche qui
articule les formules plutdt que les formules individuelles, isol ées.

3. Lethéoréme de Pythagore

L es bétisseurs de cathédrale utilisaient pour
leurs constructions une corde fermée

a 12 noeuds séparés de la méme distance
(équidistants).

Sa particularité était la suivante :

s on ladisposait comme indiqué ci-contre,
elleformait un triangle rectangle

(avec deux cotés perpendiculaires).

B

Retenir une formule
sans son contexte
est dangereux.



En supposant que les noeuds soient séparés de X cm, on trouve :

Séparation des noeuds a(cm)| b (cm) | c(cm) a’| b% | c?
X (cm)
1 4 3 5
2 8 6 10 64 | 36 | 100
3 12 9 15
5 20 15 25
10 40 30 50

Complétons ce tableau, en inscrivant lescarrésde a, b et ¢ (C'est-a-dire ax a,
bxb et ¢ xc); nous trouvons pour ladeuxieme ligne, par exemple :

a2=64 b%=36 c2=100

Du désordre apparent des valeurs de a, b et ¢, nous trouvons (pour toutes les
lignes) que :

2 = a2 +p2

Le cote c, celui "en face" de I’ angle droit, formé par les deux cotés perpendi-
culaires, est nommé hypoténuse. Le théor éme de Pythagor e s énonce :

1) Lecarrédel’ hypoténuse (le cbté en face de |’ angle droit)
est égal alasomme des carrés des deux cotés de |’ angle droit.

Comment calculer 2) c= Va? +b? (laracinede a + b2)
I'hypoténuse d'un
triangle rectangle

Suiteace quenousavonsdit alapage précédente, ladeuxiemeformulation
("laformule seule") est dangereuse parfois a retenir "par coeur”, comme
Iillustre le probléme ci-dessous :

Voici un triangle rectangle a %

c=8cm i
= ? u bon u
b=6cm  Quevatta? e
Larelation correcte a utiliser estici : son contexte!
a2:b2+02_»a:\;“0b2+02 -

Laformule du théoréme de Pythagore
possede I interprétation suivante :

Lasurface du carré béti
sur I” hypoténuse est égale
ala somme des surfaces
des carrés bétis sur

"y 11213
les deux autres coteés.
4(5|6 [b o
: : 7189
Lafigure ci-contre a
illustre cette interprétation. 10| 11| 12| 13
14| 15| 16| 17
18| 19| 20| 21

22| 23|24 |25




Lalongueur de I hypoténuse est bien laracine carrée de la somme des carrés
des deux cOtés de |’ angle droit, dans la figure ci-dessus.

c=32+42=25=5°

Exercice6

Calcule lalongueur de ladiagonae
d' un carré de cotéea ?

Application
Calculer lalongueur de ladiagonale d’un cube de cété a ?
1) Examinonstout d’ abord laface supérieure du cube.
Il s'agit évidemment d'un carré.
A D
A a D .
N B \C a
N \
\ Ejd
L
B C )A(
<T>F

On obtient que la diagonale de ce carré vaut :

(AC)2=a®+a?=2a° - (AC)=+2 a

2) Examinonsensuitelafiguredéimitéepar A, E, F et C; elle possede deux
cotés (AE) et (CF) égaux al’ aréte du cube (a). Ses deux autres cotés sont

égaux et valent lalongueur de AC, clest-a-dire /2 a.

A C
Ladiagonale du cube est en fait la diago-
al d naledece... rectangle.
On obtient :
L d? = a® +2a® =3a°
E F

d= \@ a
4. Lethéoremede Thales

Nous avons remarqué la présence sur certaines routes escarpées du panneau
suivant : il nous indigque une pente de 8%.

Qu'est-ce que celasignifie ?
En avancant de 100 m, la dénivellation

sera de 8 m; en avancant 8%
de 150 m, elle serade 12 m, etc.

'R

Distance entre
deux points
diagonale du cube



O

Théoreme
de Thalés

Lafigure ci-dessous illustre ce propos:

- a=200m -

b=150m
= c-10om
‘\\\\\\J\\\J\\\Jl[[rmm
8%=0.08= — _a_b_¢

200 150 100 a b c

Nous trouvons différents triangles rectangles
emboités dont les cotés sont proportionnels

entre eux. :
a
" a'
‘ b'
a
- >

Un raisonnement analogue conduit alarelation: a'/a= b"/b quel'onlira:
(@") est a(a) comme (b") est a(b).

a_b
a b

= C
Larelation a/a = b'/b peut seréécrire p ! E F .
ab=Db'a cequi signifie: 1 1
la surface du rectangle (ABHG) b’
est égale alasurface G 0 '
du rectangle (DFIG). - a .
-0

Ceci est vrai si lessurfaces| et |1 sont égales, comme nous allons e montrer
Ci-apres.

Application
Montrons que les deux surfaces hachurées (1) et (11) sont égales:
Surfacel = Surfacell
bx(a-b) = bx(ab)
ba-bb = Dba-bb

donc I'égalité est vraie s ba =b'a
Et ba = ab' par |le théoréme de Thalés (b/b' = &/a).

Ceci est vrai pour touslesrectangles pour lesquels”le point de contact” (E) se
trouve sur la diagonale du rectangle qui les entourent.

Exercice7

Nous souhaitons mesurer la hauteur d'un arbre.

Pour le faire, nous placons un pieu de 1 m de haut 2 10 m de son tronc.
En visant a2 m de ce pieu, le sommet de celui-ci est en

alignement avec le sommet de |’ arbre. _ - -

Que vaut la hauteur de |’ arbre ? _ - /ITlm

A
2m




| Exercice 8

Un clocher aune ombre de 15 m mesurée a partir de sa base.
Un béton fiché dans le sol et ayant une hauteur de 100 cm E

possede au méme moment une ombre de 75 cm.

2
Quélle est la hauteur du clocher ~ < >

15m

Onlesentintuitivement, lesrapportsexprimésdanslethéorémede Thal éssont
en quelgue sorte une «mesure» de I’ angle du triangle rectangle.

Nous pourrionsdire dansle premier exemple en haut delapage|.8 quel’angle
est de 0,08. Des problémes surgiront alors pour parler de |’ angle droit.

En effet, en définissant I’ angle (noté a, lalettre
grecque a) par le rapport (a/b), on se rend compte

que |’ angle droit est obtenu lorsque b devient de
plus en plus petit pour devenir nul. a

Plusloin, nous verrons que le rapport (a/b)
est appelé "tangente de I’angle a”. J}ﬁ
Elle est infinie pour un angle de 90°. a Lesfonctions

trigonométriques

5. Constructions de polygones

Un polygone est une surface limitée par des
droites. Nous avons déja vu précédemment

comment construire un hexagone. ﬁ
En reliant un point sur deux, on obtient le

Construire un

triangle équilatéral : sestrois cotés sont triangle équilatéral
égaux.
. A X
Nous montrerons plus loin que |’ angle ]

formé par les deux segments reliant
un point quelcongue (X,Y, ...) d'un cercle

aux extrémités de I’ un de ses diamétres

est droit. LesanglesA X BetA Y B B

SOIT[ dI’OI'[S LeStrIang|eSA X B et A Y B _Construireun

sont donc destriangles rectangles. Y viendle reendle
Exercice9

Si lerayon du cercle de lafigure précédente est R,
que valent les cbtés du triangle équilatéral inscrit ?

(Indication : dessiner un diamétre, penser que le coté d' un hexagone est R).



6. Bissectriced’un angle et médiatrice d’un segment

A. Lafigure ci-contre «montre» un angle. Notre propos est de
le couper en deux par une ligne passant par le sommet O o
(la bissectrice).

Posons la pointe seche du compasen O

et tragons un segment du cercle.

Marquonsles points A et B (letriangle A OB

est isocéle car OA = OB).

Des points A et B dessinons des arcs

de cercle de méme rayon quel conque (r).

Le segment OC coupe |’ angle en deux angles égaux.

B. Unmorceau dedroite passant par lespointsA et B est présenté ci-dessous.
Nous souhaitons tout d’ abord en dessiner une
perpendiculaire passant par le point O.

Avec le point O comme centre, dessinons
deux arcs de cercle. Nous obtenons les points
A et B (O est donc le milieu du segment AB).
Apres avoir élargi |égerement le compas,
dessinons deux arcs de centre A et B (de méme rayonr).
Ladroite passant par O et C est perpendiculaire ala premiére droite.

C. Voici un segment AB. Nous souhaitons dessiner une perpendiculaire

acelui-ci passant par son centre (la médiatrice).
A
En prenant les points A et B pour centres, <

dessinons de "grands" arcs de cercle (de rayon

|égérement supérieur alamoitié de AB).

Enreliant les points C et D obtenus, on obtient B
la médiatrice souhaitée (et le milieu de AB).

Remarque: Il estévident quelesopérations(A) et (C) peuvent serépéter.
On peut ains diviser un angle ou un segment, en quatre, en
huit, ...

Application

On recherche le rayon de I'arc de cercle ci-contre.

C D
B r o\

1. Tracer deux segments quelconques (AB et CD).
2. Dessiner les médiatrices de ces deux segments. L
3. Elles se coupent au point O.

O

Les distances OA, OB, OC, OD sont des estimations du rayon du cercle.
Cela peut étre vérifié en redessinant le cercle total.

.10

v

Bissectrice
d'unangle

A

Construire un
triangle isocele

v

Médiatrice
d'un segment
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B. Trigonométrie

Cemot d origine grecque signifie mesure (metron) du triangle (trigdnos). Un
des premiers problémes qui survient est comment mesurer les angles, ensuite,
lesliaisonsentrelesanglesd’ untriangleet finalement entre ceux-ci et lescotés.

1. Cercletrigonométrique et mesure des angles

Lecercleest facilement divisible en six, laconstruction del’ hexagone nous|’a
montré. Les multiples de six sont facilement accessibles également.

L’idée du cercle trigonométrique est la suivante :

un point se déplace (dans e sens opposé des ‘\
aiguilles d’ une montre) a partir d’ une position m
donnée (O). Les angles sont mesurés a partir

de cette position de référence; nous noterons '

souvent les angles par les |ettres grecques
alpha(a), beta (B) et gamma (y).

LaTerre tourne sur elle-méme (elle fait un tour complet en 24 heures).
Quoi de plus naturel que de mesurer les angles en heures (h), chagque heure
en 60 minutes (min), chaque minute en
60 secondes (s). Cela correspond en
guelque sorte aux fuseaux horaires.
- L'angle a est donc d'environ 8 heures.
- Un tour complet est de

24 h x 60 min/h x 60 sY/min = 86 400 s (secondes).
- L'angle droit est de 6 heures.

4h

(24h)

Cependant, laméthodelaplusrépandue est ladécomposition du cercleen 360 N ; " ,

degrés, chague degré en 60 minutes, chague o 60° A e

minute en 60 secondes. On note un angle de 57 iy

degrés 17 minutes et 33 secondes : 57° 17" 33".

- L'angle a est donc de 120°. 180°

- Un tour complet est de 360° x 60" x 60"
=1 296 000".

- L'angle droit est donc de 90°.

15°
oh
(360°)

240° 300°

Une troisieme méthode s'inspire de la circonférence du cercle; le périmetre
d’ undisquederayon R est 27R, celui d’ undemi-disque 7R, celui d’ unquart
decercle (rR/ 2).

L’ angle sera exprimé par le rapport entrel’arc et lerayon et en radian.

Ainsi, nous pourrons établir latable suivante : Angle Angle
L’ angle exprimé en radian é%%gcj)re) (razdlsn)
est un nombre pur (sans unité); 180° T
en effet, il résulte deladivision 90° /2
d une longueur (le périmétre) 60° /3
par une autre longueur (le rayon). 45° /4
30° 116




Que vaut un radian exprimé en degrés, minutes ?

1tour = 360° = 2 [radian]
360°/ 2 = 1 [radian]
57, 29° [ 1 [radian]
129 Al .
57°+=— dedegrée 0 1 [radian
f00 99T Lrectan)
57°+D£ de 60 minut s [ 1 [radian]
C100 =0

57°17° O  1[radian]

Remar ques

- Une seconde temps (s) est 15 fois plus grande qu’ une seconde d'angle (") :
1s=15". Ceci estimportant en astronomieou lesangles sont souvent mesurés

enh, min, s.

- L’anglede 270° est souvent noté -90°; un angle de 240° peut étre noté - 120°.

- Lecercle est souvent divisé en 4 quadrants : I
On les désigne par les chiffres romains
cl

Application

correspondants. Un anglea du quadrant
[11 ou IV est souvent désigné
par - (360°-a). I

2. Constructionsd’angles " remar quables’

Onpeut construireunegrandevariétéd’ anglesal’ aide d’ unrapporteur. Nous
allons voir ci-dessous comment construire quelques angles usuels pour la

geéométrie al'aide du compas.

Partons du cercle trigonométrique et d’ un de ses diamétres.
- Lamédiatrice du segment AB

fournit I'angle de 90°.
- La bissectrice de cet angle nous donne

<]

45°
B

['angle de 45° (un angle de 135° peut aussi
étre construit dans le deuxieme quadrant).

- A partir du point B, commencons a dessiner un

hexagone, nous obtenons les angles de 60° (C 6)B),
120°, 180°, etc.

B

- Dessinons la bissectrice de I'angle COB,nous A
obtenons|'angle de 30°.

- Nous remarquons aussi |I’angle de 15°
(entre 30° et 45°).

N,

/
z

.12

s

Attention
0,29°n'égale pas 29'

el

Construire
desangles

ﬁﬁ-

Médiatrice

ﬁ‘i}

Bissectrice



O

Angles
supplémentaires

3. Propriétés et comparaisons d’angles

a) Les angles a cOtés parallél es sont égaux. 0
a=B=y=9 Ofi iﬁ
=

Application
L e triangle ci-dessous est quel conque.
Dessinons une droite passant par A et paralléle a sabase BC.

On remarque que: B=p

a'=a
Or a'+y+ ['=180°
Donc o+ y+[p3=180°

La sommedestroisanglesinternesd’un triangle vaut 180°.
b) Les angles a cotés perpendiculaires sont égaux.

En voici une représentation.
Nous avons :
o +pB=90° Y

y+0=90°
et B =y (par construction) /ﬂ

donc: a=90°- =
0=90°-y

Puisque et y sont égaux, o et & sont égaux.

Les angles a coté perpendiculaires sont égaux.

Voici un autre cas intéressant :

Montrer que dansce casa + 6 = 180° ¢
(a et & sont supplémentaires) o] ' .
- ontracelaligne00';

s

- on obtient deux triangles rectangles.

On généralise de lafacon suivante :

les angles a cbtés per pendiculaires sont donc égaux ou supplémentair es.

Exercice 10

Voici deux anglesa et 3 ayant deux
de leurs cotés paralléles et les deux autres B
perpendiculaires.

Trouve unerelation entre a et 3.

1.13

Fais cet exercice
pour toi.
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Comment
positionner
un point du plan.

1.14
4. Repéreet position d’un point dansle plan

Voici une fedille de papier présentant

une tache. Nous souhaiterions la localiser

(dire ou elle setrouve).

Une premiere chose afaire est de se fixer

une origine (0) pour répondre a la question

«par rapport a quoi».

Prenons le coin inférieur gauche comme origine.

1) Les coordonnées cartésiennes

Pour atteindre latache & partir du point o, nousdironsqu’il faut se déplacer
deX (cm) versladroiteet ensuitede Y (cm) verslehaut. Lapositiondelatache
sera définie par ses coor données que nous noterons (X, Y).

Pour lefaire, nous avons choisi deux directions orthogonal es privilégiées (ici
horizontale et verticale) et un systeme de mesure (I’ unité cm).

D’ autres choix sont possibles comme I’illustrent |es figures ci-dessous.

y
B 6
5
m 4 A
3 -] ,[!,.
2
1 X Composantes
—+— ——t—t— dun vecteur
-3-2-1 12345
-3 C
4 m
-5
-6
A (53)
B (-34)
C: (3 -4)

L es composantes X et Y prennent des signes différents selon les quadrants
auxquels le point appartient.

Quadr 1 | Quadr Il | Quadr Il | Quadr IV
X + - - +
Y + + - -

La composante X (souvent horizontal€) est nommeée abscisse;
lacomposante Y (souvent verticale) ordonnée.

2) Les coordonnées polaires

A,

Composantes
d'un vecteur

Pour viser latache, nousnoustournonsd’ abordd’unangle 6 (theta) et ensuite
pour |'atteindre, nous avangons d' une longueur r (le rayon).

Uneliaison existeentrelescoordonnéescartésiennes(X, Y) etlescoordonnées
polaires (r, 6).



[.15

En I’ occurrence : y i
L
0 2= X2+ ieh
Relations entre Y y
systémes de coordonnées
(X.Y) <=>(r,8) r= J X2 + Y2 0 ﬁ
Y JiL WX
- o rergne
Remarques: X
- L’angle varie, en fonction des quadrants, v A
entre O et 360°. Le rayon est toujours positif.

- Lescoordonnées X et Y sont parfois
appelées «projections orthogonales» du point
sur lesaxes; il S agit aussi des ombres
lai ssées sur les axes perpendiculaires. L

VY <

Exercice 11

Evalue les composantes cartésiennes des points montrés, dans les systémes
d axes indiqués.

<—
-

10
X Y [ X" Y '8
6
A 4
2
B L
| |
C 2

5. Repére et position d’un point dans |’ espace

Voici un parallélipipéde rectangle z A b
Tentons de positionner le point A B
par rapport al’ origine O. a
o] y
C — =
C
X -

Lestrois axes (orthogonaux) montréssont : ~ x : d'arriére vers |'avant;
y : de droite a gauche;
Z : de bas en hauit.



Pour atteindre le point A, nous allons parcourir : - une distance asuivant x;
- unedistance b suivant y;
- une distance ¢ suivant z.

Lepoint Asécrira A:(ab,c).
L es autres points B: (o, b,c);
C:(ao0);
D : (ob,0)

etc.

Par un raisonnement analogue a celui que nous avons suivi pour calculer la
diagonale d'un cube de coté a, on peut montrer que la distance d’un point a

I’ origine est
r:/X2+Y2+Zz

Exercice 12

VA
Démontre la formule ci-dessus. A

X d
Indication B
1) Montre que d? = X2 +Y? . r
y
o

2) Caculer danslafigure OABD

6. Lesfonctionstrigonométriques

Suite a ce que nous avons vu a propos du théoreme de Thales, le moment est
venu de relier I'angle (6 par exemple) aux cotés, aux rapports des cotés du
triangle.

Pour un angle ala base 6 donné, on alesrelations : v
A

|_1:|_2 et |_1:|_2 et ﬁ:& t2 v
h h h o h b

fy hy

p by

| |

1 >

1) Constructions des fonctions trigonométriques

Donnons-nous pour commencer un cercle de 5 cm de rayon et construisons-
y les angles de 30°, 45°, 60°.

Ceci peut aussi étre fait avec un rapporteur pour d’ autres angles.
Nous obtenons 3 points B, C, D; nous avons aussi marqué les points
A (0°) et E (90°).

1.16

Diagonale
d'un cube.

A

Distance d'un point
al'origine.
Diagonale du
cube.

ﬁ‘i}

Théoreme de
Thalés.

ﬁ'ﬁ-

Construire
desangles.

A faire
au cahier.



1.17
Construisons | e tableau des abscisses et des ordonnées de ces points:

y
Abscisse | Ordonnée e m{

(cm) (cm) Ce dhgla: pasa
5 0 0° Refais-le au cahier et ..
4,35 2,50 30°
3,55 3,55 45°
2,50 4,35 60°
0 5 90°

mesure

mooOw>

Les chiffres présentent hélas un tres faible caractere de généralisabilité. Si on
avait pris un rayon de 15 cm, on aurait obtenu une abscisse du point D (60°)
égalea3 x 2,5cm.

Maislethéoremede Thalésnousdit quelerapport decetteabscisse(l; ou |,)
au rayon du cercle (t; ou t,) est le méme, quel que soit lerayon du cercleet la
méme considération vaut pour les ordonnées (hy ou hy).

ﬁ = Q = ﬁ I3
n 2 3 r2
X
e —<1 "
r
(0] »x
o X1 X2
' X3
e

Lerapport (X/r) est donc invariable pour un angle 6 donné.
Cerapport seraappelé cosinusdel’angle 6 et noté cos 6
Cette valeur est comprise entre-1 et 1 (-1< cosf <1).

Le rapport (y/r) est lui aussi invariable.
Cerapport seraappelé sinusdel’angle 6 et notésing
Nous avons aussi (-1<sinf<1).

Etablissons notre table des cos 0 et dessin 0 :

6 cosf | sné X
0° 1 0 cosf = F
30° 0,87 | 050

45° 071 | 071 sng = Y
60° 050 | 087 r
90° 0 1

2) Calcul desfonctions trigonométriques

Exercice 13

Vérifie ces valeurs avec une calculatrice (généralement touches COS et SIN).



Application
a) Caculer I'abscisse et I'ordonnée d'un point
situéa20 m d'un observateur et vu sousun angle
de 60°.
X=r cosf = 20xcos(60°)
= 20x0,5 = 10 m
y=r sin@ = 20xsin(60°)
= 20x0,87 = 17,4 m

r=20 m

X

b) Considérons le triangle équilaté-
ral ci-contre. Ses cotés sont notés a a
et sont égaux. Lestrois angles étant h X
aussi égaux et la somme des angles 60°=a >
d'untriangle étant égalea180°, ona a2

o = 60°.

Lesinusde 60° est I’ ordonnée du point A (ici h) divisée par lerayon du cercle
(le cbté du triangle, a). Or, d apres le théoreme de Pythagore appliqué au
triangle rectangle ombré, on a:

f

2_12 4 arf 0 =32 0 ph=23

a = s —a

(o0 2
comme sin(60°) = h 0 sin(60°) = V3 a = V3

a 2 a 2
A
|Exercice 14 y
Montre dans lafigure ci-contre N X
quelesin (30°) = %
e} B

(letriangle OAB est équilatéral).
Application

Calculonslesin (45°).

Le cercle ci-contre aun rayon notér.

Notonsr sin (45°) = a.
L’ autre cbté du triangle rectangle ombré vaut auss a.

On adonc:

2+al=r2

r?sin?(45°) + r2sin?(45°) = r?
2sin?(45°) =1
sin?(45°) = (1)

Donc sin(45°) = — =

1.18
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|ExerC| cel5

. V20O
Montre que | e cos (45°) vaut aussi .
fuelecos (i) H2

Y2
b1
Le rapport (y/x) qui est auss coqstant 9 ANGENTE
pour une angle donné est nommé -
tangente del’angle 6 et notétan 6. ™ X -
. . ‘s Réalise un tableau d
7. Relations particuliéres entreles angles veurs ds forcions.
trigonométriques d'angles
particu_l iers rgjcontrés
. N N 2 jusqu'ici.
Nous avons les liaisons complétes entre les systémes de coordonnées.
xIr =cos 6
) ylr=sin 6
\Rdauons entre )
SRy yix=tan 6 y

y _ r sinf _sné@

X r cos@ cos@

X

Lerapport delafonction sinus(d’ un angle donné) alafonction cosinus (du
méme angle) fournit latangente de cet angle.

2 = x> + y? = r’cos?0+r%sin’6

& r2(00326+sin29) 0 |1=cos®6+sin’6

Cette derniére expression peut étre consi dérée comme une nouvelle expres- *\i
sion du théoreme de Pythagore.
Desformules, oui
mais surtout :

Danslafouléedecequenousavonsdit tout au debut decechapitre, nousallons  -c aualessonien;
de nouveau montrer qu’il faut se méfier de retenir par coeur des formules du

typex =rcosf sansretenir en méme temps leur sens et leur contexte.

N
6 6
X r r X
y
N O @ }(0
X y y
cos@=xI/r cosp=y/r (@ seditphi)
sn@=ylr snp=x/r
tan@=y/r tanp=x/y

Toutes ces formules sont justes. Comment ne pass'y embrouiller ?

Quedl est leur sens commun ?



Denouveau, il vaut mieuxretenir lesensdelafor mule, son contexte. Nous
dirons par exemple:

Danslestrianglesrectangles:

- lesinusd’un angle est le rapport entre le coté opposé (celui qui fait
«face» al’angle) et | hypoténuse;

- lecosinus d’un angle est le rapport entre le c6té adjacent (celui qui
forme |’ angle mais pas | hypoténuse) et I'hypoténuse;

- latangente d’un angle est le rapport entre le coté oppose et e coté
adjacent

Exercice 16

Ondisposed’ une planche de 2 m. On demandelahauteur delacale nécessaire
pour avoir un angle de 10° au bas du plan incliné ainsi formé.
(Ces considérations seront utiles quand nous verrons le plan incling).

1) Les angles complémentaires

0 a et B sont complémentaires si leur somme égale 90° (par exempleles

deux angles non droits d’ un triangle rectangle).

Angles
complémentaires

] Ona cosa = a

c B c

b sna = 9

a Cc
a COSB = 9

C

B=90°-a Snp = %

Si a et B sont complémentaires
sina=cos[etsin3=cosa

Onpourraitaller revoir comment secomparent |essinuset cosinusde 30°
et 60°.

2) Les angles des quadrants 11, 111 et IV

. Les formules précédemment vues X =r cos 6
et y=rsiné

nous disent aussi que:

- c0s O est I'abscisse d'un point situé aun angle 6 et se trouvant sur un
cerclederayon =1 (r=1);

- sin 6 en est son ordonnée.

1.20

24

A retenir en appliquant
ces définitions sur les
figures de la page
précédente.

&)
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On voit sur lafigure ci-contre que y A
snB=sna
cosB=-cosa — = = r=1
or =180°- a | B |

On obtient donc lesrelations

cos (180° -a) =- cos a
sn(180°-a)=sna

Lesangles a et 3 sont dits supplémentaires,

0 leur somme (o + B) vaut 180°.
. Voici un autre cas intéressant (angles opposés des quadrants | et 1V)

Angles
supplémentaires

Nous obtenons dans ce cas :

cos (-a) =cosa
sn(-a)=-sna

On peut les écrire aussi : sin(a)

cos (360° - a) = cosa sin(-a)
sn(360°-a) =-sna

Tu pourrais comparer ala calculatrice
le sinus de 320° avec celui de 40°, par exemple.

Exercice 17

Voici un tableau reprenant les valeurs particuliéeres vues précédemment :

ﬁﬁ-

Construction et calcul de

e cos @ sin® fonctions trigonométri-
0° 1 0 e

30° \312 12

45° N212 V212

60° 1/2 V312

90° 0 1

A I'aide de cette table, cacule (a I'aide des relations ci-dessus : angles
complémentaires, supplémentaires ...) :

sin (120°) =
cos (150°) =
tan (135°) =
sin (300°) =
tan (330°) =
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Exercice 18 Y A

Déterminelesigne:
sin(180°+a)=| | sna
cos(180°+a)=[ | cosa 180° +ar

/ 19|

(Remplir la case avec + ou -).

3) Composition des angles - Addition et soustraction

Lecercleci-contreaunrayonr = 1.
On areprésenté un angle a, «suivi» d’un angle 3.
Le point adonc les coordonnées
polaires suivantes :

P
Pl a+p) d@ﬂ
Notre propos est de calculer IR e eEe
lesin(a + f) en termes . " |
PP =sin
desangles a et 3. (a+p) a J i
O PI QI
On remarque sur lafigure:
PP'=sinf3
QQ' =sna
En outre:
OP" =cos 8
OQ' =cos a R
N
L'angle EPP" vaut a (angles a cotés perpendiculaires). A @
E d:::;fand
1- Traconsla hauteur P Z
PZ=PP' cosa S a 5
=snp cosa P

(On observe le triangle rectangle PZP")

2- Descendons per pendiculairement le point P* sur I'axe x, on obtient le
point Z'. Dans le triangle rectangle OP'Z’, nous avons :
P'Z'=0P' sina

=cosfB sna
=ZP
3- Or PP =sin(a+pP) @H
=PZ+ZP PP = Pz+2P

=sinBcosa+cosBsna

sin(a+pf) =sin a cos 3+ sin Bcos a




Voici une premiére démonstration, elle est difficile.
Pour pouvoir lareproduire, il faudrait :

1) La lire attentivement en comprenant ce qui est fait et en
dégageant les temps forts : les constructions successives,

I” étape (a), I’ étape (b) ....

2) «Lafarefonctionner danssatéte». Si on bloguequelquepart,
reprendre le point 1) al’ endroit ot on abloqué et repasser au
point 2) jusqu’ au moment ou on arrive au bout.

3) Larefaireaucahier pour soi, avec d autresnotations (d'autres
lettres); ce n'est pas cela qui est important. Si on bloque,
reprendre le livre et essayer de continuer ensuite.

4) Essayer delarefaire une ou deux semaines plustard.

Larelation qui fournit sin (a-B) = sin (a+(-£)) s obtient en substituant 8 par
(-B) ;onadoncsin(a-p) =sina.cos(-B) +sin(-P) . cos a

A |’ aide des relations que nous avons vues entre les angles de différents
quadrants, on obtient :

sn(a-f)=sina cosB-sinf cosa

En travaillant sur lafigure donnée ala page précédente, on obtient
cos (a+p) = OP.

cos(a+ B)=cosacosfB-sinasnf
cos(a- B)=cosacosfB+snasnp

Autresreations

sn(2a) =sin(a+a) =2sih a cos o
cos (2a) = cos (a+a) = cos® a - sinfa

Exercice 19

- Donnel’expressiondesin (3 a) ?

Exercice 20

- Vérifie numériquement que sin (60°) = 2 sin (30°) . cos (30°) ?

- Cdlcule sin(45°) apartir de sin (90°)

.23
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Exercice 21

Remplis e tableau suivant :

Angle 6 (Radian) sin 6 cos 6 tan 6

2T
T

/2
/3
T4

Exercice 22

A quelledistanced devrait-on seplacer pour observer uncrayondel7cm
sous un anglede:

1 minuted angle :d= km

1 minute detemps: d = km

Indications

- 1 minute d'angle est (1/60) degré
- 1 minute de temps est 15 fois plus grande (pp. 1.11-12)

Outre les angles particuliers que nous avons analyses, le calcul des
fonctionstrigonométriquesdesanglesquel conquesnécessiteunecal cu-
lette scientifique.

Avant de | utiliser, il est important de vérifier son mode (en
degré, en radian ?) et en généra de consulter son mode
d’ emploi.

Les calculettes utilisent souvent un mode décimal; ainsi
30°,25 signifie 30° 1/4, donc 30°15'.

C. Lestriangles

1. Letrianglerectangle

Nous en avons déa beaucoup parlé au point précédent. En s aidant des
définitions des pages précédentes, reconstruisons les formules utiles a propos
du triangle ci-dessous.

m a+ p=90°
2=m?+nr?
cpsa_:mll tan a =n/m
n sin a =n/l
cps,an/I tan B = min
sin B =m/l
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Imaginons |e probléme suivant.
Danslerectangle ci-dessous, on demande de calculer I’ angle a detroisfagons
différentes.

On obtient :

1) cosa =1/2=(alb)
2>c:\s“‘(2)2—(1)2 =3 m

(2.1 sina =

-
N|uﬂ

W

(2.2) tana =~
: . L. a
La question posée au 1) S écrit : \ _

Fonctions inverses "Quel est I'angle a dont le cosinus égal 1/2 7" a=1m
s Onnote o =arccos (%) = cos"l(%)
Laquestion posée en (2.1) se note :

[(h30_ gn-10W30
a= arcst—D sin T2 [

La question posée en (2.2) se note
a = arctan (\/é) = tan_l(\@)

0 D‘lO
(@]

Laréponse acestrois questions est évidemment 60° dans ce cas.

L es cal culettes sont généralement équipées de ces fonctions inverses.
Le mode de celles-ci (degré, radian, ...) détermineralaréponse.

Exemple: arcsin (\/2) 45 (mode degré)

arcsin (\/2) 0,785 ( ) (mode radian)

Remarques::

- D autresfonctionsinversesexistent. Par exemple, quel est le nombre dont %
le carré vaut 4 ? Laréponse est : laracine carrée de 4, ¢’ est-a-dire 2.

- Lesfonctions inverses ne sont pas toujours univoques. En effet : Deux réponses pour

une seule
"question".

e arcsin ( ) c'est-a-dire "quel est I’angle dont le sinus est 0.5 7"
vaut 30° ( ce que répond la calculette) mais aussi 150°.
« V4 =2 ou -2 car cesdeux nombres éevés au carré donnent 4.

Il faut donc parfois interpréter, en fonction du probléme, la réponse
fournie par la calculette.

1) Résolutions formelles des problemes de triangles rectangles

Pour des facilités de notation, nous noterons les ctés a, b et ¢ (I” hypoténuse)
et lesangles a (faceaa), B (faceab) et yI’angle droit. Il faudra cependant
apprendre a faire ces problemes en se libérant de ces conventions.

L es données seront indiquées pres des cotés connus, des angles connus ( y est
supposé connu et vaut 90°). Les inconnues figureront entre parenthéses.
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1-c, aconnus

—/ a?
)
B 4
@ B
B=90°- a y »
%:cosa ~. b=c.cosa I
(b)
%:sna -~ a=csha
Vérification : a +b? égale-t-il c??
2 - b, a connus |
a?
(c (B) B?
@ co
=90°- @ a .
=tana - a=bh.tana b

olo Ty ™

— —_b
=cosa - C_cosa

Vérification :

3-aetbconnus

B?

c?

c=va’+b?

% =C0Sad - Q =arccos (%)

B=90°-a ou f3=arccos (%) ou B=arcsin (%) ou 3 =arctan (g)

Toutes ces variantes sont autant de vérifications que |’ on peut effectuer pour
contr 6ler soi-méme son résultat.

(@)
4 - b et B connus r
a? p
a?
c? b
()
(a)
—ane _ —_b
a=90°-0 a= tan
- b — a
a= g a = arctan (E)
c:\/a2+b2 c=Db/cosa
Vérification Vérification
cos B égalet-il 27 a=90°-B7
C:\/a2 +b2 ?




Exercice 23

Compléte e tableau suivant :

m I n | a B
A 8 6 - - -
B - - 20| 57° | -
C - 13 - | - 58°
D - 14 - |7 -
|Exer cice24

Lafigure ci-contre représente un triangle rectangle.

1. Mesure (avec une latte) ses
trois cotés et nomme-les.

2.Calcule les deux angles a partir des mesures des cotés
(autres que |’ angle droit).

3.Vérifietes calculs avec un rapporteur.

On peut bien évidemment s’ inventer destasde problémessur lecanevas
présenté al’ exercice 24, par exemple :

1. mesurer un des deux angles non droits et |” hypoténuse;

2. calculer les autres dimensions;

3. vérifier lescalculs par lamesure.

2) Quelques cas particuliers

a) Letriangleisocele

Voici un triangle isocele, lesangles a et B sont égaux, ainsi que les cotés a
et b.

A partir de la connaissance de sa base B

et de sa hauteur H, déterminer ses A
dimensions angles et cotés?

Ce triangle peut étre considéré comme y
lajuxtaposition de deux triangles b a H
rectangles.

Déslors:
a=B=arctan (H/(B/2) a B

a=b= H2+(%)2

.27



Exercice 25

Soit un triangle équilatéral de coté a.
Détermine, en fonction de a, la grandeur de sa hauteur?

b) Lestrianglesinscrits dansle cube 0] D

Lafigure ci-contre représente un cube de coté a.
On demande I’ angle entre OA et OE (noté [5)? \ C

Onreleve AE=a
OA = a\,@ a
OE = a\/3

En outre, OA est perpendiculaire a AE.

Lafigure ci-contre montre le triangle OAE;
I’ angle demandé est .

_ N2 _ o
[ = arctan (7) = 35,26
Exercice 26 A a E

Que vaut I’angle entre OC et OA?
Que vaut I’angle entre OD et OB?

Exercice 27

Un bricoleur veut consolider une étagere dont le profil est donné ci-dessous,
les planches font 2 cm d’ épaissevur.

Pour cefaire, il utilisera une poutre de section rectangulaire de 3cm d’ épais-
Sseur.

20 cm

32 cm

42 cm

Nous allons I'aider en calculant les dimensions | et m et les angles a et 3
assurant une découpe correcte.

Le bricoleur vérifiera tes calculs sur un modele découpé dans du carton par
exemple. Fais-en de méme!

1.28

Diagonale du
cube
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2. Letriangle quelconque

1) Larégledes sinus

La hauteur h est commune aux deux triangles

rectangles inscrits. a

Triangle rectangle de gauche
h=asnpg

Triangle rectangle de droite \ B

h=bsna

En égalant les deux relations pour h, on trouve::
h=asnB=bsina =h
%/—/
_a - b
sna snp
En appliquant la méme méthode (essayez-le)
pour la hauteur h’, on obtient :

_a —-_C
sna ~ siny

Laregle des sinus pour un triangle quelconque s énonce
a __b __c

sna ~ snpB  siny

Comme nous I’ avons vu précédemment , fais|’ exercice de «dessiner» et
de «lire» cesformules, par exemple:

"Uncoétéd untriangleest au sinusdel’ angle oppose comme un autre coté
est au sinusde I’angle qui lui fait face".

|Exerci ce28

Ecrislarelation des sinus pour le
triangle quel conque ci-contre.

Larelationdutrianglequel conquevaut évidemment pour untrianglerectangle.

&

Cesrelations sont-elles
conformes aux formules
précédentes pour le
triangle rectangle ?
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2) Larégle des cosinus

Leproposest detrouver uneréegle, complémentaire au théoreme de Pythagore,
dansun triangle quelconque. || s'agit de calculer un coté ¢, sachant queles
autres cotésa et b, ainsi que les angles connus.

Comme précédemment, ramenons ce triangle quelconque a deux triangles
rectangles en tracant la hauteur h.

h—sin h=asn v
a_ y - - y B (C)
| =b-acosy h
et
y L a
c?=h?+I2 A b
S E—

c® =a?sin® y +(b-acosy)? |

Or, laformuledu bindmeest:  (x—y)? = x> +y? — 2xy
Donc
¢ =a’sn? y+ b? + a2 cos? y —2abcosy
c? = az(si n? y+ cos? y) + b2 - 2abcosy
Nous avons démontré plus haut que pour un angle 6 (théta) quelconque :
sin? @ +cos” 6 =1
On obtient : ?=a’+b’- 2abcosy

Remarque: Si y=90° on retrouve le théoreme de Pythagore.

- xercice 29

Montre que

b%=a+c? - 2accosf

Indication
b2 = h2 +]2

Nous lirons cette relation :

Dansuntrianglequelcongue, lecarréd’ un coté donnéest égal alasomme
des carrés des deux autres cotés moins le double produit de ces cotés
multiplié par le cosinus de I’ angle qui fait face au cété quel’ on calcule.

Ains a2 = c¢? +b? - 2bccosa
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Exercice 30

Ecris la régle des cosinus (3 expressions) pour le triangle quelconque ci-
dessous.

3) Résolutions formelles des problémes de triangles quel conques

a) Rappel

Les fonctions trigonométriques ont un signe qui differe suivant les
quadrants :

Ay
I I I IV
X o] * N
y + + - - ]
cosa =¥ + - + o
sina =< + |+ - X
tana =2 + | - + - n | v
Ains s (1) : cos(a) =-0.500 et (2) : sin(a) =-0.866
I'angle a appartient au troisieme quadrant. (r>0)

Les fonctions inverses demandent une interprétation.

Prenons une cal cul ette et calculons.
a =arccos (-0,500) - a =120° (quadrant I1)
a =arcsin (-0,866) - a =-60° (quadrant IV)

Ces réponses sont incompl etes et fausses dans la cas présent. Si le cosinus et
le sinus sont négatifs, I’ angle doit appartenir au troisieme quadrant.
Deux réponses pour

A une seule

"question"”.

Nous savons que :

cos (120°) = cos (240°) = —0,500
sin (-60°) =sin (240°) = 0,866

Compl é&tons nos réponses.

a =arccos (0,5 - a=120° ou a =240°
a =arcsin (-0,866) —» a =-60° ou a =240°

Lasolution "simultanée" des équations (1) et (2) est a = 240°.



Application
Dans le probléme ci-contre, larégle des sinus fournit :
12 22
sin(20°) siny b=12 %)/ a = 20°
. o y
siny=—22xsig(20)=0,63 c=22 m

y =arcsin (0,63) - y[39° ou 141°
L’ examen de lafigure nous feraretenir lavaleur y=141°.

Retenons
Au-deladelavaleur fournie par lacalculette, lesfonctionsinverses
nécessitent souvent une interprétation

Exemple. 4 =+2 ou -2 mais 3-8 =-2
sn6=05 - 6=30° ou 8=150°
Commelemontreletabl eau alapage précédente, laconnai ssancedu
sinus et du cosinus de |’ angle cherché permet de lever I’ indétermi-
nation.
Un dessin, approximativement al’ échelle, peut aider alever I'indé-
termination.

b) Exemples derésolution et cas particuliers

(Le point d’ exclamation indique de faire attention aux indéterminations).

B=180°-a-y a?
a _ ¢ a:csina (b y (a) b2
sna siny sny
/ a
b= a2 +c? - 2acc0s8 N\ _® B2
Vérification : L = L ?
snB siny
b=\5a2+c2—2accosﬂ b?
a _ b o
sna sing
_ sing =23NB v
b )
~ a =arcsin ((asinB) / b) (
y=180°-a-f Vérification : %: sha
c?=a’+b- 2abcosy a?
2 . 12_p2
a+b°-c
-~ cosy=———— ”
y ah B
a2 + b2 - c2
+b O /2

o arcco
y= S Eig

Il 'y apas d’ indétermination, car les calculettes
fournissent pour lafonction ar ccos, un angle entre 0° et 180°.

1.32
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Lesinus est positif
dans les quadrants
1ETII



De méme [3:arccosDaZ+CZ_bZD et a:arccosEb2+Cz_ °C
H 2ac H H 2bc o

Vérification: a+f(+y=180°7

Dans un triangle les angles sont compris entre 0° et 180°. La fonction
ar ccos est souvent préférable a utiliser.

y =180°-a - 8 a?
p=CSNB ),/ () @ b7
siny
_csina A\ B
as siny c V2

Vérification: ¢ =a® +b? —2abcosy ?

m
Exercice 31 |
Compléte |e tableau suivant : ~ a
I m n t S r

1 - - 9 63° 55° -

2 15 - 20 - 44° -

3 - - 28 29° - 24°

4 22 21 34 - - -

Un probléme particulier

On donne::
- lalongueur du cotéc;
- lalongueur du coté b;
- I'angle .

Dans |a situation ci-dessus ¢
deux angles a1, a, semblent convenir
(et deux longueurs de cOtés a; et ay).

Danslasituation ci-contre, un seul angle o
semble satisfaire le probléme. a
b=csn b
f a
cosa = — \ B
c
c

a=\/02—b2 (\

Ci-contre, il semble ne pasy avoir
desolutions: b<csnpg.
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.34
Dans le cas général, les équations de départ Sécrivent :

2.,.2_.2
+c° - .
cosa:bc—a(l) sna=
2bc
Avec deux inconnues a et a.
En retirant (a) de I'équation (2) et en I'injectant au carré dans I'équation (1).

On obtient ;

asing

(2)

b?sin?B+c?sin’B-b%sin’a

cosa = —
2bcsin“ 3

En remplacant (sin2 a) par (1- cos® a ), on obtient une équation du second
degré en (cos a), l'inconnue restante (en effet, b, ¢, B sont connus).

Comme nous le verrons, cette égquation admet 2 solutions, 1 solution, ou pas
de solution du tout.

|Exer cice 32

Dans e triangle ci-contre, mesure
trois éléments quel conques parmi
abceapf,y

- Calcule les trois éléments manquants.

- Vérifie tes calculs sur le dessin en mesurant les grandeurs
correspondantes.

. Triangleisocéle
Application

Calculer labase B, connaissant les deux cotés égaux a
et I'angle au sommet y.

B= Jaz +a? - 2a” cosy

B = \/2a*(1-cosy) V]

Or (page1.23)  cosy = cos?(y/2)—sin?(y/2) a

B= \,2a2(1—cos2(y/2) +sin’(y/2))

B= \/Zaz(sinz(y/2)+sin2(y/2))

B= \/4a2(sin2(y/ 2)) =2asn(y/2)

Ceci est évident dans le triangle rectangle ombré. Cette formule sera utili-
sée plus tard dans I'étude du mouvement circulaire.

. Trianglerectangle A
A prouver : pour un point quelconque
d'un cercle (A) ou (B), cL=o B A~\a &
les cordes issues de ce point @]
et reliant les extrémités d'un w
diamétre sont perpendiculaires. B

D

OA=0C=0D=R



1°) . Triangle OAD : c'est untriangleisocéle:

OA= OD =R AD = 2Rsin 22U
Lo O

. Triangle OCA : c'est un triangle isocéle :
_ _ (B0
OC=0A=R CA= 2RS|nD 0

Calculons AD? + CA2 = 4R%gn209 0y 42 gn2 B0

OO o O
_ oo B_T_a. mqn (BO
Or B= - aet 5373 ; donc 0,0 et O Ds1ontc:omplementa|rai
: . (BO_ a0
On obtient sin DED—CO 0,0

2 2 _ 2 ZDCYD
et donc AD< + CA 4R% w D+COSZD2EH

= 4AR?

= (2R?  =>letriangle CAD est rectangle en A.

2°)  On peut démontrer cela autrement (toujours al'aide des triangles
isocel es susmentionnés).

26 =180°-
2e =180°-a
2(e +0)=360°—(a - B)
=180° - E+0=90°

. Périmeétres et surfaces de polygonesréguliers

Application

Considérons un polygone constitué de 6 c6tés, I'hexagone.
L'angle 6 sous lequel un de ses cotés est vu est de 60° soit 360°/6.
Ce cOté vaut :

En général, un polygone régulier possede n cotés
dont lalongueur est :

C=2Rsin EBSO O_ =2Rsin B

n O OnO

ou R est le rayon du cercle circonscrit.
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Exercice 33

Vérifie larelation ci-dessus
dans le cas d'un carré.

Le périmétred'un tel polygone sécrira, en fonction du rayon R du cercle

danslequel il est inscrit et du nombre n de cotés. ﬁ
.- O
P =2nRsin =
Dn |:| Périmetre

d'un polygone

Reprenons I'hexagone.
Son apotheme a vaut :

060
[ O

[860°[0
12 O

a = Rcos

a = Rcos

En général, un polygone ayant n cotés, possede un apotheme de longueur :

[B60°0_ onQ
Oon O Rcos O

La surface du triangle ombré vaut donc :
= 3XC _ o O oo

a = Rcos

5 Op 0 05 00
Comme sin(2a) = 2sina x cosa, on obtient :
2
_R . 2O
>= 2 0n D
La surface totale du polygone sécrit donc :
nR2 . [Q_ITD Surface

S=nXxs=——9gn d'un polygone
2 Onp O

Exercice 34

Véifieans lasurface d'un carréinscrit dans un cercle de rayon R.




. L e sinusdes petitsangles
Application

Remplissons ensemble | e tableau suivant :

6 (degré) sin@ 6 (radian) tan@

1 0.017 0.017

2

3 0.052 0.052

5

10 0.174 0.174

15

20 0.342 0.35

Pour remplir latroisiéme colonne, on se souviendra que:
360° = 2 rrradian
1° = (2m1/360) radian

Pour des "angles petits', disonsinférieurs a 20°, le sinus de I'angle égale &
peu prés I'angle exprimé en radian, ce qui sécrira:

sin@ = @ (radian) S 0 petit

Exercice 35

Montre, en suivant le méme principe (en complétant |e tableau ci-dessus)
que cette relation vaut aussi pour la tangente.

tan@ =0 (radian) S O petit

Comme cosé = sinb _ = 9 =1 s 6 petit, on écrira
tan6 @6
cosf =1 S 0 petit

. Ouonretrouvelecercleet ledisque

Application
Reprenons les formules du périmétre et de la surface du polygone :
oo nR2 N
P =2nRsin On 0 Ew D 0

Le cercle peut étre vu comme un polygone avec n, le nombre de cotés,
devenant trés grand.

) aro_ . [PmO_2m
Danscecas: sin On0™ T et sin D_n D——n
2
. _ omo_ NR™ 2mg_
Alors: P=2nR DnD 21mR S= 2 D iR

c'est-a-dire le périmétre du cercle et la surface du disque.
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1.38
. Analyse desformules du périmétre et de la surface du disque

Application
a Le périmétre du cercle=> Longueur de l'arc

- lalongueur du périmétre 'total’ du cercle
est I'angle au centre 'total’ (217)
multiplié par lerayon R;

- lalongueur | est donc I'angle au centre (a)
qui lasous-tend multiplié par lerayon R:

=a.R aveca expriméenradian
b. La surface du disque => Surface d'un secteur

- lasurface 'totale' du disgue est
lamoitié de I'angle qui la sous-tend (277)
multipliée par le rayon au carré;

- la surface du secteur ombré ci-contre
est lamoitié de I'angle qui la sous-tend (o)
multipliée par le rayon au carré :

°°

a . ,
S= > R? avec a exprime en radian.

Lescerclesinscritset circonscrits
Application

a. Considérons un triangle quel conque et tracons les médiatrices
de chacun des cotés.

Lepoint O est le centre

du cercle circonscrit ! (essayez).

Est-ce normal au vu de la méthode

exposée pour trouver le centre d'un cercle ?

il

Centre du cercle
circonscrit

TR
.y

Cette facon de procéder vaut pour
un quadrilatére quel conque.

b. Voici un triangle quelconque (ABC) et son cer cle circonscrit.

Tragons le diamétre passant par Cet O. A

et dessinonsle triangle PBC. ‘ ﬁ\

Ce dernier est rectangle en B. BK \ eonanire

On obtient : ‘ cate e
a . _BC

—=dnge=—
2R CP

Nous allons maintenant prouver que € = a.

"Lesanglesinscrits dansle méme arc de cer cle son égaux”



Nous avons dessiné le diamétre du cercle (CP) et A
construit le triangle rectangle en B.

Prouvonsque € = a.

On dessine lesrayons OB et OA.
- I'angle PBO=¢
(triangle isocele OPB) B
- marquons & et &
- marquons de méme [y, S5,
Y1, Y2, 1€t a3
- on déduit :
triangle OAB (isocéle) : &1 =61 =01
demémeen OBC: B, = y;
demémeen OAC: ap = >

Comme & = a il resteaprouver &, =ay.

£ =90°- B (triangle BPC rectangle en B)
£2=90°~ B P (car B=p1+B2)
£=90°-01-n (car Br=ay et Bo= 1)

g2 =90°~ (a—az) —(y-V2)
&o =90° - a-y+tastyr

£, =90°— (a +y)+2da, (car ap =y»)

£, =90°- (180°-pB) +2a, (car a+p+y=180°)
&y = B - 90°+2(12

£y = —€5 +205 (car B+ep =90°)

On obtient: &, = a5y

Onadoncbien: & =m
& =0y

En additionnant ces deux équations, on adéeslors € = a.
En outre

a =sng=sina (relation dans le triangle rectangle PBC)

2R
sna sing siny

Cette démonstration est ardue; il faut sentrainer alarefaire, al'aide des
notes au début et progressivement en laissant le livre de c6té (cfr page
1.23)

Cette démonstration se base sur des principes géométriques; |'exercice
suivant est axé sur une autre démonstration a partir de considérations trigo-
nometriques.

1.39

Il sagit d'une nouvelle
interprétationdelaregle
des sinus : une fagon
d'obtenir le diametre du
cercle circonscrit
(avérifier sur dessin).



A refaire
au cahier.

|Exerci ce 36

Prouve _i = 2R par une méthode trigonométrigque (avec a= BC).
sna
B

- ontracelediamétre AP

et les segments PB et PC,
nommeésf et €
- I'angle a est coupé en deux éléments % P
0q et aj etlestriangles ABP et ACP
sont rectanglesen B et en C. ) ‘
Q

Ona f =2Rsino;

e=2Rsina, ¢
0=180°-«a (angles a cotés perpendiculaires)
- laregle des cosinus fournit :
a’ =’ + 2 - 2¢f cosd
a’ =€? + {2 + 2¢f cosa (O et a supplémentaires)

on remplace e et f par leurs valeurs
COSa = COSO CoSay —sSinaSinds
on met 4R? en évidence;
onformelarelation (sinajcosas +sinas cosal)2
=sin®(ay +ay)
=sn’a
- on obtient a® = 4R?sin%a (CQFD).

Application

Lecentredu cercleinscrit dansun triangle quelconque se trouve au
point de rencontre des bissectrices des angles.

L es perpendiculaires abai ssées
d'un point de la bissectrice sur les cotés
del'angle sont égales.

OM =ON=R

.40
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