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SUR 1e POLYNOME de BERNSTEIN des SINGULARITES SEM] QUASI-HOMOGENES

INTRODUCTION

Etant donné un germe de fonction analytique f e o = C{xy,...,Xp} ON sait qu'il existe un
polynome non nuf'e(s) € Tls] et un opérateur différentiel & cosfficients dans ©, dépendant
polynomialement de s tels que : P(s) fSt1=g(s) £S5,

On appelle polynome de Bernstein-Sato (en abrégé b-fonction) le générateur unitaire de
I'idéal des e € C[s] qui satisfont & cette propriété. L'existence de b(s) a été démontrée par
Bernstein [Be] daris le cas algébrique et par Bjtrk [Bj] dans le cas général. I est facile de voir
que, dés que f(0)=0, b est de la forme b=(s+1)B(s).

Les 2éros de b sont rationnels : ceci est démontré par B. Malgrange, pour f a singularite
isolée dans [M, ], en mettant en évidence un 11en avec 1a monodromie de f (les valeurs propres de

la monodromie sont les e~2!M® | §(x)=0), et par Kashiwara [K] dans le cas général en
utilisant la résolution des singularités. Malgrange généralise ensuite son résultat aux

singularités non isolées dans [M,]. Varchenko [V,] interpréte les zéros de b & 1'aide d'une
filtration voisine de la filtration de Hodge asumptotique.

Ces résultats n'épuisent pas le probléme de fournir un calcul explicite de la b-fonction.
Cette question a été abordée par plusieurs auteurs : Yano [Y ] donne des procédés généraux qui lui
permettent de calculer un grand nombre d'exemples. Kato dans [K, ] [K, ] donne deux exemples de
calculs complets pour la déformation & u—constant de x8+ P lorsque (a,b)=(5,?) et (4,9).
Plus récemment P. Cassou-Nogueés a utilisé des arguments de théorie des nombres pour mettre
en évidence certaines racines de la b-fonction et calculer la b—fonction générigue de

a
f= i xi' , 8, deux a deux premiers entre eux [C.N,] [C.N,J[C.N5].
i=1

L'objet de ce travail est d'étudier la b-fonction des singularités semi quasi-homogenes,
¢'est-a—dire obtenues par petite déformation & polygone de Newton constant d‘un polynome quasi
homogene f, a singularité isolée (ceci implique, et d'aprés [V,] équivaut & p-constant). Nous
donnons un algorithme qui permet de calculer la b-fonction ainsi que 1'opérateur P(s) (voir
$4). Dans le cas n=2 nous calculons la b-fonction générique, c’est-a-dire d'un germe dans un
ouvert de Zariski de la déformation semi-universelle de f,.

Dans les 81 et 2 nous donnons un premier algorithme qui fournit un multiple de la
b-fonction. Nous introduisons le sous D-module (9 = 0 < /X, ,...,0/3%Xp>) de

o[s,-l-] £ engendré pas 1es Eﬁ ?ijn—lfs_i (sl="(s+1)), que nous notons N.
Pour chaque B € N nous considérons les polynomes de degré minimum EB et cg tels que :
(s+1)Bg(s)BeD[s]fS*! et cg(s) B e Ds]fS.
Nous montrons par ailleurs la décomposition
N=9DJ(f) FFD(@DEE;)
ou J(f) est 1'idéal jacoblen de f et D E 1'ensemble des opérateurs dont les cosfficients de
I'écriture "a droite” sont un supplémentaire fixé de J(f) dans 0. Ceci permet de munir Nd'une



Dans le §3 nous montrons que les termes constants & droite des B € N tels que by =1 (resp.
cg=1) forment modulo D J(f) £S deux sous-espaces vectoriels de dimension finie

n-1 )
2cZ c @ E fS. Kcet effet nous construisons une suite privilégiée d'é1éments Ho,...sHp -
i=0
n-1 ;
de @ 9E telsque by =1. Précisément (s+1)H, =S, fS*1et S, est unitaireen s
i=0 . e

et S_ est un annulateur de f $+1. (s &1éments psrmettent de décrire un algorithme de calcul
explicitede Zet Z'.

Dans le 84, nous démontrons que les racines de la b-fonction b sont simples et sont les

n

-2 o~ p oU «; est le poids de x; et ou p parcourt les poids des différents termes du gradué
i=1
2:] Z'P/ Z[J de Z'/Z. Dans le 85 nous utilisons les constructions précédentes, appliquées sans

changement majeur au corps C(t) a la place de C pour calculer la b-fonction d'un germe semi
quasi-homogéne assez général en deux variables. L'ingrédient essentiel est que pour n=2 les
poids des Hy décrivent en général la suite de tous les poids > 1 possibles.

Dans 1e §6 nous interprétons notre calcul en termes de systéme de Gauss-Manin en suivant
B. Malgrange [M,]: Soit

n
Gy = .
n-2
dfa 2
le réseau de Brieskorn [Br] de f et G, son saturé pour % t dans le systéme de Gauss-Manin

HY(N) ot N = D, tfs (dans la notation de [M, ], & laquelle notre notation du 82 est conforme).
On montre alors que 2'/Z est naturellement isomorphed G,/ -%;-1 G, etonexhibe une base

dans laquelle l1a matricede - —g-t—t est triangulaire et diagonalisable. Ce probléme a aussi été

étudié par J. Scherk dans [Sc). On peut alors appliquer le fait que B(s) est le polynome
minimal de cette matrice [M.] pour retrouver le §4. Les calculs effectués aux 81 & 4 restent

nécessaires pour expliciter une base de G, et on & en outre 1’avantage de fournir un algorithme
explicite pour le calcul de b(s) et de P(s) et de s’appliquer directement au cas générique.

Nous montrerons dans un prochain travail comment généraliser notre méthode aux
singularités non dégénérées par rapport & leur poluddre de Newton.



81 - Singularités semi quasi-homogénes

Soit o=( x4 ,...,o:n) un n-uple de rationnels strictement positifs. On définit une fonction de
poids p sur 0 = u:{g},...,xn} de 1a maniére habituelle: Sif=Zfj x! @st un é16ment non nul de
0, le poids de f est p(f) = inf{ < &1 > = &y iy +..+ &y i, f| 20} la partie 1nitiale de f est

In(f) = 2 flxi.
<o, I>=p(f)
Nous notons OP et UE; la filtration et la graduation de © associées :
sz{uetﬁ/p(u) 3 p ol u=0}
Op = {ue®/p(u) =p ol u=0}, sous-espace vectoriel des polynomes
quasi-homogénss de poids p . '

On note aussi 0'P={ue0 u=0 ou p(u)>p}.

1.1 Définition : Un élément f de © est dit semi quasi—homogéne pour o s1 sa partie 1nitiale
In(f) est & singularité isolée & 1'origine.

Dans les 8 1 8@ 4 nous fixons f € O semi quasi—homogéne et nous supposerons, quitte 8
multiplier o par un rationnel positif que p(f)=1. Nous notons :

J(f) = t)(f'x1 ,..',f;(n ) idéal de © engendré par les dérivées partielles premiéres de f
appelé idéal jacobien.

In J(f) = Idéal engendré par les parties initiales des 81éments de J(f).

lnp J(f) =Dp N In J(f).

Nous fixons enfin un supplémentaire Ep de Ing J(f) dans Op-

1.2 Propriétés é1émentaires

11 résulte de 1a définition que 1a suite ln(fki).... JIn( f;cn) est réguliére et engendre 1"idéal

In J(f). L'exactitude du complexe de Koszul gradué associé & cette suite réguliére montre que
d(p) =dimg Ep ne dépend que de « et de p.

Désignons par o le poids du socle de 1'algébre artinienne O/Ind(f) (ou O/J(f) ), entier
minimum satisfaisant & la condition : g.cln F(f), ou ce qui revient au méme :
EF': 0sipro.
[1 est bien connu que

o=p (Det(f;ixi)) =n-2 2 &
:



Notons encore :
T ={ p/Ep =0}

E= @ Ep : cest un supplémentaire de In J(f) ou de J(f) dans 0

L

e PET
(Voir 1e lemme 1.3 ci—dessous).

Le nombre de Milnor de la singularité est donné par :

= ---—O-—z = —1—-— ’ g
u-dimcd(f) FEwd(p) j[j!(“j 1) d'aprés [M.0.].

1.3 Lemme : Pour tout élément ude 0 il existe un unique v € E et il existe (\,,...,\)€ o"
tels que : n '
u=v+ 2 )sjfg(j | avec
j=1
v=0 ou p(v) 3 p(u); N=0 ou p(kj)) p(u)-1+ p(xy).

Preyve:  Sip(u) >o,ona v=0. L'existence de v se démontre par récurrence descendante
sur p(u). L'unicité de v et 1'existence de )\j satisfaisant la condition sur le poids est une

conséquence du fait que les In f ;(j forment une suite réguliére.

1.4 Le Champ d’Euler

n
Soit ¥= 2 oy xj 3/3x; et h=X(f)-f.
=

Remarquons que h = (< «, | > -1)f] x| satisfait & : p(h) > 1 = p(f). Quitte 4 faire un

changement de coordonnées NOUs pouvons Supposer :
- Soit h=0 si la singularité est quasi-homogéne (c'est—-a-dire d'aprés [S] si f € J(f))
-  SoitInh€E - {0} dans le cas contraire.

Considérons dans le 6-module 0fs] [L ] S 1es &1éments E= Sl ¢8-1 =g(s-1)...(s=i+1)fS
' f (s-1)!

ou i€ N. Les formules suivantes seront & la base de tous nos calculs.

1.5 Llemme: Pourtoutue®,ielN, peC, onalaformulesuivante
n

(OUU=UEi ,|(X,=2 (Xi):
i=1



)

(%) (s+joj+p)U = Zr:o:ja xu+((p+i)u X(u))]E -uhE

St on sedonne en plus 1=(iy,...,i ) € NP, pl=(9 ). (9 )n, etv=DUona

(%%) (s+p-¥IV=[(i+p+ <ol > -p(u)) Dlu- DI(K(u)-p(u)u)] E;- Dl uhE;,q.

La formule () est une variante de 1a formule ( *x) dans le cas particulier 1=0. Le caleul
est laissé au lecteur.

82 - Un multiple du polunome de Bernstein

2.1 Notations

9 désigne 1'anneau des opérateurs différentiels & coefficients dans ©, et D c D le
sous-anneau des opérateurs a coefficients constants .

Nous filtrons D par le poids des coefficients dans 1'écriture a droite ol on écrit

- 'In
P=2 Dp] p€0, D= (—9’—) ()
ax
jeN" n
leséiémentsde!):bOp:{P/VleN”,pIeﬂlp}

50b={P/VIeN“,p;E%}

DO, =P/¥1eN",p €0y}
®[s] désigne 1'anneau des opérateurs & cosfficie nts dans 0s]. 0[s][1] fS est un D[s]-madule.

f

On considére les images des filtrations et graduations précédentes dans les sous ©-modules
DE,:
00+i 512041 8i 20p4i8i DEp4if
N N
anﬂ' g2 IJE?H E;
Nous notons D€, .&j = @ DEy: .
PP

2.2 lLemme :
a)  L'application naturelle DE —> DE.E; est bijective.
) 00,418 C 054 &i—1 @ DEjpyy & pour iz
D0, f5c D), S @ DE,, .15

e
ou pour p ¢ O on pose OP=0, E}p=E.



N N
) 2 D0,,8= DIN,p @ (D DE,p, ]
=0 i=0

N=ZDE =04 e[ DEE].

Preuve : = Montrons d'abord que la rf;lation :
(Up *+ Up)f® + uy &y +..+ uyEN =0
avec up € D J(f) et uje DE implique uo= ... = uy = 0.
(Ceci démontre a) et 1'existence des sommes directes dans b) etc). )

St N=0, on trouve qus up + U appartient & 1'anulateur dans 9 de f° donc d'aprés [M,]et [Y], 4
1'idéal @ gauche de @ engendré par les opérateurs

¢ -9 ¢ done:

%

i
j g

o €DENJ(F)=0 6t us5=0.
n
Pour N>0, en substituant s=0 on trouve (ug+ue)(1)=0donc Ug +Ue= . Vi a/axj. Aprés
simplification par s nous obtenons : }=

; s-1 (§_1)| s-2 (§‘1I! s-N=
(%vjfx’+u1)f + Uy (s—Z)If +'"+UN(s—N)!f 0.

La substitution de s+14d s permet d'appliquer 1'hypothése de récurrence : u,=...= un=0, donc
(up+Uo) fS= 0 et enfin ue=up FS=0.

- L'affirmation ¢) découlede b) de facon évidente.
Reste & montrer b) qui est donné par le lemme de division 1.3 :

n
Soit €Oy, i, U=V + > )‘]f'xi avec v €E, p(v) 3 p(u) , p(N) 3 p(U)-1 + o

2 j_._.1

n
D'ou DI u.gi= p! vEi+ > pl )\jf'x]_ §j-
Ceci donne le résultat pour i=0 et pour i31 il suffit de remarquer :
—i+1 o\,
NEE=)—SL_ 9 (8 )\ -y
"151 1 (s-i+1)I ij (axj ] ij)EH
axj

Comme p(kj) > p(§-) > p(u)-13 p+i-1  on peut réécrire DluE1 dans
j



N.B. L'assertion 2.2.b) reste valable pour p<O (avec 09= Ooet D E;E,:D Esip<0).

2.3 Remarque sur le poids de 1'opérateur

Appelons poids de D! u Te rationnel p(u) - < 1,6 > = p(Dl u) et poidsde P = = D! y;:
p(P) =inf{p(Dluj),u 20}, .

On remarque que dans 1a réécriture précédente

) PE]'=U§]‘+RE1_1.
Ona p(Q) > p(P), p(R) » p(P)-1 et en ce qui concerne les degrés des opérateurs :
d(Q) ¢d(P),d(R) ¢<d(P)+1. Ainsion peut réécrire PE; € D .E; sous la forme
Pi&j + Pj—18j—q +..+ Po 8o +P5 8o

avec p(Py) » p(P)-1+] , d(Py) ¢d(P)+i-j et Py €eDE,PoeDJ(f).

24 lemme: SoitUeD O, .§;

a) (s+lod+p) U€90b+i 'Ei+$09+1+9(h) 'Ei'ﬂ :
b)  Pour tout polynome e € C[s]
degte)

[e(s)-e(-lol-p)]. U€D O, .&+ EI D Ops14+pp(h) -Siee -

Preuve:  Pour ddmontrer ce lemme i1 suffit de le faire pour U=u.E;, avec u € °p+i .
La partie a) est une conséquence immédiate de la formule () :

n
(s+lod+p) U=( 2 o 3/8x; %y u+(p+1)u-K(u)) Ej-uh §j1q.
j=1

11 suffit de constater que :
p(xju) >p(u) 3 p+i , p(uh) 3 p+i+p(h)

p((p+i)u-¥(u)) ) p(u)  p+i , une (et une seule) de ces deux inégalités
étant stricte. .

Démontrons b) par récurrence sur le degré de e. Pour deg e=1 c'est 1'assertion a).
Supposons e(s)=(s+h)e’ et par hypothése de récurrence :
dagla)
[e'(s)-e'(-lf-p)JU=U; + 2 U,p avec Uj€D °'p+i B s
2=1

Uisg € D c'p+i+29(h)'§i+2 :

On déduit dea) pour tout A€ C:
(s+\MU =(S+IGI+P) U+ ()\"IC("P)U €Ed Op+i §1 +9 09+i+ P(h) E i+1

Pour obtenir le résultat voulu pour e(s) i1 suffit d'appliquer ce résultat a8 (s+M)U; ,
(s+A)U 4 p ainsique I'assertiona) pour Uet de reporter dans :



e(s)-e( -Jod-p)U = [(s+h)(e'(s)-e'(~lol-p) ) +&'( ~|ol~p ) (s+|a]+p) 1 U

dag{ad-1
= (MU + 2 (s+M) Uy p +e'(~lol-p)(s+lod+p) U.
- e=1
2.5 Définition : Pour U € 0[s] [;!-] S nous définissons :

b€ Cls] est le polynome unitaire de degré minimum tel que :
(s+1)byUe P[s)st1
Cy € Cls] est le polynome unitaire de degré minimum tel que :
CU UeD[s]fS.

Remarque : Soit P(s) = (s+1) Q(s) + P(-1) un'opérateur tel que :
P(s) £$*1=(s+1) by V.
n
OnaP(-1)1=0 donc P(-1) =3 A, 9/3x; etontire:
i=1
n

By U=(Qs)f + 2 A ) fS € D).
i=1
Donc Cyy divise by, .

2.6 Proposition: SoitUed opﬂ- : §

B'U divise [ TT (s+|of+p") ]red , le produit étendu & 1'ensemble P
p'€E ?p

JjeN p'+jeT, o'z p +(j-1) ;4 (p(h)-1) ,

(ol A= max(X,0) et 64 désigne pour e € C[s] le polynome sans racine multiple ayant les

mémes racines et 16 méme coefficient dominant que e).

p des p'e @ vérifiant :

Preuve: D'apréslelemme2.2-b), sip>o ona
Ue D J(f).fS

donc (s+1) Ue Dls]15*1 ot By=1.
Supposons 1°assertion démontrée pour tout (p’,i') telque p">p ,ou(p’=p , i'<i).

St (p+1) € TT, on écrit d'aprés le lemme 2.4 :

(S+|GI+P)U=U1+ U, U, ed Obﬂ 51 , LeD OP,,,HP(h).E]-H ’



Sip+1@&Tl onécritdiaprés le lemme 2.2 :
UsUpt Uz ,Us €D 05,8, [Uz€ DUNF sii=0

LB
i

U, E!)OP,H_»‘ i1 sli 1

Dans le premier casona p € _ et l'hqpothése de récurrence montre que Eu'u1 et EUQ divisent

(%
le polunome :

T (stal +p7)
P'EP, PP
Dans le deuxiéme cas EU, et E’U2 divise T[T (s+lo+p) d'aprés I'hypothése de récurrence et
p'ePp |
pour 1=0 parce que EU2=1' La proposition 2.6 en résulte pour EU dans les deux cas.

En prenant U=fS dans la proposition 2.6 on obtient :

2.7 Corollaire : La b-fonctionde f divise le polynome
n-1
(s+D [ TT (TT (s+of +w“j))],.ed
j=0 c€ell
wyje(h)
83 ~

La remarque 2.3 conduit & munir @ D E §; de la filtration (ou de la graduation) fournie
par la fonction de poids suivante :

N
e(Z U &) = inf(p(Uy)-1)
i=0 i

N
Tout élément P = Z P, € de (X)) §y admet d’aprés 2.2 et 2.3 une réécriture unique
j=
N
P=U+Uq fS, U= UiE avec Uy e DE et Uy €D J(f) eton pose :
i=1

p(P) =p(U). Ona:p(P),p( Uy ) > infp(Py)-i.

N N
3.1 Lemme: SoitU=2 U;& € @ DEE; avec p(U)+N+p(h)>o .
i=0 i=0

Ona: (s+p(U)-Y)U=W + RfS, avec :



Re D J(f) ,p(R) >p(U)
N

W=ZW1Ei ,Wi eD E, P(W) >P(UJ
% i=0
Enfin, concernant le degré des opérateurs :
deg W, deg R ¢ sup {deg Uj+i+1/j=0,.. LN}
deg W, <sup{dwuj+j -i+1, j=i-1,...,N} pourm

Preuvs : L'expression W + R f® est obtenue en appliquant la formule (s=) :

(%) (s+p(U)- X)Dlu§1 [(1+p(U)+< a1 >=p(u)) D! u-Dl(X(u)- p(u)u]l;} DluhE; 4
a chaque terme de U puis le lemme de réécriture 2.2.
N+1
- Apriori W e @ DE.§;, maissi i=N [J(Dl ugy) > p(U),ona:
i=o
p(uh) 3 p(h)+p(U)+N+ <&l > >, donc Dl uh En+1€ DJ(F)En+1 € DEN
- Les conditions sur les poids de W et R résultent de 1a remarque précédant le lemme et du
fait que le deuxidme membre de (%) a un poids > p(U) :
(a) (i+p(U)+<a,l >-p(u)) D u est nul si p(D! uE;) = p(U)

et sinon de potds p(Dlu) > p(U)+i.
(b) (DKW -p(uu)) > p(Dlu) 3 p(U)+i+1

(c) p(Dluh) =p(Dlu) + p(h) 3 p(U)+i+p(h) > p(U)+i
- Les conditions sur les degrés se déduisent immédiatement de la remarque 2.3 et de
la formule (%x) sous la forme :
N+1

(s+p(U)-X)U= 3 P, d(Po) <d(Up),d(P;) ¢ max(d(U;_q),d(Uy)).
i=0

3.2 Proposition: I existe une suite de rationnels po=1 < p4=p(h)<p, ..<p|_
et pour £=0,1,...,L-1:

n-2
- deséléments H, = 2 Hp 1 & de @ DEE; vérifiant :
=0 i=0

p(Hp) =pp41, P(He’i) » (i+1) p(h) ,deg(Hp ;) ¢ £-i
- desopérateurs Ty € D vérifiant p(Ty)> pp-1, deg(Ty) ¢ 2+1
tels que les opérateurs S, € D [s], définis pour £=0,...,L par:
So=(s+1-%)-T,
Sp+1=(s+ Pp4+1-K) Sp-Tp4y pour £=0,...,L-1
satisfassent 8 : S, f3*1=(s+1) H, pour 0 ¢ £ ¢ L-1
s f$*1=0.



1A]

Preuve: Ona (s+1-X) fS*1= —(s+1)hfS, on peut écrire (lemme 1.3)
n n
h =hpt zhél f'xj ho€E, p()\j ij ) > P(ho) = P(h),dlﬂu Ho=hg £S , To= 2 )\j —a—
j=1 j=1

Supposons construits (py:, Sg.,l-i g+) vérifiant les propriétés demandées pour 2'< £ avec
Hpz 0, p(Hp) >pp. Onpose py.q=p(Hp) etenappliquant 3.1 (p(Hy)+n-2+p(h) > o) :
ontrouve: (s+pp4q=X) Hp= Hpyq +RpyqfS
avec Hp+1=0 (et dans de cas on pose L =2+1),0u

e(Hp+1) > Pp+1, P(Rp41) > Ppag-

Plus précisément on a, d'aprés la preuve du lemme 3.1, inégalité (¢) :

p(Hp+1,i-8i) > Inf{e(Hy 1§ +(j-1)(p(h)-1),)=0,...,i}
d'ol on tire par récurrence sur £ la condition sur le poids de Hp ; .

EnfinRp 41 € D J(f), ce qui permet d'écrire de la maniére habituelle :
(s+1) Rp4q S =Tp,q f5+1 avec:

e(Tp4+1) 3 0(Rp41) =1 ppyq -1, d(Tpiq)€d(Rpyq)+1.
Dol (s+pp4q-K)Sp FSH1 = (s4pp4q-X)(s+1) Hp=(s+1) Hp 4 q+Tp4q 511,
Ainsi  Spyq=(s+pp4q—K) Sp-Tp, ¢ fait I'affaire.

3.3 Remarque : Sp est pour £=0,...,L un bon opérateur au sens qu'il s'écrit :
Sg=s8*148, 158448y 5.1 avecSy € D et d(Sp ) ¢k pour k=1,..,8+1.

En particulier S| est un bon opérateur appartenant & 1'anulateur de #$+1 L'existence d'un tel

opérateur pour f quelconque est établie par Kashiwara dans [K].

3.4 Définitionde Z: Pour P = D! pj € D nous notons ¢(P)=p,  4) son terme constant
4 droite, et pour p ¢ p(P) nous posons : '
sip < p(c(P))
Ing (6(P))= M
In(c(P)) sip=p(c(P))
Ainsi @ Ing(py (c(P)) =e(In(P)).
' n-2
Considérons 1'espace vectoriel gradué M = @ EE;
i=0
Nous définissons un sous-espace Z de M et son gradué associé @ Z,, de Ta fagon suivante :
P
Z ={c(B)/BE D DEE; , bg=1}
Zp=Ing Z={Iny L/U €2, p(U)=p}
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Remargues : 1) Zet InZ2=& Zp ont la méme dimension.
2) Larelation EB=1 , st pour tout B € 0[s,1] S équivalente & :
L-1 f
Be2 DHy+DJNFS,
2=0

Eneffet By=1 équivaut & I'existence de P € D[s]tel que: (s+1)B=PS*+1,
Considérons la division de P par les polynomes, unitairesens, S|s1S0 ¢
L=1
P=C S +2 CpSp+D,C €9ls],(Cop ,C-1,0) € DL
2=0
d'ol (s+1)B=S(s+1) CyHp+ D . 15* ],

n ,
En substituant -1 & s on trouve D.1=0, donc D = X D; 9
=1 dx

B=3C H +2D. 9% Ded
g e 1a><]. gl
La réciproque est immédiate.

3)  Ontire de ce calcul la conséquence suivante :
Zo*0 39> p(h) et 3i€{0,..,n-2} p+ieTl.
Eneffet ~ c(B) =c(ZCpHp) (mod D J(f) £S)
=c(ZapHp)

ol c(Cp)=ap

Donc p(c(B)) > inf(p(ap) + pp4q) 2 P4 -
P=Pe+1
4) PourdécrireZy il suffitde prendrea, € @ Op: :
pg=0

On dispose ainsi d'un algorithme pour calculer ZP en utilisant les algorithmes contenus dans les
propositions 3.2 et 2.2.

3.5 Lemme : autre définition de ZP ;
n-2
Zp={Ing c(B)/ bg=1, e(B)=p , Be'GBDEEi}.
i=o
Preue: Si bg=1,p(c(B))=p,onaapriori p(B) <p.

Si p(B) < p, onécrit d'aprés le lemme 3.1
(s+p(B)-¥)B = B'+Rf" avec :
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n-2
Be @ DEE; ,ReDJ(f) et p(B’) > p(B)
i=0

Ona lnp c(B') = (p(B)-p) In(B), donc on peut remplacer B par
T

1
B
p(B)-p

On se ramene ainsi au cas ou p(B) = p(c(B)).

n-1
3.6 Définition de Z° : Considérons ¥ = @ EE; et I'application linairen: M — N
i=0
déduite du décalage s — s-1:n(uE;) = u;4q .
n-1
Ondéfinit Z ={c(B) ;8= @ DEE; ,Be DIs]fS}.
i=0

) - "W =F ¢S
Lemme : i) Zp-lnp(Z)-Epf en(ZP)

Z=EfS@n(2)
H) Zel.
n-1 n-2
Eneffet soient B= 3 B;;, ol B;€DE et B =2 Bj;1&;. Le lemme résulte immédiatement
=0 1=0

de:

bB-=1 <=>C-B=1 ~

Pour démontrer cette dernigre équivalence, remarquons que Cg =1 équivaut a
By s 5144 By_q s(s-1)..(s-n+2) S M*1 ¢ 9[s]fS

d'ou par décalage s — s+1:
n-2
(s+1) 3 ByEj4q €DIs1fS*, clest-a-dire Bg. =1.

1=0

L'inclusion 2 c Z est une conséquence de la définitionde Z,de i), et du fait que cg divise HB .

3.7 Lemme : lienentre Z, Z' et les racines des b~fonctions.
n-2
a) SoitUe @ E.E; depoids p(U) 3 p.
i=0

Alors : by(-lal-p) 20 & InpU€Z,.
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n-1
b) SoitUe @ E.E; depoids p(U)p.
i=0
Alors £ cy(-lol-p) 20 & Iny U e Z’p ;

° a) Supposons d'abord lnp Ue ZP' D'apreés le lemme 3.5, 11 existe B tel que :
bg=1, e(U-c(B)) >p , donc
' n-1
u=B+V  avec V5295>p+151 ;
i=1

D'aprés la proposition 2.6 (s+|aj+p) ne divise pas EV , donc ne divise pas B'U, car EU divise 5\’

pufsque :
(s+1) By(s) U= By(s) . (s+1) B+ (s+1) By Ve Dls]5+1

Inversement supposons que k = EU( -laj-p) = 0. Les lemmes 2.4 puis 2.2 donnent :
byu=kU+W+RfS

Onadonc :
kln9U=InP(kU+W) .

d'ol Ing U1r~:2P car (s+1)(k U +W) =(s+1)(E'U U-RfS) e D[s] 51 .

n-1
® b)) SoitU=upfS+ U, ; Up=n(V) = 2 uyE.
=4
Par la substitutionde s+14as 11 est clair que :
e(s) U, € D[s]fS & (s+1) e(s+1) Ve D[s]5*1.
Comme Cyy= Cyy, onentire By(s) = Cy(s+1) .

'3

Comme In, (U) €2, équivaut & Ing 4 1(V) €Zp4q T'assertion b) est une conséquence
dea).

Remarque : On retrouve 1'inclusion ZP e Z'p en utilisant le lemme 3.7 et le fait que C; divise

by -
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= Le calcul du polunome de Bernstein

41 lemme: SoitU=U+U"€D0,,, .EjavecU' €D Op+1§i etU"eD Op+i &
Soit Dlo un é1ément de D de degré maximum (]lo| = deg U'), intervenant dans U :
e
U=0°v+ 2 D'w

1
Mt !
l= lu

Alors : (~1)llol xlo; | U=V+R, avec Re D 0, & .

Y wl & Dp+i Ei

Preyvs : N sl’agit de recalculer x!o D! dans 'écriture a droite :

Silll ¢l et 121, , xlopl= 0 (mod & ™)
ot xlo plo= (-1)]o ! . (mod® M)
ou M= 0 est 1'idéal maximal de 0 .

4.2 Proposition : formule implicite pour b

Ona: b(s) = [Ti(s+la+p) Ireq , le produit étant tendu & 1'ensembie :
n-1
P={p/3VeN, = 1&2 Ep+18, Dy(-lel-p) =0, Cy(-lo-p) 20 1.

Soit p(s) = [TT (s+lo+p)].q 16 prétendant aétre b(s).
pe?

- Montrons d'abord que b(s) est un multiple de p(s) :
Soit donc (s+|ol+p) un facteur de p(s) associéd U e N

PfSt1= (s+1) B(s) S
0 fS =CL| U.

Alors QP £5+1 = (s+1) ¢y b(s) f®ce qui montre que By, donc (s+lod+p) divise Cyy b(s).
Comme s+loj+p nedivise pes Cy; onabien b(-jal-p) =0.

5 et Pe D[s],Qe D[s] tel que

- Passons a la réciprogue. On note Pp le diviseur de p suivant :
Pp(s) =I TT (stlod+e") Jreg

- p'EP,pep
Nous montrons par récurrence croissante sur p 1'assertion
(A) (s+1) pp(s) fSe(s+1)(Z D OPH &) + D[s]fSH!.

Pour p>o, onen déduit étant donné qu'alors Pp=P et que d'aprés le lemme 2.2 D 0,,.,:§; C
9 J(f) fS le résultat cherché : (s+1) p(s) fS € D[s] S+, soit: B divise p.

Le point de départ de (A) est évident : po=1. Admettons donc 1'assertion (A) pour p :
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(1) (5+1) pp(s) £3 = (s+1)(U'+U") + R(s) £$*1  avec

UEDNP,U =DN,p, R(s) € D[s].

Comme dans le lemme 4.1 écrivons U'=Dloy + w .

"¢
ler cas : by (-lol-p)=0
Par le lemme 4.1: (-1)llol xl°/lol Pp(s) fS=V+S+R,(s) f* avec :Se £ D 0%+ -Ei-
Comme ¢y = cg divise ES, cela montre en utilisant 1a proposition 2.6 : EV( -loj-p)= O . Ainsi on
a peP ot po(s)(s+al+p) =pp , py>P.

Or par le lemme 2.4, i1 existe p, > p tel que :
(s+1)(s+ol+p)pp FS € (s+1) D 0, (& + D[s] 151,

Ainsi 1'assertion (A) est vraie pour p’ = inf(p,,p2) > P .

2éme cas : by(—jol-p) = 0
Comme By, Ve D) S+ Dls] £5*1 e lemme 2.4 donne :
VEZ D0y, .5+ DU(N TS+ Dfs] £+

d'ol on tire en reportant dans (1) :
(s+1) pp S € (s+1(W+ 2D 0, . ) + Ds] £+

Ainsi on a éliminé Dlo V dans U’. On peut donc ainsi soit se ramener au premier cas soit éliminer
U'. Dans le second cas p( -||—p)=0 et on a donc complétement démontré 1'assertion A pour un

p"> p, donc pour tout p (puisque p et p’ sont dans 1'ensemble p(0) c pade(&,..., )N ).

4.3 Théordme : b(s) = [TT(s)+lol+pIreq , 1€ produit étant étendu & 1'ensemble des p tels que
Zo iZ'p .
11 s'agit de voir que $={ p/ZP z Z'P}, ce qui est une conségquence du lemme 3.7.

On dispose donc d'aprés la remarque 3.4.4 d’un algorithme explicite pour calculer b(s) ,
donc aussi d'aprés 1a preuve de 4.2 pour calculer un opérateur P(s) tel que P(s) f$*1 = b(s)fS.

n-1
Rappelons que ZP C Z'? cN=@D E;i .&; et notons TT; : N> E;i .§ la projection sur le
{8Me facteur. 1=0

Ona:TTi(Zp) € (Epyi NEy(141)p(h)) & eten particulier TTy_4(Z5) = 0.

4.4 Corollaire : Etant donné u quasi-homogéne non nul, soit e(u) 1e plus grand des entiers j
tels que : i

)
Uy €T Zp -2 0 BEYL o=,
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Alors 0 ¢e(u) s[%%))—j\ pour tout u € E et I'snsemble des racines de b est 1'ensemble des
P

=lof-p(u)+e(u).

Preuve:  Lacongition j ¢e(u) équivaut a 1'existence de (uo,...,uj_1) de poids convenables
tels que : Uo S +...+ Uj-1§j-1 +ug €2,

Ug S +..+ Llj_1 Ej_zfutj_1 GZP+1 P -'-P(U)-j :

Alnsi e(u) -1 est le plus grand des entiers k tels que :
Ju€ Ep(u)—k+i , 1=0,..,k=1  k ¢e(u)

Uop Bo+... U1 Bk-1 + UBK € Zp(y)-k -

Pour k=-1, cette condition est vide, et pour k=n-1, n'est jamats satisfaite (car T1,_1(Z;)=0),
donc : 0 ¢e(u) <n.

De plus u8e(y)-1 € Mg(u)-1 Zp(u)-e(u)+1 imPlique
o(u) > (u) p(h) donc &(u) dg(ﬂﬁl)l] :
11 est clair d'aprés le théoréme et la définition de e(u) que (s+|ol+p(u)-e(u)) divise b(s) .
Réciproguement si b(~Jof-p)=0 il existe
U - UO fS * 01 §1+...+ Un_1 En_‘l € Z'P"'ZP .
Soit j(U) 1"indice j maximum tel que ujz0 et U € 2'9‘29 tel que j(U) soit minimum, alors il

est clair que u = uj(y)) satisfait & e(u) =j(U), etdonc p = p(ug(y)) =p(u)-e(u).

45 Remarques : 1) Onretrouve bien le fait que —|o| est la plus grande racinede b .
€

2) Soitlpe={u€Ep/u.E eT(Z, o M @ EE)}
1=0

On obtient ainsi une filtration de Ep :
EP = LP’O g 9 o Lpln_‘] =¥ Lp‘n = D
telleque: e(u) © u€lg-Lgyq -
Ainst le nombre des p - £(u), 0l p(u) = p est égal aucardinal de {e/ dim Ly ¢/Lp ¢4q = 0},

et ledegré de b est aupluségald > dim Ep <u.
p€T

§5 - Polynomes de Bernstein génériques en dimension 2
Commengons par dire quelque chose en dimension n quelconque :
Soit f, un polynome quesi—homogéne & singularité isolée, & une base de E constituée de mondmes
etF=f, + 2 ty e € C[t,x] ladéformation semi quasi-homogéne standard qui
eeé
p(e)»
d'aprés [V, ] est 1a déformation semi-universelle & pu—constant de f, .
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On peut recopier tout ce qui a été dit aux paragraphes précédents en travaillant sur C(t)
au lieu de C. On construit une suite (Hp, Sp) universelle puis le polynome de Bernstein de F :

P.FS*1 =(t) B(s) FS ol o(t) € C(t) estnonnul, et ol P € D[s] %ﬂ:(t).

LS
e

Proposition 5.0: I1 existe un ouvert de Zariski 2 de 1'espace des parameétres tel que si
teq?, th =B.

Preuve : Lorsqu'on spécialise t = t au voisinage de O, pour t appartenant &8 un ouvert de
Zariski les Hg(t) sont les spécialisations des Hp et on montre facilement que les dimensions de

Z(t) puis de Zp(L) sont génériguement égales aux dimensions de Z et de ZP sur C(t).

Pour déterminer la b—fonction d'un semi quasi—homogéne générique en fonctions des poids,
i1 nous faut commencer par calculer les poids des ¢(Hy). En dimension 3 3, la recherche d'une

formule simple semble assez ardue. Dans 1e cas ol f1= x84+ x,?" , BVEC 8y ... 8p, dBUX & deux
premiers entre—-eux on pouvait espérer la formule séduisante :

n-1
b(s) =TT TT  (s+od+p-2))req valable pour n =2 .
=0 pETT

gp(h) ¢<p <«(e+1)p(h)
L'exemple suivant montre qu'elle est fausse pour n=3:

5.1 Exemple :

10, 21, 2% L EEN
fi=X, + Xy +Xg ,a-(10,21,23).

p(x51x125><;8)=2+-g- , ©=10x21x23=4830.

Or on montre que (s+jof + 8y ne divise pas B(s) . Pour cela il suffit de constater que la suite
()

des poids appartenant & TT et strictement supérieurs a8 1 commence par
1+2 1+8 1.2 1,20
[ (] (A ] (8 ]

Le début de 1'algorithme de Ta b-fonction montre alors que (s+jal+ &) (s+lod + 2)(s+[o))fS ne
: ("] )

comporte dans sa réécriture que des termes & droite de poids au moins égal a 9.
[

Dorénavant dans ce paragraphe nous nous plagons en dimension deux avec les notations suivantes:
P(x)=a=-'[-'- p(u)=B=—?_— (pq) =1

(et B sont de cette formecar: 3 (i,j) eN® ia+jp=1)
1¢0y <0, ¢..co =0 suitestrictement croissante des glémentsde TT N J1,0].
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5.2 Définition :

8(0’)-dlm E 2 dimchJ_o

Soit dpz dimg EP‘- Les nombres dp sattsfont & la relation suivante d'aprés [M.0. ] :
o
dp =dg—p -
Lemme : 1)  Pour tout couple p, p' d'éléments de p(0) telsque 1<p <p" ona
doy dye-1
(i

it) ~801>0=;~ Vie{1,.,j} oy=1+i/r et 8(ay) 0.

Preuve : 1) Commedpnedéperdqmdepetdespoidsaetf.’:ilsuffitdeseplacerdans

I'undes cas suivants :  f,=x3 + Y, x3+ xyP ou x@y+xyP,
On peut alors prendre pour base & de E 1'snsemble des menomes xP 3 tels que

(pa) €[0,2-2] x [0,b-2] pour x2+ P
[0,6-1]x [0,b-2] U{(0,b-1)} pour x3+ x P
[0,0-1]x[0,b-1] pour x8y + xyP

On constate facilement que xP f € Ep équivaut & une condition du type (p,g) € lp ou o estun
segment de longueur 29 et BP < 29- si 1<p<p’¢o.
Le résultat i) s'en déduit facilement.

it) Remarq_mmqmﬁ(crj) (dgj—do= do.j—t

Donc &(oy) > O impligue dcj; 2, donc dp > 1 quel que soit p € p(O)N )1 ,crj[ )
On en déduit oj=1+1/r pour i=1,..,) car pour toutentier 1:1+i/rep (0).

D'autre partona 80.i =dim Em -2 dp, car avec la base & choisie ci—dessus u € 501_ et

p<ay-1
ve&Pavecp<cr,_1 1mpl1queu/veéoi_p, doncsipcorjetdpxo )= P € {0y, ,]} Dot
pouri€{1,..)}:
B,=0, -20;0-1-2 d 3d - 2 d-1=8 5,120
pccrp 2 <c—1pacp<o—1p ;

Nous supposons fixé un polynome quasi-homogéne f, & singularité isoiée (p(f)=1
p(x)=a, p(y)=p), asez général pour gu'on puisse choisir EP et une base monomiale

&=L &, de a facon indiquée dens la preuve précédente. Soit &, =U 8, et F € Clt]{x,y}
pETT <pgo

la déformation générique telle que In F = f obtenue en posant : h = X(F)-F =2 to.8
ec€ &,

On désigne par 8 c C[t]1{x,y} lecarré de 1"idéal (tg)eee,:
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Sofent &y = —&L—fs~1, E=CtIE. D=Clt]D

-1
(s=1)! =2 |
On construit comme dans la proposition 3.2 une suite Hy € ® DE E; etdes operateurs
i=0

Sp € Dtelsque o

s

Sp F3*1 = (s+1) Hy.

53 Lemme: Lepoidsde Hp=Hp oFS, etlepoidsde hy=c(Hy) sontégauxa oy, o, et
la suite des Hy contient donc L termes. Plus précisément Hg get hy sont égaux modulg__s. D
etona: s
hg= 2 (oy-p(e)) ..(ap-p(e)) tge (mod. §)
e€é,

Inhg FS=c(InHp) €Z.

Preuve : Le point de départ est évident Ho= h Fs=(s-i-1-X) FS,
L’algorithme de la proposition 3.2 s'écrit ici :

(S"’UEH.F}"X‘)H‘E = H2+‘| (mw- QJ(F) FS)
et on trouve :

_ a, du, e
C(HB'I-I,O) U£+I hﬁ —X(he) +—é;<-+—a—g-(m0d(f’x F'J))

Comme Ap, Wp € & le lemme 5.3 en découle par récurrence sur £ car

_ S__._a__ _a- ] . N S
He+l he+l Fie (a>< .\B + ;) uzJ F+(S+Ue+1 X)(He he F)
et gp+qe-Ke)=(op,q-p(e)e.

]
5.4 Lemme : L'applicationlinéaire ¢: @ Eq _ o — Eo, éfinie par:
i=1
J
Ing; o 2.y Hy_1) = j(uy,....uy) FS modulo J(F) FS, détermine une application C(t)-
i=1
linéaire de rang maximum.
Preuve : Sofent uet v des monomes appartenant respectivement 4 563_ et écj -gj

u/v est alors un élément de & avec le choix effectué pour & . Le coefficient de tpj(v) sur u

ag;’
est alors égal 4 t,;,, modulo & .
La matrice dans C[t], modulo & de 1'application linéaire ? dans les bases respectives égj .

et U &, estdonc de laforme (t, ) oliles t,; , sont des indéterminées, deux & deux distinctes
P< 0y
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La matrice dans C[t], modulo & de 1'application linéaire 0 dans les bases respectives 50',-

et U &P est donc de 1a forme (tu,v) ou les tu,v sont des indéterminées, deux & deux distinctes
p< cr] .

dans cheque ligne et dans chaque colonne. I1 est facile de voir qu’une telle matrice est de rang

maximum sur C(f).

5.5 Théoréme : Le polunome de Bernstein d'une singularité semi quasi—homogéne générique
_est, avec les notations précédentes égal a :

b(s) =(s+1) [ TT (s+o+p+p) TT (s+a+p-1)]reg
8(p)o0 pell

p>1

Preyve : D'apres le lemme 5.3 pour tout p € TT tel que p>1 (p::o]) il existe u = hj_1 tel que :

p(u) =p ,queZP
e Lorsque 8(p) <0, d'aprés lelemme S5.4: E, FS =Zp etdonc pour tout u€ By e(u)=1.
e Lorsque 8(p) > 0,onaaussi 8(p’) >0 si1<p’ =0j¢p, etdapréslelemmeS.4 ¢; est
injective pour i=1,...,j, ? étant en plus non surjective. Soit u € Ep—lm UL FS ne peut pas
appartenir & ZP car si u=1Inc(Z My Hy) avec € 0, 0na puisque u & Im g, :

P’ = inf p(hg Hy) ¢ p

donc In (E)\k He) =
ce qui contredit 1'injectivité de l'application P correspondant dp.0Onadoncu FS ¢ Zp soit :
e(u) =0

® Puisque d(p)=8(p)> 0 lorsque p € TT st p < 1 ceci achéve la démonstration du théoreme.

5.6 Corollaire : Solent a et b deux entiers naturels premiers entre-eux. Le polgnome de
Bernstein d’'une singularité quasi—-homogéne générique telle que Inf=x3+ g est égal

a:
b(s)=(s+1) TT (s+ i+1/ + j+1/b - € J)
ogi¢a-2
0¢j ¢b-2
Ci’j=0 pour 1/3 +j/b £:)
£ = pour i/a + I/b : i [

Rappelons que suivant B. Malgrange [M, ] on peut munir o[s,J—] S d'une structure de

9[[; S m-module 1'action de la nouvelle variable t, et de a/at étant respectwament
tg(s) fS =g(s) 51

3/ 3t (9(s)FS) = ~t™"(s+1) g(s)fS = - 8.a(s=1) ¢
f



22

soit encore s=—a/at.t :
On note 9><=9l13" ) bx,tzblt"x&: et
M=9,[s] fScN= 9, fc o[s.Jf—]fs :
e

Le complexe de Gauss—Manin de f est DR(N) = 2 x = @ L, et si fest & singularité isolée ce

: 0,
systeme n'a de la cohomologie qu'en degré 1 et n. On appelle systéme de Gauss—Manin de f le
!)t—module 2

G =HY(N) n'®groupe de cohomologie de DR(N).

Conformément & F.Pham [Ploud [M,]ona:
N 2 9>(,t S(t“f)

n
- n ] a . g
G=Q ? N=D , f /{g( /) Den)

Le réseau de Brieskorn est le sous-espace G, de G formé des éléments de 1a forme dx, A...
A OXp ®8(X) £S,

Le réseau saturé est :
[»=]
~ k
G, = 2(1(%3)" Go
k=0
B. Malgrange montre dans [M, ], qus le morphisme naturel

HY(M) = D, (5115 7(2(9/3,, ) D, [s1f8) ——> G, est surjectif et d'image G, , et 11

démontre le résultat suivant :

Théordmes [M,][M,]: Le C{t}-module B, est librede rang i, a/at est inversible sur G,
Go contient ad/at Go, t Gp = 3'1/at Go et D(s) estégal au polynome mimmal de
1'action de (-s) sur 'espace vectoriel 'G'o/(a-jlat] 6o .

Remarquons que 1'existence d'un bon opérateur S = sk+14 Sg’-, sL+...+SE'2+1 annulant fS
(voir 83) entraine :

L

Go = 2((t9/531)8) Go

. 0

d'oUontire dim Gy / Gy < 00 (propriété de régularité) .

6.1 Lemme: SoitU=SuyEieZ0.5. Ona (-1)1g=((9/3)" 5, donc UeN.
On note [U] sa classe dans G (identifiée & dx%U).Ona:

UeZ @[U]Ea-"-"at Go
UeZ &[Ule G,.
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Preuve: Lapremiére assertion s'obtient aisément par récurrence suri :
_ayi 3 _d o iy S__ (s-1)..(s-1) S_
(-1 ¥y B=¥y (s (s-1+1)/f) fog flhalo) £

§i+1
1 suffit de démontrer 1'une des deux équivalences car Z’=E fS+ nZ etsi U= Uy fS +n(U’) on
a: "¢ [nUl=0a/3t[u], [UsfSleGyc G, , donc:

[Ule 8, @ nUle 8, e [U1e(®/3)" 6.

Démontrons la deuxiéme équivalencs :
‘[Ule B, @3Peds], [U]=[P(s) f5]
S U-P(s) S €2 /g, 9, 15= 5%y, D,
& c(P(s) f8) = U , cequiéquivautd UeZ’
car endivisant P(s) par les Sij(s-1) on trouve:
P(s) 8= (C_ S| (s-1) + £Cy Sp(s-1)) 5+ DS De D
1~ n-1
=25Cy Hp(s-1)+Df%e 3 DE;
2=0 i=o0
n-1
donc P(s)fSe @ DEE @D 9 J(f) d'aprés lelemme 2.2.
i=0

Le calcul précédent peut encore s'écrire :
[P(s) 5] =0/ ;[ CpHpl+[DFS]= 9/3[c(ECy Hpyl + [DF5]
et on en déduit deux conséquences :
- L'application 717 —> 8, /® -1/at) 8, définie par le lemme 6.1 est

bijective.
- Go /Go est engendré par a/at [Hp), £=0,...,L-1 comme 0,,~module.

Reprenons les notations de la remarque 4.5.2. On se donne up j C Lp,j i Ep systéme
libre définissant une base de Lo ;/Lp 541. Pour chaque u € U, ; on choisit By, € D[s]fS tel
que Ing4j c(By) = uo o AT Uj-1 &j-1 + ugj eton note y, laclasse de [c(B, ] dans

50/(a/at)"1 8o, Vp,j 'ensemble des y,, lorsque u parcourt Uy et V=UVp g

6.2 Proposition: V est une base de §o/(a—1/at)60 qui se reléve comme toujours en une
base [G(Bu)] méo i

Preuve: Il estclair que U=U up j est une base de E. Comme p =dim E =dim 2'/Z, il est
suffisant de montrer que {c(B,)/u € U} définit une partie libre de Z'/Z.
Raeisonnons par 1'absurde : Soient A\, € C non tous nuls tels que > Ay (By) €Z. On

pose alors : uel
p =1inf{p(u) +j(u)/A\ =0}, J(u)=j siue U

j =max{j(u)/p(u)+j(u) =p , Ay =0}

P.,)
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Onaalors : lnP(Z)\uc(Bu)) =Vo Ep +...4 Vi Ej €Zp avec

vi=2 N, donc vy €Ly y4
(uy=] :
. p(u)=p-

¢

Ceci contredit le fait que up j définit une base de Lp,j/’-p,j-r‘! :
On peut également montrer que {c(B), u € U}engendrent Z'/Z.

6.3 Proposition: La matrice de a/at t dans la base V ordonnée convenablement est
triangulaire, diagonalisable, la valeur propre correspondant & VP [ étant |of+p-j.
Preuve:  Soit VP 1'espace vectoriel engendré par la réuniondes V . ; . tels que p'-j’=p .
On pose Wp =@ Vg et Wy = Dv,.

PP PP

11 suffit alors de démontrer les assertions suivantes :
1) /att (w )C Wp

2) Lapphcatlonmdurte par a/att sur wp/wp _VP est égale a (Jof+p)Id ,

qui se déduisent & leur tour de 1’expression de In c(Bu) et du lemme 1.5 sous la forme
suivante :

P

¢- a/at+Iotl+p)[u§]]=IPU-K(u)+J)E]] [uhEjq], car (973 - xjUl=0
ou /att[ulsj]—(luhp-j)[u§]]*[(pu K(uEy ]+ [uhgyq]
et p((pu- X(u))Ej ,p(uth+1) >p-j slue up’} ¢

Cette proposition permet en utilisant le théoréme de Malgrange cité plus haut de vérifier a
nouveau le théoréme 4.3, sans passer par la preuve de la proposition 4.2 .
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