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1 Topologie des espaces vectoriels normés

Les espaces vectoriels considérés dans ce cours sont tous réels, i.e. le corps des scalaires est R.

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel.

On appelle norme sur E une fonction || - || : E — R vérifiant :
(i) VAEeR, Vx € E, ||Ax]| = |A]l|x]|
(ii) Vx € E, x| =0 = x=0

(ili) Vx,y € E, lIx + |l < lIx|l + |yl (inégalité triangulaire)

Définition 1.2. On appelle espace vectoriel normé un couple (E, || - ||) ot E est un espace vectoriel et || - ||
une norme sur E.

Proposition 1.3. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alors

1. |0l =0,
2. Vx€eE, |x|| >0,
3. Vx,y € E, |lIx|| = lI¥lll £ lIx — || (inégalité triangulaire inversée).
Démonstration.
1. Pour éviter toute confusion, on note 0 € E et 0 € R. Alors ||0]| = ||0 - 0|| = |0]||0|| = O.
2. Soit x € E alors 0 = ||0]| = |lx — x|l < [Ix|l + Il = x|l = lIx]| + | = L{{Ix]l = 2||x[|, dott [|x]| > 0.

3. Soient x,y € E alors [[x|| = |lx — y+ yll < lIx = yll + [[yll dot [Ix]| — Iyl < llx = ylI.
De méme, ona ||yl - [Ix|| < [ly = x|l = | = Llllx = yll = lIx = ylI.
Donc [[|x|| = Iyl = max ([[x|| = Il Iyl = llxl) < [lx = yll. u

Proposition 1.4. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F C E un sous-espace vectoriel. La restriction de
| - || @ F est une norme sur F, appelée norme induite.

Exemples 1.5. Soit d € N\ {0}. Les fonctions suivantes sont des normes sur R?.
1/p

d
Lol 1l, : RY > R définie par [|(x;. ... xp)ll, = | D |x¢|"| ,oup>1,
k=1
2. |l : RY = R définie par [[(xq, ..., X )l = max(|x1|, . |xd|).
On vérifie aisément que || - ||, et || - ||, sont des normes.
Concernant || - ||, lorsque p > 1, on pourra consulter Iexercice 3.
La norme || - ||, s’appelle norme euclidienne sur RY.

Exemple 1.6. Soit X un ensemble. On considére E l'espace vectoriel des fonctions X — R bornées.
On définit || - ||, : E - Rpar || fll, = sup{|f(x)] : x € X}.

Alors || - || est une norme sur E. Elle s’appelle norme de convergence uniforme puisque (f,,), tend uni-
formément vers f si et seulementsi || f,, — ||, tend vers 0.

1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 1.7. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soient a € E et r > 0.
On appelle boule ouverte centrée en a de rayon r la partie

Ba,r)={x€eE : ||x—al <r}
et boule fermée centrée en a de rayon r la partie

Be(a,r)=={x€E : |[x—al| <r}.
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Définition 1.8. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit que U C E est ouverte dans E (ou un
ouvert de E) si
Vx e U, de > 0, B(x,e) cU

et que C C E est fermée (ou un fermé) si E ~ C est ouverte.

Proposition 1.9. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alors
1. @ et E sont ouverts et fermés.
2. Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
3. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
4. Une union finie de fermés est un fermé.
5. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

Démonstration.

1. L'énoncé Vx € @, Ie > 0, B(x,e) C @ est vrai puisque 1'on quantifie universellement sur 'en-
semble vide. Donc @ est un ouvert et E = ¢ est un fermé.
Soit x € E alors B(x,1):=={y€E : |ly—x|| <1} CE.
Donc E est un ouvert et @ = E€ est un fermé.

2. Soit (0;);c; une famille d’ouverts de E. Soit x € | J,c; O;, alors il existe i € I tel que x € O;.
Puisque O; est un ouvert, il existe £ > 0 tel que B(x,¢) C O;. Donc B(x,¢) C O; C |J,¢; O;-
On a bien montré que Vx € | J,c; O0;, 3¢ > 0, B(x,¢) C J,c; O,, i.e. que | J,c; O; est un ouvert.

3. Soient Oy, ..., O, des ouverts de E. Soit x € O; N --- N O,..
Soiti =1, ..., r. Puisque O; est ouvert, il existe ; > 0 tel que B(x,¢;) C O;.

Posons € := min(gy, ..., ¢,) alorse > 0 et B(x,e) C Oy N ---NO,.
On a bien montré que Vx € O; NN O,, 3¢ > 0, B(x,e) CO; N--NO,,ie.que O;N--NO, est
un ouvert.

4. Soient Cy, ..., C, des fermés de E. Alors (C; U -+ U C,)c = C{ n - N C; est un ouvert comme
intersection finie d’ouverts. Donc C; U --- U C, est un fermé.

5. Soit (C)),e; une famille de fermés de E. Alors ()¢, Cl.)c = |J,e; C; est un ouvert comme union
d’ouverts. Donc [),c; C; est un fermé. [
Remarque 1.10. Une intersection quelconque d’ouverts (resp. une union quelconque de fermés) peut
ne pas étre un ouvert (resp. un fermé). En effet, considérons 'espace vectoriel normé (R, | - |), alors,

1 1
ourn € N, ]—L, 4 [ est un ouvert mais | | ]— s [ = {0} n’est pas ouvert.
P ntl” ntl nend ntlntl 0} P
Définition 1.11. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et § C E.

On définit 'intérieur de S par
S:={xe€E : >0, B(x,e) C S}

et 'adhérence de S par
S:={x€FE : Ve>0, Blx,e)NS # B}.

Définition 1.12. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et § C E.
On dit que S est dense dans E si S = E.

Proposition 1.13. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E, alors
1. 8¢ = (S,
3 SA = (),
3. 5cScs,
4. Sestle plus grand ouvert contenu dans S,
5. S est le plus petit fermé contenant S.
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Démonstration.
L (S¥={x€E :Ve>0,B(x,e)n S # @} =8¢
— - 2\ =
2. (S) = (S = <SC> =S¢

3. e Soitx € S. Alors il existe £ > 0 tel que B(x,e) C S. Donc x € B(x,e) C S.
e Soit x € S. Soit € > 0. Alors x € B(x,¢) NS, donc B(x,e)N.S # @. Ainsi x € S.

4. Soit x € S. Alors il existe € > 0 tel que B(x,e) C S. S

Soit y € B(x, €). Posons y := € — ||x — y|| alors > 0. e /\,\_\
. L7 RN
Soit z € B(y, n) alors K Y
l/ \\\ y // \\
lx =zl =llx—y+y-—zl ! o ;
™ > i
<lx =yl +1ly -zl 8 X ;
<llx=yll+n K
=€

Donc z € B(x,e) C S etainsiy € S.
On a bien montré que Vx € S, 3¢ > 0, B(x,¢) C S, i.e. que S est ouvert.

Soit O un ouvert contenu dans S. Soit x € O. Alors il existe € > 0 tel que B(x,¢) C O.
Ainsi B(x,e) cO c S.Doncx € S.D'ouOC S.
On a bien montré que .S est le plus grand ouvert contenu dans .S.

5. On a que S¢ est le plus grand ouvert contenu dans S¢.
o C
Dongc, en passant au complémentaire, S = (S C> est le plus petit fermé contenant S.
Corollaire 1.14. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E, alors

1. S est un ouvert si et seulement si_§ =,
2. S est un fermé si et seulement si S = S.

Proposition 1.15. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alors
(i) VS,TCE,ScT = ScT (i) VS,TCE,ScT = ScT
(i) VSCE, S=8 (i VSCE,S=8

(ii'y VS,TCE,SNT=8nT
(iv') VS, T C E,SUT > SuUT

(iii) VS, T C E, SUT =SUT
(iv) VS,TCE,SNTcSNT
Remarque 1.16. Les inclusions réciproques de (iv) et (iv”) sont généralement fausses.

Considérons par exemple (R, | - |), S :=[-1,0[ et T :=]0,1],alors SNT =@ € SN T = {0}.

Définition 1.17. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et § C E.
On définit la frontiére de S par 95 := S~ S.

Proposition 1.18. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E, alors
1. (a) 0S={x€E : V>0, B(x,e)NS # @ et B(x,e) N S # B}.
(b) 0S8 =0(S5°).
2. (a) S=SUdS.
(b) S est fermée si et seulement si 05 C S.

3. (a) SNoS =g.
(b) S est ouverte si et seulement si S NS = @.
4. 0SS est un fermé.
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Démonstration.
1. Découle immédiatement des définitions.

2. (a) OnaSudScSuUdS=SetS=SUdScSUIS.
(b) e SiS estferméealorsdS CS=.3S. _
e SidS c Salors S =SuU0dS c.SdoncS =S etsS estfermée.

3. (a) Par définition de o.S.
(b) S est ouverte & S¢ est fermée < d(S)C S ©adSC S ©aISNS=0.

4, 0S=Sn (S )C est l'intersection de deux fermés.

a€S a€S a€es ag oS
beS bgS beS bedS
cgS c¢gS ceS ceaS
dg¢sS d¢S d¢S dgos

c
FiGure : Représentation de l'intérieur, de ’adhérence et de la frontiere.

1.3 Continuité

Définition 1.19. Soient (E, || - || ) et (F, || - || ) deux espaces vectoriels normés. Soit S C E.
On dit que f : § — F est continue si

Vx€S,Ve>0,In>0,Vye S, |lx—ylg<n = If&x)-fOlr <e

Proposition 1.20. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient S C Eet f : S — F, alors les énoncés suivants sont équivalents :
(i) f est continue
(it) Pour tout ouvert U de F, il existe un ouvert V de E tel que f loy=vns
(iii) Pour tout fermé C de F, il existe un fermé D de E tel que f~'(C)=Dn S

Démonstration.

e Montrons que (i)=>(if).
Soit U un ouvert de F. Soita € f~'(U) alors f(a) € U et il existe €, > 0tel que B(f(a),e,) CU.
Par continuité de f, il existe , > 0 tel que f (B(a,n,) N S) C B(f(a),e,) CU.
Ainsi B(a,n,)n S c f~1(U).
Posons V := | ¢ 1wy Bla,n,). Alors V est un ouvert de E comme union d’ouverts et

vns= (J Ban)nScrl@Wcvns
acf~1(U)

e Montrons que (ii)=> (7).
Soient a € S et € > 0 alors il existe un ouvert V' de E tel que Y (B(f(a),e) =V NS.
Puisque a € V' et que V est un ouvert, il existe n > 0 tel que B(a,n) C V.
Ainsi f(Bla,m)nS)C fVnS)=f (f_1 (B(f(a), 6))) C B(f(a),#).

e Enfin (ii) et (iif) sont équivalents en passant au complémentaire. [ |
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Proposition 1.21. Soient (E, || - || ) et (F, || - || ) deux espaces vectoriels normés.
Soit f : E — F une application linéaire, alors les énoncés suivants sont équivalents :
(i) f est continue;
(ii) f est continue en 0;
(iil) M 20, Vx € E. Il < Ml|x]l .

Démonstration.

e Limplication (i)=(ii) est vraie car une fonction continue est continue en chaque point de son
domaine par définition.

e Montrons que (if)=>(iii).
Supposons que f soit continue en 0. Alors il existe # > 0 tel que

Vx€E, |xllg<n = I/l L1

Soit x € E~ {0} alors [ £ (2=x)| <10t £l < Hixllp- BE1F Ol =0 < 2ol 5.

Ixll g

Donc M := % convient.

e Montrons que (iii)=(i).
Supposons qu’il existe M > O tel que Vx € E, || f(x)|lp < M||x]|g.
Soient x € E et € > 0. Posons 7 := MLH alors # > 0.
Soit y € E tel que ||x — y|| g < n alors

M <e.

IfC)=FWllp = lfx =Dl <Mllx=ylg Sevrel s

On a bien montré que
Vx € E,Ve>0,3n>0,Vy € E, |x—yllg <n = [f )= fWF <&,
i.e. que f est continue. |

Corollaire 1.22. Soient (E, || - ||g) et (F,|| - || p) deux espaces vectoriels normés. On note L .(E, F) l'espace
vectoriel des fonctions linéaires continues de E dans F.
Pour L € L .(E, F), on pose ||L|l| := sup |[L)||f.

llxllg<1
Alors
L(x L(x
2. Si E # {0} alorsVL € L(E, F), ||L||| = sup NENF _ sup NEGNF _ sup ||LG)|lp,
0 IxllE  oquxip<r IxllE jxgp=t
3. Il - lIl est une norme sur L (E, F), appelée norme d’opérateur ou norme subordonnée,
4. VL e L(E,F),Vx € E, |[L)|lg < lILINIx] £,

€1

. Si(G, || |lg) est un espace vectoriel normé, alorsVL € L (E, F), VK € L (F,G), [|Ke L[| < IIKIII[ILIIl-

1.4 Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 1.23. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Soient (x,),5,, une suite d’éléments de E et £ € E.

On dit que (x,), tend vers £, ou que (x,), admet # pour limite, noté lirll x,=1¢,si
n—T1+00

Ve>0,AIN eN,Vn>ny,n> N = ||x, - | <e.
On dit qu'une suite est convergente si elle admet une limite.
Remarque 1.24. On peut se ramener a 1’étude d’une suite réelle : en effet, on vérifie aisément que

lim x, =¢ & lim |x,—¢| =0.
n—>+o0o n—>+0o0o
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Proposition 1.25. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normeé.
Soient (x,,) 5, une suite d'éléments de E et ¢,,¢, € E.
Si lim x,=7¢;et lim x,=1¢,alors | =¢,.

n—>+oo n—>+oo

Démonstration. Supposons que lim x, =7¢, et lim x, = &,.
PP q nodoo M 1 notoo M 2

Soit € > 0, alors il existe Ny, N, € N tels que

Vn>ngn>N, = |I£;-x,] 5% et Vazngn>N, = [£,-x,|l < %
Posons n := max(ngy, Ny, N,) alors ||£] — &5|| < |1 — x,|| + ||x, — &5l < e.
On a montré que Ve > 0, ||| — &,|| < g, donc ||£) = £5]| =0,ie. &) =¢). [ |

Lemme 1.26. Soit (E,
Si une suite (x,)

| - |I) un espace vectoriel normé.

n>n, 4 €léments de E converge alors elle est bornée, i.e. IM > 0, Vn > ny, ||x,|l < M.

Démonstration. Soit (x,),,, une suite d’éléments de E convergeant vers £ € E.
Alorsil existe N e NtelqueVn > ny, n > N = ||x, - 7| < 1.
Posons r := max(ny, N). Pour n > r, on a donc ||x,|| < 1+ [|Z]].

Posons M := max <||xn0||, gl ees g 11+ ||f||).
Alors M > 0 et on a bien Vn > ny, ||x,|| < M. [ |
Proposition 1.27. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.

Si une suite d'éléments de S converge alors sa limite est dans S.

Démonstration. Soit (x,),5,, une suite d’éléments de S convergeant vers £ € E. Montrons que ¢ € S.
Soite > O alorsil existe N € NtelqueVn > ny, n > N = ||x, - 7| < %

Posons n := max(ny, N) alors x,, € S et |[x, — 7|| < % <g doux, € B, ¢).

On a montré que Ve > 0, B(Z,e)NS # @,ie. £ € S. |

Corollaire 1.28. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E, alors .S est fermée si et seulement si
pour toute suite convergente d’éléments de S, la limite est dans S, i.e.

Y(x,), € SV, (Elf €E, lim x,= f) = £ €S.
n—T00
Démonstration. Supposons que S soit fermée. Alors la limite de toute suite convergente d’éléments
de S est dans S = .S d’apres la proposition précédente.

Réciproquement, supposons que toute suite convergente d’éléments de .S converge dans S.
Soit x € S. Pour n € N, il existe x,, € B (x, #1) N S par définition de I'adhérence.

Alors (x,,),en est une suite d’éléments de S convergeant vers x. Donc x € § par hypothese.
On a ainsi montré que S C S et donc que S = S. Ainsi S est un fermé de E. |

Proposition 1.29. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient SC E,ae Setf : S — F.
Alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite (x,,), € SN convergeant vers a, (f(x,)), converge

vers f(a).

Démonstration. Commengons par supposer que f est continue en a.
Soit (x,), € SN convergeant vers a. Soit € > 0.
Puisque f est continue en g, il existe # > 0 tel que

Vxe S, lIx—alg<n = /) - f@llp<e

Puisque (x,) converge vers g, il existe N e NtelqueVn e N, n > N = ||x, —allg <.
Soit n > N alors ||x, — al|g < netdonc || f(x,) — f(a)llp < €.
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On abien montré que Ve > 0, AN e N, VneN, n > N = | f(x,) — f(@)llr L&,
i.e. que (f(x,)),en converge vers f(a).

Montrons désormais la contraposée de la réciproque. Supposons qu'il existe une suite (x,), € S
convergeant vers a telle que (f(x,)), ne converge pas vers f(a).

Puisque (f(x,)), ne converge pas vers f(a), il existe € > 0 tel que, pour tout N € N, il existe n € N
vérifiantn > N et || f(x,) — f(a)||f > €.

Soit # > 0. Puisque (x,), converge vers a, il existe N € NtelqueVn eN, n > N = ||x, —allg <n.
Ainsi il existe n € N tel que n > N et ||f(x,) — f(@)||p > €. Alors x, € S, ||x, —allp < net
1£Ce) = F@ll > .

On a bien montré que 3e > 0, Vi > 0, Ix € S, [|x —allp < net| f(x) — f(a)]l > ¢, i.e. que f n'est pas
continue en a. |

On démontre aisément le lemme suivant par récurrence.
Lemme 1.30. Soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante alors Vn € N, ¢(n) > n.

Définition 1.31. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soit (Xp)pzp, Une suite d’éléments de E.
On appelle sous-suite (ou suite extraite) de (x,),s,, toute suite de la forme (xX,,;))y>n, OU @ : N > Nest
une fonction strictement croissante.

nxng

Proposition 1.32. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soit (x,,)
geant vers ¢ € E.
Si (X () Inzn, €St une suite extraite de (x,,) 5, alors nl_i)lgo X

nzn, Une suite d'éléments de E conver-

£

@(n o) =

Démonstration. Soit (x,),,, une suite d’éléments de E convergeant vers £ € E et ¢ : N — N une
fonction strictement croissante.

Soit € > 0. Par convergence de (x,),, il existe N e Ntel que Vn > nyj, n > N = ||x, - 7| <e.

Soit n > ng tel que n > N. Alors @(n) > nj et p(n) > N. Donc ||x,, = £l < e.

On a bien montré que Ve > 0, IN € N, Vn > ny, n > N = ||x,,) — 7|l < ¢, i.e. que (x,,)), converge
vers Z. |

1.5 Compacité

Définition 1.33. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
On dit que S est compacte si de toute suite d’éléments de .S on peut extraire une sous-suite convergeant
dans S.

Proposition 1.34. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact. Soit S C K.
Si S est fermée alors S est compacte.

Démonstration. Soit (x,),,, une suite d’éléments de S.
Puisque c’est en particulier une suite d’éléments de K compacte, il existe # € Ketop : N = N

strictement croissante telle que (x(p(n))nZnO converge vers 7.

Puisque (x,,,)), est une suite d’éléments de S, ona que £ € S=3S.
On a bien montré que de toute suite d’éléments de .S on peut extraire une sous-suite convergeant dans
S, i.e. que S est une partie compacte. |

Définition 1.35. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une partie S C E est bornée si
aIM >0,Vx €S, ||x|| £ M.

Proposition 1.36. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Toute partie compacte de E est fermée et bornée.
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Démonstration.

e Montrons d’abord que si K est une partie compacte alors elle est fermée.
Soit (x,),,»,, une suite d’éléments de K convergeant vers £ € E. Il suffit de montrer que ¢ € K.
Puisque K est compacte, il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que
(X (n))nzn, CONVErgE Vers feK.
Or (x o(n))n>n, CONVErge aussi vers ¢, comme suite extraite d’une suite convergente.

Par unicité de la limite, on obtient que £ = /eK.

e Montrons par contraposition que si K est une partie compacte alors elle est bornée.
Supposons que K soit une partie non-bornée de E.
Ainsi, pour n € N, il existe x,, € K tel que ||x,|| > n.
Montrons que la suite (x,,),cn ainsi construite n’admet pas de sous-suite convergeant dans K.
Soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante. Alors ||x [l > @(n) > n — +00.

Donc (x ), n'est pas bornée et n’est donc pas convergente. Ainsi K n’est pas compacte. n

Corollaire 1.37. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact non-vide.
Alors min ||x|| et max ||x|| sont bien définis.
xeK xeK

Démonstration. Montrons que max ||x|| est bien défini, la démonstration est similaire pour le mini-
xXE

mum.

Puisque K est compacte et non-vide, {||x|| : x € K} est une partie majorée et non-vide de R.

Ainsi M := sup ||x|| est bien défini. Il reste a montrer que M est atteint.
xeK

Soit n € N, alors, par définition de la borne supérieure, il existe x, € K tel que M — % < |lx,|l £ M.
Puisque K est compacte, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (x(p(n))n converge vers
¢ € K. Puisque M — % <M - % < ||lx,|l £ M, en passant a la limite il vient ||Z]| = M.

Il existe donc bien ¢ € K tel que ||| = sup ||x]|. |
xeK
Proposition 1.38. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || ) deux espaces vectoriels normés.

Soient S C E et f : S — F une fonction continue.
Si K est un compact de E inclus dans S alors f(K) est compacte.

Démonstration. Soit (y,),en une suite d’éléments de f(K).

Alors, pour n € N, il existe x, € K tel que y, = f(x,).

Puisque (x,), est une suite d’éléments de K compacte, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle
que (X)), converge vers ¢ € K. Par continuité de f, il vient que Yo = f Xpm) = f &) € f(K).
Donc f(K) est compacte. |

Remarque 1.39. On déduit des deux résultats précédents qu'une fonction continue sur un compact
non-vide est bornée et atteint ses bornes : ce résultat généralise le théoréme de Weierstrass stipulant
qu'une fonction continue sur un segment non-vide est bornée et atteint ses bornes.

1.6 Comparaison de normes

Définition 1.40. Soit E un espace vectoriel. Soient N et N’ deux normes sur E.
On dit que N et N' sont équivalentes si

Ja,p>0,Vx € E, aN(x) < N'(x) < BN (x).
Proposition 1.41. 1l s’agit d'une relation d’équivalence sur l'ensemble des normes sur E.

Exemple 1.42.
1 Vx € RY, [Ixll < l1xl; < dllxllqo-

d
2. Vx € R, [|xll < lIxlly < VXl
3. En particulier, les normes || - ||, || - ||l> et || - || sont équivalentes sur RY.
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Proposition 1.43. Soit E un espace vectoriel. Deux normes N et N' sur E sont équivalentes si et seulement
si elles définissent la méme topologie' sur E.

Démonstration.

e Supposons que N et N’ soient deux normes équivalentes sur E. Montrons qu'un ouvert pour
N’ est un ouvert pour N (par symétrie, on a aussi qu'un ouvert pour N est un ouvert pour N').
Soit O un ouvert pour N'. Soit x € O. Alors il existe € > 0 tel que By (x,€) C O.

Il existe f > 0 tel que Vx € E, N'(x) < N (x).
Soity € By (x, %) alors N'(x — y) < fN(x — y) < &. Donc By <x, %) C By/(x,€) C O.
Ainsi O est un ouvert pour N.

e Supposons que N et N’ soient deux normes sur E définissant la méme topologie.
La boule unité By (0, 1) est un ouvert pour N et donc pour N'.
Ainsi, il existe € > 0 tel que By (0,€) C By(0,1).

Soit x € E~ {0}. Alors 5-£—x € By:(0,6) C By (0, 1). Ainsi N <2N§(x)x> <1ie EN(x) < N'(x).

On a donc montré que Vx € E, %N (x) £ N'(x). L'autre inégalité s’obtient de fagon similaire en

intervertissant N et N'.
Donc N et N’ sont équivalentes. |

1.7 Cas de la dimension finie

Proposition 1.44. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, alors
1. Toutes les normes sur E sont équivalentes,
2. Les parties compactes de E sont les parties fermées et bornées.

Remarque 1.45. La proposition précédente est fausse si on ne suppose pas que E est de dimension
finie.

neN
sup,cy |x,l. Soit (u,), la suite de #*° définie par u, , = 1sik =netu,, = 0sinon.
Alors (u,), est une suite de B/(0, 1) n'admettant pas de sous-suite convergente.

Considérons 1’espace vectoriel 7% := { (x,), € RN : sup|x,| < +oo} muni de la norme [|(x,), |l =

On peut plus généralement démontrer qu'un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seule-
ment si sa boule unité fermée est compacte (lemme de Riesz, voir I'Exercice 19).

Lemme 1.46. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B = (e, ..., e ) une base de E.
d
On définit || - || : E = R par Z re|l = max, |4;], alors
e i=1,...,
1. || - |l est une norme sur E, .
2. Pour tout a > 0, B(0, a) est un compact de (E, || - o),
3. Les compacts de (E, || - || ) sont les fermés bornés.
Démonstration.

1. C’est laissé en exercice.
2. Soit @ > 0. Soit (x,), une suite d’éléments de B,(0,a). On note x, = 3’ 1,e;.
Alors [A}] < |Ix,ll < a. Ainsi (1)), est une suite réelle bornée.

Donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (A(lpl(n

De méme, il existe ¢, : N — N strictement croissante telle que (4
[—a, a]. Et ainsi de suite.
On pose @ := @) o @, o - o @,. Alors @ est strictement croissante et (/1; (n))n converge vers ¢;.

Onpose? :=(¢y,...,¢ ) alors £ € Bf(0,a) et ||x,) — Clle < Zle AL — | —— 0.

(n) n—+oo

))n converge vers £; € [—a, al.
2

o (<p2(n)))n converge vers £, €

Donc B(0, a) est un compact de (E, || - [|)-

li.e. une partie est ouverte pour N si et seulement si elle est ouverte pour N'.
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3. Onsait déja qu'un compact est fermé et borné. Il reste a vérifier qu'un fermé et borné est compact.
Soit K une partie fermée et bornée. Puisque K est bornée, il existe a > 0 tel que K C B(0, a).

Donc K est un fermé inclus dans un compact et est donc compact. [
Démonstration de la Proposition 1.44. On fixe B = (e, ..., e;) une base de E.
e Montrons d’abord queid : (E, | - ||) = (E. || - ||) est continue.

Soit x € E. Notons x = Y 4;e; alors

d d
Ixll = || Y Aves|| < D% 14l lell
i=1 i=1
d
<max(lley|l. ... llegI) D 14
i=1
<dmax(|lel, ... llegIDIxe
On a donc montré qu'il existe M = d max(|le(|[, ..., |ley|]) > Otel que Vx € E, ||id(x)|| < M||x|| .

Puisque id : E — E estlinéaire, on déduit de la Proposition 1.21 queid : (E, || - [lo) = (E, |l - |}
est continue.

e Montrons que S := {x € E : ||x|l, =1} est un compactde (E, || - |[)-
Tout d’abord S est un fermé de (E, || - || ,) comme image réciproque d"un fermé par une fonction
continue : S = (] - ||oo)'1({1}).
De plus S est inclus dans Bf’”_”w(O, 1) qui est un compact de (E, || - || )-
Donc S est un compact de (E, || - [|,) comme fermé inclus dans un compact.

e Ainsi .S est un compact de (E, || - ||) comme image d"un compact parid : (E, || - [|o) = (E, |- 1)
continue. Donc a := min g [|x|| et # := max, g ||x|| existent. De plus, a, f > 0 puisque 0 & S.

Soit x € E ~ {0} alors ﬁ € Sdonca < Hﬁ” < petainsi al|x||,, < |1x]] < Bllx|lg-

On a bien montré qu’il existe a, f > 0 tels que Vx € E, al|x||, < [Ix]| < BlIx|lo, ie. que || - || et
| - |l sont équivalentes.
Donc toutes les normes de E sont équivalentes a || - || -

e On a déja vu qu'un compact de (E, || - ||) est fermé et borné. Il reste a montrer qu'une partie
fermée et bornée de (E, || - ||) est compacte.
Soit K une partie fermée et bornée de (E, || - ||). Alors K est un fermé de (E, || - ||,) puisque les

normes sont équivalentes.
On sait qu’il existe M > 0 tels que Vx € K, ||x|| £ M. Ainsi Vx € K, [|x||, < % Donc K est un

compact de (E, || - ||,,) car fermé et borné.

Puis K est un compact de (E, || - ||) comme image d"un compact parid : (E,|| - |l) = (E, | - ID

continue. [}
Proposition 1.47. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || ) deux espaces vectoriels normés avec E de dimension finie.

Alors toute application linéaire E — F est continue, i.e. L.(E, F) = L(E, F).

Démonstration. On fixe B = (e, ..., e;) une base de E.

Puisque E est de dimension finie, || - || et || - ||, sont équivalentes et il existe donc g > 0 tel que
Vx € E, IIxll < Allxl -

Soit f : E — F une application linéaire. Soit x € E.

Posons M := max(|| f(e)l g, ---» | f(ey)ll ) et notons x = Y’ A,e; alors

rle =7 (3 4e )] = HZ Auf(e)

Donc f est continue d’apres la Proposition 1.21. [ |

< Il £l <M YAl < Mllxllg, < MBIIx| .
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1.8 Connexité par arcs

Définition 1.48. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une partie S C E est connexe par arcs
si pour tout a, b € S, il existe une fonction y : [0, 1] — E continue vérifiant (i) y(0) = q, (ii) y(1) = b,
et (iii) Vvt € [0, 1], y(r) € S.

Lemme 1.49. Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.
Démonstration.

e Soit I un intervalle non-vide (sinon I = @ est clairement connexe par arcs).
Soient a, b € 1. Définissons y : [0, 1] — R par y(t) = a + (b — a). Alors y est continue, y(0) = a et
y(1) =b.
Soitt € [0,1], alors a < y(r) < betdoncy(t) € I.
Donc I est connexe par arcs.

e Soit I une partie connexe par arcs de R, que I'on peut supposer non-vide. Soienta,b € I etc € R
telsque a < ¢ < b.
Puisque I est connexe par arcs, il existe y : [0,1] — R continue vérifiant y(0) = a, y(1) = b et
Vte[0,1], y(r) € 1.
On déduit du théoreme des valeurs intermédiaires, qu’il existe t € [0, 1] tel que ¢ = y(t) € I.
On a bien montré que Va,b € I, Vc €ER,a<c < b = c € I,i.e. que I est un intervalle. n

Proposition 1.50. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient S C Eet f : S — F une fonction continue.
Si T est une partie connexe par arcs de E incluse dans .S alors f(T') est connexe par arcs.

Démonstration. Soient a,b € f(T), alors il existe a, f € T tels que a = f(a) et b = f(p).

Puisque T est connexe par arcs, il existe y : [0,1] — E continue telle que y(0) = «, y(1) = f et
Vite[0,1], y(t) €T.

Posons 7 = feoy : [0,1] - F. Alors 7 est continue, 7(0) = a, (1) = bet Vt € [0, 1], 7(t) € f(T).

Donc f(T) est connexe par arcs. |

Corollaire 1.51. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, S C E une partie connexe par arcset f : S - R
une fonction continue. Soient a, b € S tels que f(a) < f(b), alorsVy € [f(a), f(b)], Ix € S, f(x) = .
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1.9 Exercices
Exercice 1. Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour ([Rz, -1, (RZ, Il -1l5) et

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel et N : E — R vérifiant
(i) Vxe E~{0}, N(x)>0
(ii) N)=0

(iii) VA€ R, Vx,y € E, N(x + Ay) < N(x) + |A|N(»)

Montrer que N est une norme sur E.

Exercice 3. Soient d € N~ {0} et p > 1. On définit || - ||, : RY 5> R par

d 1/p
1Gers - x )l = D |
k=1
1. On pose q = ﬁdesortequeq> 1 et;lj+é= 1.
Montrer que Va,b > 0, ab < % + 2
2. Montrer I'inégalité de Holder :
1/p 1/q

d d d
Vx,yERd,Z|kak| < Z|xk|p Z'yk|q
k=1 k=1 k=1

On pourra commencer par appliquer la question précédente d a := ﬁ et b:= ﬁ
p q

Le cas p = q = 2 est appelé inégalité de Cauchy—-Schwarz.
3. En déduire que || - ||, est une norme sur RY.
4. Montrer que pl_lgloo X1, = 1%l o-

Exercice 4. Soient p € N\ {0} et a, b € R vérifiant a < b.

b 1/p
On définit || - ||, : C%[a,b],R) > R par || fl, = </ |f(x)|1’dx> .

1. Montrer que || - ||, est une norme sur C%([a, b], R).
On pourra adapter les solutions de I'Exercice 3 en remplagant Y, par [.
2. Montrer que liI_EI WA, =11/l
p—too

Exercice 5. Montrer que les couples (E, || - ||) suivants sont des espaces vectoriels normés :
1. E=R[X]et] |, : XaX Y l|aim oumeR,,.
2. E = R{x}, I'espace vectoriel des séries entiéres réelles de rayon de convergence > p et

el Y apx = Y laglm
i>0 i>0
oum,p e R yetm<p.

3. E = Lip([a, b]) l'espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur [a, b], olt a < b, et

11 = 1f o + sup L=/
x,y€la,b] |x - yl
x#y

o0 00 1/p
4. E=¢P = {(xn),,eN eRN 1 Y x, P < oo} et [[(x,),ll, = (Z |xn|1’> ol p € [1, ool.
n=0 n=0

5. E =¢® = {(x,),en € RV bornée} et [|(x,),llo = SUP,en 1X,l-
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6. E = C%[a,b], F) I'espace vectoriel des fonctions [a, b] — F continues || f|| := sup ||f(x)||F ou
Xx€la,b]
a<bet(F,| | ) estun espace vectoriel normé.
7. E = B(X, F) I'espace vectoriel des fonctions X — F bornées et || f|| := sup || f(x)||r olt X est un
xeX
ensemble et (F, || - || ) est un espace vectoriel normé.

Exercice 6.

1. Soient (Ey, || - I1), -+ (E,. || - Il,,) des espaces vectoriels normés.
Montrer que (E := E|X...XE,, ||-||) estun espace vectoriel normé, ot || (uy, ... ,u,)|| :== max;_; (Il
2. Soit (E;, || - |I;);ey une famille d’espaces vectoriels normés.

Montrer que 1’espace vectoriel

E = {(fi)iel El_IEi ssup I £l < 00}

iel iel

muni de 'application
gy 5o R
" (fier P sup,e; Il f;ll;

est un espace vectoriel normé.

Exercice 7. Soient (E, ||-]|) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrer
que l'espace vectoriel E/F muni de 'application

E/IF - R
I-ler: x —  infu)
uex
est un espace vectoriel normé.
Exercice 8. Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé.
Montrer que l'application || - || : (E, || - l|g) = (R, ] - |) est une application continue.

Exercice 9.
1. On considere I'espace vectoriel normé (R, | - |).
(a) Déterminer I’adhérence et l'intérieur de Q.
(b) Les parties suivantes sont-elles ouvertes ? fermées ?
i@ ii. [42, +oo iii. ]—17,9] iv. ]—x, z[ v.Q vi.{x €R : 0< |x+1| <2}
2. Les parties suivantes de (R2, | - |l,) sont-elles ouvertes ? fermées ?

(@) A:={(x,y) €eR? : 0< |x+1| <2}

(b) B:={(x.y) €R* : 0<x <y}

(¢) C={(,y) €R® : |x| <let|yl <1}
(d) D:=={(x,y) eR? : xcQetyec Q)

() E:={(x,y) €R? : x¢Qouy¢Q)
(f) F={(x,y) e R? : x>+ <4}

Exercice 10. Dans cet exercice E désigne "espace des matrices carrées de taille nxn a coefficients réels.
On munit E de la norme || - ||, donnée par

M|, =  max m:.|.
1M X |m;; |
1. Montrer que (A,) converge vers L = (f,-j) € E si et seulement si pour tout (i, j) € {1,... ,n}z,

l/imn—>+oo Gijn = Cij-
2. Etablir que
2 IM, |l <400 = Z M, converge .

n>0 n>0
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3. Montrer que I'ensemble des matrices inversibles, noté GL,(R), est un ouvert de E.
Indice : On pourra considérer une matrice A inversible, remarquer que A+ M = A(d + A™' M),
choisir M de sorte que |A~' M|, < I et utiliser une série géométrique.

4. Montrer que GL,(R) est dense dans E.

Exercice 11. On considere E := £* l'espace vectoriel des suites réelles (x,,),cn bornées muni de la

norme |[(x,),en|l = sup |x,].
neN

On définit I'opérateur de Cesar? .T. : E = Epar T((x,)nen) = Vnlnen OU Y, = — dioX
1. Montrer que T est bien défini.
2. Montrer que T est une application linéaire continue et déterminer sa norme d’opérateur.

ne

Exercice 12. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E. Montrer que S est bornée si et
seulement s’il existe a € E et r > 0 tels que S C B(a,r).

Exercice 13.
1. Montrer qu'une intersection quelconque de compacts est compacte.
2. Montrer qu'une union finie de compacts est compacte.
3. Une union quelconque de compacts est-elle nécessairement compacte ?

Exercice 14. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact.
Soit (F,),cn une suite décroissante de fermés telle que Vn € N, F, N K # @.
Montrer que K N m F,#@.

neN

Exercice 15. Les parties suivantes de (R, | - |) sont-elles compactes ?
1.7 2.[0,1[ 3.]1—0,1] 4.10,1] 5.{—42,7,17} 6. [e, 17[U]17,42]

Exercice 16. Soient (E, || - || ) et (F, || - || r) deux espaces vectoriels normés, S C Eet f : § — F une
application continue.

1. Si K est un compactde F, f ~1(K) est-il nécessairement un compact de E?

2. Montrer que c’est toujours le cas si .S’ est compact.

Exercice 17. Soient a, b € R vérifiant a < b.

1. Montrer que Vf € C%([a, b1, R), || f1l; < Vb —allf|l;.
2. Montrer que ¥Vf € C°([a, b, R), |l < Vb — al| f || -

3. Montrer que lesnormes || - |1, || - [|; et || - [|c sont deux a deux non-équivalentes sur C%([a, b], R).
Indice : pour n € N, on pourra considérer f, : [a,b] — R définie par f,(x) = (x — a)".

Exercice 18. Soit E := R[X].

n n
P . k |ak|
1. On définit N; : E — R par N, <1;)akX ) = ];)7
Montrer que N, est une norme sur E.
2. Montrer que X" — 0 pour la norme Nj.
n—T+0o0

n
2 a
k=0

4 |ay|
+27.

n
3. On définit N, : E - R par N, <Z aka> =
k=1

k=0
Montrer que N, est une norme sur E.
4. Montrer que X" —— 1 pour la norme N,.

n—->+oo

5. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes?
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Exercice 19. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Pour a € E, on note

d(a, F) = )}glfp lIx —all.

(a) Montrer que pour tout a € E, il existe x € F tel que d(a, F) = ||x — a||.
(b) Onsuppose que F # E.Soita€ E~ Fetx € F tel qued(a, F) = ||x —a|.
Montrer qu’il existe b € E tel que d(b, F) = 1 et ||b]| = 1.
2. On suppose maintenant que E est de dimension infinie. Montrer qu’il existe une suite (b,),
d’éléments de E telle que, pour tout n € N, ||b,|| = 1 et d(b,, Vect(by, ..., b,_1)) = 1.
3. En déduire que E est de dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte
(lemme de Riesz).

Exercice 20. Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie. Montrer que F est fermé dans E.

Exercice 21. Soit (4;),c; une famille de parties connexes par arcs d"un espace vectoriel normé (E, || - ||)
telle que n A; # @. Montrer que U A; est connexe par arcs.

iel i€l
Exercice 22. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Que peut-on dire d'une partie A qui est a la fois ouverte et fermée?
Indice : on considérera une telle partie A et on examinera la continuité de 1 4.
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2 Calcul différentiel

2.1 Différentielle, propriétés élémentaires
2.1.1 Définitions

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvertde E, f : U — F une application, et a
un point de U. On peut avoir a I'esprit le cas trés important oit E = R" et F = R".

Définition 2.1. On dit que f est différentiable, ou aussi dérivable, au point a s’il existe une application
linéaire continue g : E — F telle que

fla+h) = f(a) - g(h) = o(h)

quand A tend vers 0 (le membre de gauche est bien défini si 4 est suffisamment proche de 0).

Unicité de I'application linéaire tangente. Une telle application g, si elle existe, est unique. En effet,
soit & une autre application linéaire continue telle que

fla+h)— f(a)—gh) =o(h).

Alors g(h) — g(h) = o(h) quand h tend vers 0, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe > 0 tel que
pour tout 4 dans E, si [|A|| < #, alors ||g(h) — g(h)|| < €||A||. Pour tout A dans E tel que ||a]| < 1, nous
avons || %hll < n. Par homogénéité, il vient

g(h) — gl < ellhll-

Onentire: ||§ — g|| < € pour tout e > 0 et § = g. Cet élément g de 'espace vectoriel normé L .(E, F)
sera noté
df,: E—-F

et appelé la différentielle (ou aussi dérivée) de f en a.

Proposition 2.2. Soit U un intervalle ouvert de R, a € U et f : U — R. Alors f est différentiable en a si et
seulement si f est dérivable en a. Dans ce cas, pour tout h € R,

df,(h) = f'(a)h.
Proposition 2.3. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Définition 2.4. On dit que f est différentiable dans U si f est différentiable en tout point de U. L'ap-
plication x = d f, de U dans L (E, F) est alors notée

df : U > L(E,F)

et appelée la différentielle de f.

On dit que f est continuement différentiable (ou aussi de classe C') en a si f est différentiable en
tout point d’un voisinage ouvert V deadans U etsidf : V — L (E, F) est continue en a (pour la
structure usuelle d’espace vectoriel normé de L (E, F)).

On dit que f est continuement différentiable (ou aussi de classe C!) dans U si f est continuement
différentiable en tout point de U, ou, de maniere équivalente, si f est différentiable en tout point de
Uetsidf : U - L.(E, F) est continue.

2.1.2 Dérivée directionnelle et différentielle

Définition 2.5. On dit que f : U — F est différentiable en a dans la direction h € E lorsque

fla+1th) — f(a)
t

posséde une limite quand ¢ tend vers 0. Dans ce cas, on la note 9, f(a) € F. Cette notion est parfois
appelée "Gateaux-différentiabilité”.
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Proposition 2.6. Si f est différentiable en a, alors f est différentiable en a dans toute direction h € E et
d f,(h) = 9y, f (a) pour tout h dans E.

Remarque 2.7. Une fonction peut avoir des dérivées directionnelles dans toutes les directions en un
point sans y étre différentiable :

xy2
f(X,y)=ﬁ,(X,y)7é(0,0), f(0’0)=0
x<+y

La fonction f est continue sur R?, admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions en
(0,0), mais n'y est pas différentiable.

2.1.3 En dimension finie

Un cas particulier trés intéressant et utile concerne le cas ot E = R™ et F = R" (le cas des fonctions
de m variables). Si (e;);<;<, désigne la base canonique de R”, la différentiabilité¢ de f en a dans la
direction e; est la notion de dérivée partielle de f en a par rapport a la j-iéme variable. L'usage est de
noter

9f

0, f(a)=0;f(a) = a—xj(a)-
Quand f est différentiable en g, elle admet des dérivées partielles dans toutes les variables en a et,
pour tout j € {1,...,m},

0,/(a)=df (e)).

Onnote f = (f}, -, f,)- Nous verrons dans la prochaine section que f est différentiable en a si et
seulement si les f; le sont et que, dans ce cas,

dfy=dfDg - (d o)

Proposition 2.8. Dans les bases canoniques de E et F, la matrice de d f,,, appelée matrice jacobienne et notée

J (f), est

of.
J.(f) = i(a)
dxj 1<j<m , 1<i<n

. RN s afi
Le coefficient de i-éme ligne et de la j-éme colonne est a—?(a).

J
De plus, J,(f)H est le vecteur colonne des coordonnées de d f,(h) dés que H désigne le vecteur colonne des
coordonnées de h; c’est aussi le vecteur colonne des coordonnées de la dérivée de f au point a dans la direction
h.

Remarque 2.9. Lorsque n = 1, on note V f(a) le vecteur colonne (0, f(a), ..., 0,,f (@)T et on I'appelle

“gradient de f en a”.

2.14 Propriétés élémentaires

Proposition 2.10. Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, V un ouvert de F, a un
pointde U, f, fi, f»: U — Fetg : V — G des applications telles que f(U) soit contenu dans V.
Alors, nous avons la liste de propriétés suivantes :

1. Si f est constante, alors f est différentiable en a et d f, = 0.

2. Si f : U — F est la restriction d'une application linéaire continue de E dans F, qu’on notera encore f,
alors f est continuement différentiable dans U et, pour tout x € U, on a :

df,.=f.
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3. Si f est différentiable en a et si g est différentiable en f(a), alors g f : U — G est différentiable en a, et

d(ge f), :dgf(a)°dfa'

En dimension finie et avec les notations de la Section 2.1.3, on a

(& ) =T pa)(8) Ju(f)s
ce qui sécrit :
Agefi -~ 98 9fx
———@=) oy @5 @

J k=1

4. Si F = FX---XF, est un produit d’espaces vectoriels normés, et f = (f,, ..., f,), alors f est différentiable
en a (resp. continuement différentiable en a, différentiable dans U, continuement différentiable dans U')
si et seulement si f; l'est pour tout i = 1,--- ,net:

dfy=d(f1)gs - d(fy)a)-

5. Si E = E; X+ X E, est un produit d’espaces vectoriels normés, et si f est la restriction d'une application
multilinéaire continue, qu'on notera encore f, alors f est continuement différentiable dans U et pour tout
(xp,,x,) €U :

dfix)mx,) -
(hl’ oo ,hn) = f(hl,xZ,. e ,Xn) + f(xl,hz,X3, e ,xn) + -+ f(xl, e ,xn_l,hn).

6. Si f et f, sont différentiables en a, alors f| + Af, est différentiable en a pour tout A € Ret :
d(fi+ Af2)g = d(f1)g + Ad(f2)q-

7. 51 F = R, si f| et f, sont différentiables en a, alors 'application produit f,f, (définie par x
F1(x) fo(x)) est différentiable en a et :

d(f1/2)a = (@d(f1), + f1(a)d(f3),.

8. Si E et F sont des espaces de Banach?, si f(U) est un ouvert de F et si f : U — f(U) est un homéo-
morphisme, différentiable en a, tel que d f,, soit une bijection de E sur F, alors = est différentiable en

b= f(a)et:
d(f_l)b = (dff—l(b))_l .

9. Si E et F sont des espaces de Banach, alors l'application ¢ : GL.(E, F) — GL (F, E) définie par u +— u™"
est continuement différentiable sur GL .(E, F) et sa différentielle en u € GL (E, F) est I'application
do, : L.(E,F)— L.F,E) définie par :

do,h)=-u"'ohou",

Démonstration. (1) est trivial. (2) vient du fait que :
fla+h) = f(a)=f(h).
Montrons maintenant la formule de composition de (3). Il suffit d’écrire, pour h € E assez petit :

ge fla+h) =g(f(a)+df,(h)+ ||hlle; (h)),

?Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire dans lequel les suites de Cauchy sont conver-
gentes. On peut pensericia E =R" et F = R".
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ot g (h) tend vers 0 quand & tend vers 0. La formule de composition a bien un sens puisque f(a) € V'
implique, pour A assez petit, que f(a + h) € V. On utilise ensuite la différentiabilité de g en b = f(a):

g(f(a+ h)) = gb) +dgy(d f,(h) + he () + [[Allex(d £, (R) + || hlle; (R)).

On en tire :
g(f(a+ h))=gb)+dgydf,(h)+dg,(he (h)) + ||h||E,(h),

avec &,(h) qui tend vers 0 quand & tend vers 0 (on utilise la continuité de d f,) La continuité de dg,
fournit alors :

lldgy(he (M) < IAllldgplllle; (RII-

On s’intéresse maintenant a (4). Supposons que f = (f}, -+, f,,) est différentiable en a. On peut écrire
que, pour h assez petit :
fla+h)= f(a)+df,(h)+ ||hlleCh).

On note p; la projection canonique sur la i-eme composante de 'espace produit. L'application p; est
linéaire continue. On en déduit :

fila+h) = fi(a)+ p; o d f,(h) + || hllp;(e(h)).

Inversement, supposons que les f; soient différentiables en a; on peut écrire que :

fila+h) = fi(a)+ p; o d fo(h) + || hllg;(h).

On en tire :
fla+h) = f(a)+df,(h)+ ||hlle(h),

avec €(h) = (g;(h), -+, g,(h)).
On s’occupe maintenant de (5). Soit f une telle application multilinéaire. On sait qu’elle vérifie :

If s y)ll < Cliygll == Nlyall-

On examine alors :

FOx+h) = f) = (f(hy,xp, ., x,) + f(X], hyy X3, X)) + o+ f(xp, . X, 1. hy)

Il s’agit d"'une somme de termes de la forme f(yy, -, y,) avec au moins deux y; distincts égaux a h;.
Ainsi, on peut écrire :
Nf syl < Clix " All%,

ol a est un entier au moins égal a 2.

L'assertion (6) résulte de (2), (3) et (4) via la composition par 1’application linéaire continue :
(x,y) > x + Ay.

L'assertion (7) est de méme une conséquence de (3), (4) et (5) via la composition par I’application
bilinéaire continue (x, y) — xy.

Montrons (8). Par le théoréme des isomorphismes de Banach (voir Théoreme 4.15) d f, est d'in-
verse continu. On peut donc considérer ¢ = ||d f, '|l. On pose y = f(x) et b= f(a).

On observe que :

y—b-df,(x—a)=|x-alle(x—a)

de sorte que
@)y =b) = (x—a) = |Ix —alld £, (e(x — a)).

On commence par en tirer que :
llx — all < c(lly = bl + llx — alllle(x — a)]) .
Pour y suffisamment proche de b, on a (continuité de f “Hx proche de a de sorte qu'on ait: ||e(x—a)|| <

(2¢)~! d’ot1 l'on tire :
Ix — all <2c|ly— bl|.
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On en déduit que :
I/ ) = b= df) ' (v =Dl < lly = bllIIEY = b

On traite le point (9). Commengons par montrer que GL (E, F) est un ouvert de L.(E, F). Soit u, €
GL.(E,F)etv € L (E, F)tel que [|v]| < |luy'|"". Ona:

uy + v =uy(Id +ualv)

et ”“51 v|| £ ||u6l [lllv]l < 1 de sorte que Id +ual v est inversible d’inverse ZZS(’)(—I)"(ual v)k. En particu-

lier, on obtient :
+o0

( + )7 = D (=DF g v)uy

k=0

Cela implique notamment que :
+oo
(g + )" = ug! = —ugoug + Y (= Dy o)k ug
k>2
L'inégalité triangulaire et la formule pour la somme du série géométrique fournit alors
+oo

D (=DFy o)y

k>2

+00

-1 -1 .k -1 =112 -1 -1

< lluy IIZIIuO olI* = llug  Illug oll*(1 = llug 0D~
k=2

Le conclusion sur la différentiabilité en u, s’ensuit. Pour la continuité de la différentielle (par rap-
port a u), il suffit de voir que l'application (v, w) = —ve-ew de L .(F, E) X L (F, E) a valeurs dans
L.(L.(E,F),L.F,E))estbilinéaire et continue.

[ |

2.2 Accroissements finis
2.2.1 Théoréme des accroissements finis

Théoréeme 2.11. Soient I = [a,p], Funemet® : I — F, ¢ : I — R. On suppose que ¢ et ® sont
dérivables sur I et qu'on a :
@' X)) <¢'(x), Vxel.

Alors :
(D) — D(a)|| < P(B) — Pp(a).

Démonstration. Fixons € > 0. Considérons 1’ensemble A défini par :
A={yel : :Viela,y], [P0 - P <P@)—P(a)+el—a)}.

Ona:a € A, donc A est non vide, A est majoré par f. A admet donc une borne supérieure notée
0 € [a, p]. Il est aisé de constater que A est fermé dans [a, f] puisque ¢ et ® sont continues sur I. La
borne supérieure de A est donc atteinte et par conséquent on a :

A =[a,0].

Il s’agit de montrer que 6 = . On suppose que 6 < f.
Ona:
[D(6) = P()]| < P(6) — p(a) +£(0 — ).

¢ et @ sont dérivables en 0, il existe donc 6 > 0 tel que, pour ¢ € [0,46] :
|6 + 1) — D) — 1D (O)]| < %l, lp(6 + 1) — p(6) — 1" (O)]| < %t.

Examinons alors :
| + 1) — P(a)|| < ||PO + 1) — PO + [|D(O) — D(a)]|.
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Il s’ensuit que :

D6 + 1) — D) < P(O) — p(a) + £(6 — ) + || + 1) — DO)]|.

On en tire :

|PO +1) — D(a)]| < () — P(a) +€(0 —a) + %l +1]|®"(O)]|
et

|DO + 1) — D(a)|| < P(0) — P(a) +&(0 —a) + %t +tlld" @l
d’otr:

[|[ DO+ 1) — P(a)|| < PO+ 1) — Ppla) + (0 — a) + t.
Ainsi,ona: 0+ 6 € A et c’est contradictoire. On en déduit 8 = # et donc :
|D(B) — ()| < P(B) — Pp(a) + (B — a)

et ce pour tout € > 0. |

2.2.2 Applications

Soient E, F des evn, U un ouvert de E, f : U — F une application C!. Soient aussi g, et a,
deux points de U tels que le segment les joignant soit encore dans U. Pour ¢ € [0, 1], on pose : a, =
(1 = t)ag + ta;. On introduit :

(1) = f(a,)

etona:
O'(1) = dfat(al - ag).

Proposition 2.12. S'il existe M > 0 tel que pour tout t € [0, 1], on a ||d f,;(a; — ap)|l £ M, alors :
I f(a) = flapll < M .

Proposition 2.13. S'il existe M > O tel que pour tout t € [0, 1], on a ||d f ;|| £ M, alors :

lf(ay) = flap)ll £ Mlla; — ayl| .

Proposition 2.14. Si U est connexe par arcs et que la différentielle de f est nulle sur U, alors f est constante
surU.

Proposition 2.15. Supposons que U est convexe et qu'il existe M > 0 tel qu'on ait 'inégalité ||d f,|| < M
pour tout x € U, alors f est M-lipschitzienne.

2.3 Différentielles partielles et d’ordre deux

2.3.1 Différentielles partielles

Soient E|, ---, E, et F des espaces vectoriels normés, E 'espace vectoriel normé produit E; X---XE,
(muni delanorme |[(x, -+, x,)|| = max(|]|x{], -+, [|x,]])), U unouvertde E, f : U — F une application
eti e {l,-,n}.

Définition 2.16. Pour tout a = (ay, -+, a,) dans U, on dit que f est différentiable (ou dérivable) par
rapport a la i-eme variable en a si I'application (parfois appelée la i-eme application partielle) x —
fay, - ,a;_1,x,a;,4,...,a,) est différentiable en g;.

La différentielle en a; de cette application, qui est un élément de L.(E;, F), est notée

0;f, ou 0;f(a)

et appelée la i-eme différentielle partielle (ou i-eme dérivée partielle) de f en a. Il s’agit d'une géné-
ralisation des dérivées partielles (qui correspondent au cas ot E; = ... = E, = R).
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Proposition 2.17. Si f est différentiable en un point a de U, alors f est différentiable par rapport a chaque
variable en a et :

df, : (hy by e )0 fo(h).
i=1

Démonstration. Soiti € {1,---,n}. Soit x € E;. On pose %; = ¢;(x) := (0, - ,0,_)&, 0, ---,0). La différentia-
i
blilité de f en a permet d’écrire :

fla+Xx)— f(a)—df,(x)=x;lle(x;) = lIx]le o g;(x).

X; = f(a+X;) est donc différentiable en 0 et dérivée d f, o q; =: 0,f, € L.(E;, F). Pour h € E, on écrit :

i=1

et il vient par linéarité :
n

df(h) =) df,(hy).

i=1

Remarque 2.18. La réciproque est fausse en général. Considérer I’'exemple :

f) =52 (xy) #(0,0), £(0,0) =0.
x“+y

Proposition 2.19. Lapplication f est C' sur U si et seulement si f est différentiable par rapport @ chaque
variable en tout point de U et si pour tout i = 1, ---,n, Uapplication o;f : x — 0,f, de U dans L.(E;, F) est
continue sur U.

Démonstration. Supposons d’abord que f est C! sur U. Alors, f est différentiable par rapport a chaque
variable (proposition précédente) et on a, sur E; :

dfaoql‘zaifa’

oug;, : hy » (0, ’O’fi’ 0,-:+,0) est une application de L(E;, E). La continuité par rapport a a en

1
découle par composition.

Réciproquement, supposons que f est différentiable par rapport a chaque variable et de différen-
tielles partielles continues sur U.
Soita € U et € > 0. Il existe 6§ > 0 tel que pour tout h = (hy, -+, h,) tel que: |h]| < §,ona:

(a+h)€U et ||a,-fa+h—a,-fa||S£-

On pose h(0) = (0, ---,0) et
h(k) = (h'l’ h'29 R hka()’ o ’O)-

On a h(n) = h. On peut écrire la somme télescopique :

n

fla+h) = f@ =) (fla+htk—=1)+Rh)— fa+hk-1)),

k=1
ott i, = (0, -+, 0, Ay, 0, -, 0).

k
On écrit alors :

n

fla+hy=f@=Y 0 fah) =Y (fla+htk=1)+h) = f@a+htk—1) =0 f,(hy).
k=1

k=1
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On considere, pour tout ¢ € [0, 1],
(1) = f(a+ hk — 1) + thy) — 10, f,(hy)
et, par différentiation d'une composée, on observe que :
(1) = dfa+h<k—1)+zhk(ilk) — O Sfally) = akfa+h(k—l)+tﬁk(hk) — O Salhy) -

Par continuité des différentielles partielles, on en déduit que, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que,
pour h € E tel que ||h|| < rettouts € [0,1], ona

Id fasng=1y+h, i) = O FaCi)Il < ell gl

Par I'inégalité des accroissements finis, il s’ensuit que :

Hf(a +h) = f(@ = Y 0cfulh)| < mellhll.
k=1

f est donc différentiable en a et de dérivée :
n
df,(h) =) 0, fu(h).
k=1
Les 0, f, ° p; € L.(E, F) sont des fonctions continues de a comme composées de fonctions continues.

Corollaire 2.20. Supposons que E = R™. Si f est différentiable en a = (ay, -+, a,,) € U, alors f admet des
dérivées partielles par rapport a chaque variable en a :

flay, - a1, %01, ,a,) = f(a)
ax,- X—a;,X#a; X —a; '

La différentielle en a est donnée par :

df(h) =) 0, f(a)h,.
i=1

f est Cl sur U si et seulement si ses dérivées partielles existent sur U et si les applications a + 0, f(a) sont
continues de U dans F.

2.3.2 Différentielles d’ordre deux

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E,a € Uet f : U — F une
application. Rappelons que L.(E, F) est un espace vectoriel normé (pour la norme classique).

Définition 2.21. On dit que f est deux fois différentiable (ou deux fois dérivable) en a si f est diffé-
rentiable sur un voisinage ouvert V' de a contenu dans U, etsidf : V — L (E, F) est différentiable
en a et nous notons :

d*f,=ddf),.

Remarque 2.22. Iapplication de £ (E, L (E, F)) dans £2(E, F) qui a u associe I’application bilinéaire
continue (x, y) ~ u(x)(y) est une application linéaire isométrique.
Si f est deux fois différentiable en a, nous noterons encore d” f, I’application bilinéaire associée.

Lemme 2.23. Supposons que f soit deux fois différentiable en a. Soit h' € E. Alors 'application x — d f,(h")
est différentiable en a de différentielle h — d* f,(h, h').

Démonstration. On observe que d f,(h') = ev;, od f,. Par différentiation composée, il vient d” f,(h, h') =
d(d f(h')),(h). u
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Remarque 2.24. Si E = R" et si f est deux fois différentiable en g, on a:

2
& f, 0 =Y k2L @)
i,j

7 0x;0x;

Proposition 2.25 (Formule de Taylor a I'ordre deux). Si f est deux fois différentiable en a, on a :
1
fla+h) = f@)+df,(h)+ 3d> fo(h, ) + o(lIAII%).

Démonstration. On considére

2
®(1) = f(a+th)— f(a)—td f,(h)— %dzfa(h, h).
Par composition, ® est dérivable sur [0, 1] et

Q' (1) = d fopin(h) — d fo(h) — td* f,(h, h) = [dforin —d Sy —d(df),@R)](h).
Puisque d f est différentiable en a, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que, pour touth’ € E,si ||h'|| <r,
alors
d fosnr —dfa—ddf) (A < ellh|.
Il s’ensuit que, pour tout ¢t € [0, 1] et tout 2 € E tel que ||A|| <,
1’ @)l < ellAll*.

Le résultat s’ensuit en appliquant 1'inégalité des accroissements finis. n

Proposition 2.26 (Symétrie de la différentielle seconde). Si f est deux fois différentiable en a € U, alors
d* f, est une application bilinéaire continue symétrique.

Démonstration. Fixons h,h’ € E. On considére I'application de [0, 1] — F définie par:
®t)= f(a+th+h')— f(a+th).
On a par dérivation des fonctions composées :
Q'(1) = d fuyinin () = d fogn(h) = d foyinyn (W) = d fo(h) = @ [y — df)(R).
On remarque que :
O (1) = d>fo(h' . 1) = (d fuyipi = dfo = d° Folth+ W)R) = (A foyin = d fo = d* fo(th)(R).
Soit € > 0. Il existe r > 0 tel que si ||h|| < r2 et||h'|| <r/2ona:
I forininy —dfo—d*Fath+ RO < ellth+ RN, Nd fopn —dfy —d*F,ah)|| < elith]].

Il vient alors :
D' (1) — d* f,(h', )| < 2RIl + 1A']) < 2&(l|All + 1A'

L'inégalité des accroissements finis implique que :
1(1) = (0) = a2 £,(h", W < 2e(llAll + 12 11)?.
Comme @(1) — ®(0) est symétrique par rapport a h et h’, on en déduit que :
10(1) = ©(0) = a2 £,(h. Al < 2e(llAll + 12 11)?.

Ainsi,on a:
d? £ (R, h') — d* £ (h, || < 4e(||h]l + |A'])?.

Par homogénéité, cela est valable pour tous 4 et i’ € E et la conclusion s’ensuit.



Université d’Angers — Topologie et calcul différentiel — J.-B. Campesato & N. Raymond 26

Corollaire 2.27. Si E = R" et si f est deux fois différentiable en a, on a :
m
d*f,(h,h) = Z; h7o3 (@ +2 ) hih;d,. 0, [(a).
i= i<j

Lorsque que f est a valeurs dans R, on appelle matrice hessienne de f en a la matrice symétrique définie par :

Hess, (/) = (0,0, /(@)

1<j<m , 1<i<m
De plus, on a

d*f,(h,h) = H" Hess (f)H .
2.4 Problémes d’extrema

Dans cette section, on se place en dimension finie.

2.4.1 Rappels sur les formes quadratiques

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit Q une forme quadratique sur E et B la forme
bilinéaire symétrique associée. On a :

O(x+y) -0 —0©)
> :

O(x) = B(x,x), B(x,y) =
Le noyau de B est défini par
E*={x€E :Vy€E, B(x,y)=0}.

On dit que Q ou B est non dégénérée si EL = {0}.

On dit qu'une forme Q est définie positive (et on écrit Q > 0) si Q(x) > 0 pour x # 0. On définit
de méme la notion de définie négative.

Si(ey, -+, e,,) est une base de E. La matrice associée a B est la matrice symétrique :

M = (B(e;, ej)) .

etona B(x,)) =Y MX.
On rappelle qu’il existe une base orthonormée pour le produit scalaire canonique dans laquelle
I'application linéaire associée a M est diagonale :

PmMpPp=p, pP'=pT.

Théoreme 2.28. Soit Q une forme quadratique sur E (de dimension m). Soit p € N la dimension maximale
des sous-espaces sur lesquels Q est définie positive. Soit q la dimension maximale des sous-espaces sur lesquels
Q est définie négative. Soit r la dimension du noyau de Q. Alors, ona : p+ q +r = m et il existe une base de E
dans laquelle la forme quadratique prend la forme :

p ptq

2 2

0 =Y x7— Y xi.
i=1 i=p+1

Le triplet (p, q, r) s’appelle la signature de Q. p correspond au nombre de valeurs propres positives d’une matrice
de Q dans n’importe quelle base, q au nombre de valeurs propres négatives.
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2.4.2 Extrema locaux

Soit U C E un ouvert de E (de dimension finie).
SoitH : U - RetaeU.

Définition 2.29. Un point a € U est un maximum (resp. minimum) local de H s’il existe un voisinage
V de asurlequelona:
H(x) < H(a) resp. H(x)> H(a).

On définit de méme la notion de maximum et de minimum local strict (avec des inégalités strictes

pour x # a).

Définition 2.30. Quand H est différentiable en a, on dit que a est un point critique si et seulement si
dH,=0.

Lemme 2.31. Supposons que H est différentialble en a et que a est un extremum local de H. Alors a est un
point critique de H.

Voici une condition nécessaire pour avoir des extrema locaux.

Proposition 2.32. Supposons que H est deux fois différentiable en a et que a est un extremum local de H.
Alors a est un point critique de H et si a est un minimum local (resp. maximum local), on a d*H, > 0 (resp.
d*H, <0).

Démonstration. On suppose que a est un minimum local de H. On a donc dH, = 0. De plus, par la
formule de Taylor, on a

1
fla+h)=f(@)+3d*Hy(h, h) + o(l|AlI*).
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que, pour tout 2 € B(0,r),
1
fla+h) = f@) = Sd*H,(h, )| < ellhl”.
Ainsi,
1
—e||lhll* < f(a+h) - f(a) —ellhll* < EdzHa(h, h).

Par homogénéité, on en tire que, pour tout h € E,
Al < 2> Hy(h,h).

Il reste a faire tendre € vers 0 et la conclusion s’ensuit. [
Voici une condition suffisante pour avoir des extrema locaux.

Proposition 2.33. Supposons que H est deux fois différentiable en a et que dH, = 0. Si d*H, > 0 (resp.
d*H, < 0), alors a est un minimum local strict (resp. maximum local strict).

Démonstration. Supposons que d>H, est définie positive. Cela implique notamment que, pour tout
h € Etelque ||h]|=1,0na
d*H,(h,h) > 0.

Or, A := inf” hll=1 d*H «(h, h) est atteint par continuité sur un compact. Ainsi, 4 > 0 et on a, pour tout
h € E tel que |||l =1,
d*H,(h,h) > 4.

Par homogénéité, on en tire que, pour tout h € E,
d*H,(h,h) > AllR|*.

Par ailleurs, grace a la formule de Taylor, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que, pour tout 2 € B(0, r),

Fa+h) - f(a)— %dZH[,(h, | < ellnl?.
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Ainsi, on a
1 A
fla+ = f@ 2 5d>Hy(h )~ ellhl> = (5 = ) I,

En choisissant € = %, on voit que a est un minimum local strict. |

Enongons d’ores et déja le célébre théoréme des extrema liés dont la preuve utilise le théoréme
d’inversion locale d"une prochaine section. Il s’agit d’un théoréme permettant de résoudre des pro-
blémes d’optimisation sous contraintes.

Théoréme 2.34. Soient H, f1, -, f, des fonctions C Usur U. Soit a € U. Considérons :

X={xeU: fi(x)= fr(x) == f,(x) =0}.
Supposons que les formes ((d f;),)1<;<, sont indépendantes et que a soit un extremum local de H sur X. Alors,
les formes d H,, (d f1) > **+ » (d f,), Sont liées.
2.5 Différentielles d’ordre supérieur

Définition 2.35. On dit que f : U — F est k fois différentiable en a si d f est k — 1 fois différentiable
en tout point x d"un voisinage de a et que x — d*~! f, est différentiable en a.

Proposition 2.36. Si f est k fois différentiable en a, alors on a :
d* fohy, -+ ) = d(d* ) (b, oo O = A @572 )R, ) (g, hy) = oo
On définit les applications de classe C* pour k > 2.

Définition 2.37. Soient E, F des evn et U un ouvert de E. Soit f une application de U dans F. Soit
k >2.0Ondit que f est CksurUsifestC'surUetsidf : U —> L.(E,F)est clsurU.

Définition 2.38. On ditque f : U — F est de classe C* sur U si et seulement si f est de classe C K sur
U pour tout k > 1.

Remarque 2.39. On rappelle que LX(E, F) désigne 1’espace vectoriel des applications k-linéaires conti-
nues de E* dans F. On a une identification canonique entre E'c‘ (E, F)avec L (E, E’C‘_l (E, F)).

Pour une application f de classe C* sur U, on peut donc considérer d¥ f comme un élément de
ckE, F).

Proposition 2.40. Si f est k fois différentiable en a, alors d* f, est une application k-linéaire symétrique.

Démonstration. Pour k = 2, le résultat est déja prouvé. On raisonne par récurrence. Soit k > 2. Pour
(h'l’ ceey, h’k+1)’ ona:

A" [y ) = d (dF f g, e ), () = d2 (d) f (R, e g ) , (B, ).

Par récurrence, on en déduit la symétrie par rapport a (h,, -+, h;,,) et par rapport a (h,, h;). On en
conclut la symétrie par rapport a toutes les transpositions et le résultat en découle. [

Proposition 2.41. Ona:
1. L'ensemble des applications de classe C* sur U est un R-espace vectoriel.
Les applications affines continues sont C™.
Les applications bilinéaires continues sont C*. Les applications multilinéaires continues sont aussi C*.
La composée (bien définie) d’applications de classe C* est encore de classe C*.

Le produit d’applications de classe C* sur U est encore C* sur U.

ST T

L'application GL (E, F) - GL.(F,E) : u u~lest C™.
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7.8 f :U—>Vestun Cl—d(ﬁ‘éomorphisme et que f € ckU), alors £~ e ckv).
Démonstration. Le point (1) est trivial. Pour le point (2), on écrit :
f(x)=b+u(x), avecue L(E,F),be F.

Un calcul élémentaire fournit : d f, = u et ainsi d*f = 0.
Passons au point (4). Soit B : E; X E, — F une application bilinéaire continue. On a vu que :

dB(xl,xz)(hl’ hz) = B(xl, hz) + B(h,l, XZ) .

On remarque que (x1,x;) = dB(y ) € L(E| X E,, F) est linéaire. Il s’agit de montrer sa continuité,
c’est-a-dire :
((x1.x2) = B(x1. pa()) € Lo(Ey X Ey, £(Ey X Ep, F)).

Cela provient de I’estimation :

sup  |[BGxp. paCDl g (£, xE,.F) S 1Bl < 400
[ I=1,lIxo 111

On en déduit que :
d(dB)y, 1) (k1.ky) = B(ky,) + B(. ky).

etalors: d°>B = 0.
On traite le point (4). Soit G unevn. Soit f : U - V etg : V — G deux applications Ck.go fest
Cletona:

d(gof)x = dgf(x)odfx'

Par hypotheése de récurrence x — dgy(, est de classe c1, de plus d f est de classe C*!. Le résultat
en découle par récurrence.

Concernant le point (5), il suffit de considérer 'application bilinéaire produit et la formule de
composition.

Intéressons-nous au point (6). On a déja vu que cette application est C'. Par composition d"une
application bilinéaire continue (donc C*®) et d’applications C!, on en conclut que u ~ dp, est C* et le
résultat s’ensuit par récurrence.

Pour le point (7), on rappelle que :

d(f™, = dfp10)7"
Une simple combinaison du théoréme de composition et du point (6) donne le résultat. [

Proposition 2.42. f : U C E, X - x E, — F est C* si et seulement si les différentielles partielles de f
existent jusqu’a l'ordre k et sont continues.

Théoréme 2.43 (Formule de Taylor avec reste intégral). On suppose que E et F sont de dimension finie.
Soit U un ouvert non vide de E et ay, a; deux points de U tels que a;, = (1 —t)ag +ta; € U pourt € [0, 1]. On
pose v = a; — ay.
Si f 1 U — F estde classe C* sur U, alors on a :
1 1 -
f (@) =1(ag) +d fo,(0) + 3:d* fo, (0, 0) + = + m"" o0+ 5 0)
1
(k — 1)!

1
+ / (A -0*"d £, (v, -+, v)dt.
0

Démonstration. En raisonnant composante par composante, on peut supposer que F = R. Pour ¢ €
[0, 1], on pose h(t) = f(ay + tv). h est ck par composition et :

@) =d' f, (v, ,0), VI€{l, -k}

La formule de Taylor usuelle donne la conclusion. [
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2.6 Exercices

Exercice 1. Soient a et b des réels. Etudier la continuité et la différentiabilité des fonctions suivantes :

—alx
xe x>0
fu) = { 0 2o

et

_f Ixlcos(x7h x#0
&) = { 0 x=0 "

Exercice 2. On définit sur R" \ {0} la fonction f par:

Calculer sa différentielle en tout point.

Exercice 3. Etudier la continuité, I’existence des dérivées directionnelles et la différentiabilité des fonc-

tions suivantes en (0, 0) :
f(x.y) = Vxt 4y sin Vx? + )2,

g(x.y) = { o+ )sin (7). # 0,0
0 (x,») =(0,0)

|x|91y[®
ha,b(x’ y) = { x26y2 X # 0’ y # 0

Exercice 4. Soit f/ : R? 5> R, f(x,y,2) =3x’y+ % 473, Quelle est la différentielle de f ? Donner sa
matrice jacobienne et son gradient.

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction de classe C>. On définit g : R* — R par :
S)-f»)
== X #Y,
glx,y) = 5y
ffx) x=y
Montrer que g est C I(R2, R) et calculer sa différentielle en tout point.

Exercice 6. Soit R,[X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n a coefficients réels. Pour
P e R,[X], on pose:

N(P) = sup |P®)|.
1€[0,1]

Soit g € N.Onnote E = R [X] et F = R;,[X]. On considere I'application ¢ : E — F : ¢(P) = P3.
1. Montrer que N est une norme et qu’elle vérifie :

N(PQ) < N(P)N(Q), P.Q€eR,[X]
2. Montrer que N est différentiable sur E et calculer sa différentielle en tout point P € E. Montrer
que ¢ est C L

3. Quand g = 1 donner la matrice jacobienne de ¢ dans les bases canoniques.

Exercice 7 (Algorithme pour approcher l'inverse d'une matrice). Soit E 1'espace des matrices réelles
de taille n X n muni d’une norme telle que || XY|| < || X|[||[Y]|. Soit A € E inversible. Pour X € E, on
pose :

F(X)=2X — XAX.

1. Montrer que F : E — E est C'. Calculer F(A™!) et dF,-1.
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2. Onpose X,,; = F(X,), p 2 0. Montrer que X, converge vers A~! dés que X, est dans une boule
convenable.

3. Résoudre la relation de récurrence en posant Y, = Id —AX,. Que dire de la convergence de X ,?

Exercice 8 (Gradient et lignes de niveaux). Soit f une fonction différentiable sur R? a valeurs dans
R. On considere ¢ € R et on pose

M={xeR>: f(x)=c}.
On consideére une fonction dérivable I 3 s — y(t) € R%.
1. Calculer la dérivée de f o y.

2. Siy esta valeurs dans .S, que dire des vecteurs V f(y(1)) et y'(r) ? Représenter cette propriété sur
un dessin.

Exercice 9 (Différentielle du déterminant). Soit E I'espace des matrices réelles de taille n X n.
1. Montrer que det : E — R est différentiable en Id et donner I'expression de sa différentielle.
2. Le déterminant est-il une application C! sur E?

3. Montrer que pour tout X, H € E,ona:

—T
d(det)y(H) =Tr(X H),
otl X est la comatrice de X.

4. Soient yy, -y, des solutions C ' (a valeurs dans R") du systeme différentiel linéaire y'(r) =
A()y(t), ou A est continue sur I a valeurs dans E. Déterminer une équation différentielle satis-
faite par w(r) = det(y, (1), -+ , y,(1)).

Exercice 10 (Identité de 1’arctangente). Soit f : {(x,y) € R? : xy # 1} — R définie par:

X+
f(x,y) = arctan x + arctan y — arctan < 1 Y > .
—xy

Montrer que f est C! et calculer sa différentielle. Conclure.

Exercice 11 (Equation de transport). Soit ¢ > 0. Trouver toutes les fonctions f € Cl(R?, R) telles que
co, f(x,t)+0,f(x,1) =0.
Indice : Si f est une telle fonction, considérer g(x,t) = f(x + ct,?).

Exercice 12. Soient E et F des evn. Soit f € C'(E, F). Montrer que f est k-lipschitzienne si et seule-
ment si pour touta € A,ona:||df,|| <k.

Exercice 13. Soient E et F des evn. Soit U un ouvert de E et une suite d’applications f, : U - F
différentiables. On suppose que les f; convergent simplement vers f sur U et que les d f; convergent
uniformément sur U.

Montrer que f est différentiable sur U et donner sa différentielle. Si de plus les f; sont C!, montrer
que f l'est aussi.

Indice : Appliquer I'inégalité de accroissements finis a f,, — f, entre a et a + h.

Exercice 14. Soit E 1'espace des matrices carrées de taille n. Que dire de la régularité de X — X” pour
p > 17 Si c’est possible, calculer sa différentielle et sa différentielle seconde.
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Exercice 15 (Différentiabilité de I'exponentielle matricielle). Soit E 1’espace des matrices carrées de
taille n. On pose, pour k > 0et X € E :

k X7
[0 =) =
p=0 P°

En utilisant la suite f,, montrer que exp est C'.

Exercice 16 (Un exemple de calcul de différentielle en dimension infinie). Soient I = [0,1], F =
C%I,R), E Cc Fle sous-espace des fonctions C ! nulles en 0. On munit F de la norme || - |l et E de
la norme ||x||; = ||x'||- Montrer que f : E — F définie par f(x) = x’ + x? est de classe C! sur E.
Calculer sa différentielle.

Exercice 17 (Calculs de Laplaciens). Soit U un ouvert de R". Pour f € C*(U,R), on pose :
Af =03 f+-+05 f.
1. Donner une expression pour A(fg).
2. Calculer Af pour f(x,y) = (cos x — sin x)e”.
3. On pose g,(x) =In||x|, pourn =2 et g,(x) = ||x||§'" pour n > 3; calculer Ag,.
Exercice 18. Pour f € C*(R",R) et A € O(n), montrer que A(foA)=(Af)e A.

Exercice 19 (Une équation de Schrodinger). Trouver un nombre 4 > 0 et une fonction non nulle
f e CHR* {0)}) tels que
ulx) _

—Au(x) — —= = Au(x).
llx1l,

Indice : On pourra chercher une telle fonction sous la forme u(x) = f(||x]l,) et exprimer Au en
fonction des dérivées de f.

Exercice 20 (Equation des ondes). Trouver les applications F € C*(R?, R) telles que :

2 2
OF _PF _,

0x2  0y2

Exercice 21. Etudier la nature des points critiques des fonctions de R* dans R suivantes :

1. f(x,9,2) = x>+ y* + 2365,

2. g(x,y,z) =xy+xz+yz,

3. h(x,y.2) = (x+ ) +sin(x2) + =.
Exercice 22. Soit f : R > Ret ¢ : R® - R définies par:

f@=@-1>w+1), ¢(x,p2)=x>+y+2>+xy—xz.

Onpose F=fo¢: R’ > R.

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique définie positive.

2. Montrer que a est un point critique de F si et seulement si a = (0, 0,0) ou ¢(a) = 1.

3. Calculer la hessienne de F en (0,0, 0). Quelle est la nature de ce point critique?

4. Montrer que F est positive. Que dire des points critiques différents de (0,0, 0)?
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Exercice 23 (Existence de valeurs propres). Soit A une matrice carrée symétrique réelle de taille n.
Pour tout x € R" ~ {0}, on pose

(Ax, x)
fx) = 5>
llx115
ot || - ||, est la norme euclidienne et (-, -) le produit scalaire canonique sur R".

1. Comparer (Ax, y) et (x, Ay) pour tous x,y € R".
2. Montrer que I'infimum inf,cgn (o) f(x) est atteint en un point x,, de la sphere unité de R".
3. Montrer que A posséde une valeur propre réelle.

Exercice 24 (Fonctions surharmoniques). Soit U un ouvert non vide et borné de R?. On consideére
u € C3(U,R)Nn C'(U,R) telle que Au(x) > 0 pour tout x € U. Montrer que u admet un maximum sur
U et que ce dernier n’est pas atteint sur U.

Exercice 25. Trouver les extrema de f(x, y) = xy sur le cercle unité de R.

Exercice 26. On consideére la fonction g :]0,+oo[°— R donnée par g(x,y,2z) = xyz — 32. On pose
S = {(x,5,2) €]0,4+00[*: g(x,y,2) = 0} et f(x,,2) = xy + 2yz + 3xz.

1. Montrer que f|s posséde un minimum (qu’on note m).
2. Déterminer m.

Exercice 27. Trouver les extrema de f(x, y, z) = 2x 4+ 3y + 2z sur l'intersection du plan x + z = 1 et de
C={x>+y*=2} cR’.

Exercice 28 (Distance d'un point a une ellipse). Soient 4, et 4, deux nombres strictement positifs. On
considére 'ellipse donnée par

C ={(x1,x) €R* : Ajx] + Ax5 < 1},

et un point A ¢ C de coordonnées (a,, a,). Exprimer la distance entre A et C en fonctions des 4; et a;.
Indice : On pourra commencer par montrer que cette distance est atteinte et que les coordonnées
(my, my) d"un point qui réalise cette distance vérifient /llm% + /lzmg =1
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3 Inversion locale et fonctions implicites

3.1 Théoréme d’inversion locale

Théoreme 3.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit U un ouvert non videde E et f : U — F de
classe C'. Soit a € U. On suppose que d f, € GL(E, F).

Alors, il existe un ouvert U, de U contenant a et un ouvert V, de F contenant b := f(a) telsque f : U} —
V, soit un C'-difféomorphisme.
3.2 Théoreme des fonctions implicites

Théoreme 3.2. Soient E, F, G trois espaces de Banach et U un ouvert de EX F et f : U — G une application
de classe C'. On suppose qu'il existe (a, b) € U tel que f(a,b) = 0 et que d,f(a,b) : F — G est bijective.
Alors il existe un ouvert U' C U contenant (a,b), un ouvert V.C E contenant a et une application
g : V — Fdeclasse C' tels que :
(x,y)eU'et f(x,y)=0

équivaut a :
x € Vety=gx).

En particulier,on a : g(a) = b et pour x € V, on a la formule :
-1
A8y = =02/ (o)™ ° 91 (x50

Démonstration. On va appliquer le théoreme d’inversion locale. On définit g : U — EXG par ¢(x, y) =
(x, £ (x, ). @ est de classe C!. Sa différentielle au point (a, b) est donnée pour (h,k) € E X F par:

d@,p)(h, k) = (h, 0 f(4p)(R) + 01 f (4 5)(K)).

En écrivant (h', k") = (h, 0} f(,4)(h) + 05 f (4 4)(k)), on est amené a :

h=h, k=(0fap) " (K' =0 fapnh)).

d @, 1 est donc inversible d'inverse (continu) défini pour (', k') € EX G :

@@ (W k') = (h' (02 f (0 )" (K = 0 faiy(h))).

Par le théoréme d’inversion locale, il existe donc un ouvert U’ ¢ U C E X F contenant (a, b) et un
ouvert U” C E x G contenant (a, 0) tels que ¢ : U’ — U” soit un C!-difféomorphisme. Notons y son
inverse. y est de la forme (x, z) = (x, y,(x, 2)).

On définit 'ensemble V' = {x € E : (x,0) € U"} qui est un ouvert de E (image réciproque de
I'ouvert U"” par une fonction continue). Les assertions

(x,y) €U’ et f(x,y) =0,

(x,0) € U" et (x,y) = w(x,0) = (x,y,(x,0)),
xeVety=gx) =yyx,0)

sont équivalentes.
Pour la formule, on écrit, pour x € V' :

f(x,8(x)) =0.
Les fonctions étant C!, on obtient par dérivation des fonctions composées :

01f (x.f o) + 92 (xg(xy) © 48x = 0
[ ]

Remarque 3.3. Dans les théorémes, on peut remplacer C! par C¥, k > 1. La vérification est élémentaire.
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3.3 Applications a la géométrie
3.3.1 Surfaces de R’

Présentons quelques considérations liées a la géométrie locale des surfaces de R3. Soit U un ouvert
non vide R?. On considere :
S={xeU: H(x)=0}.

Soita € S tel que dH, # 0.
On peut supposer par exemple que 0; H (a) # 0. Par le théoréeme des fonctions implicites, il existe
un ouvert V' contenant (a;, a,), un ouvert W contenant a3 et une application C 1, ¢V = W, telsque:

H(xy,xy,x3) =0, x€VXW

soit équivalent a :
X3 =@(x1,%y), x3E€W,(x1,x5) €V.

On pose :
D(x) = (x1, X9, P(x7, X5)).

Proposition 3.4. Onaker(dH,) = Im(d®, ,,)).
Démonstration. On écrit H(®(x)) = 0. En dérivant, il vient :
dHa(dé(al’az)) =0.
L'image est donc incluse dans le noyau. L'égalité des dimensions fournit 1’égalité des espaces. n

Cet espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel tangent a .S en a.

3.3.2 Théoréme des extrema liés

Théoreme 3.5. Soient H, f, -+ ,fp des fonctions C' sur U. Soit a € U. Considérons :

X={xeU: fi(x)= fo(x) = = = f,(x) = 0).

Supposons que les formes (d f;), sont indépendantes et que a soit un extremum local de H sur X. Alors, les
formes d H,,(d f1)g, -, (d f}), sont liées.

Démonstration. Nous allons donner une nouvelle représentation de M au voisinage de a. Par commo-
dité, on suppose que a = 0. Les formes (d f;), sont indépendantes, on peut donc les compléter en une

base : ((dfl)g’ St (dfp)g9 gp+1a A ’gm)'
Cela invite a introduire 1’application de U ¢ R™ — R™ définie par :

F(x) = (f1(x), =+, (X)), 8pp1(X), =+, g(X)).

Par un calcul évident, ona: dF, = ((df))g (A f},) 8pt1> > &) qui est inversible. Le théoréme d’in-
version locale s’applique. Il existe un voisinage ouvert V' contenant a et un voisinage ouvert W de
F(a) tels que F : V — W soit un C'-difféomorphisme. Considérons W 1’ensemble des Vptls "> Vm
vérifiant (0, ---, 0, Vptls s Ym)- W est un ouvert qui contient (0, -+, 0).

On pose :

PWpits o V) = F O 0,500, V) EM OV, Vpp1s-sI) EW.
¢ est une bijection C!. On considére maintenant :
Hpyrs V) = H@Wpi1s oo Y))-
Par hypothese, H admet un extremum local en (0, -+, 0). Cela se traduit par :

daH ° d(0,~",0)¢ = O
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Il s’agit de caractériser I'image de d(g ... )¢- Un calcul treés simple fournit, pour v € R™7:

d....0)PW) = dF g (0, . 0,0)

ou encore, de facon équivalente :

(dF)q,...00(d,... 0 )#() = (0, -, 0, 0).

Autrement dit w est dans I'image de dg ... ¢ si et seulement s’il appartient a tous les noyaux des
(d f),- On a donc montré que :
d,H =0sur n!_ ker((df;),).

C’est alors un résultat classique d’algebre linéaire qui permet de conclure (compléter cet ensemble de
formes linéaires en une base et introduire la base antéduale). ]
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3.4 Exercices

Exercice 1. Montrer que 'application @ : (r,0) — (x, y) = (rcos 6, r sin ) est un C*-difféomorphisme
de 10, +o0[X] — 7, z[ dans R? ~ D ou1 D est le demi-axe des réels négatifs. Si f(x,y) = g(r, ), donner les
relations entre les dérivées partielles de f et celles de g.

Exercice 2. Soit f : R" — R" une fonction de classe C! telle que d f, soit inversible pour tout a € R”".
On suppose que limj, 1 [/ (X)[| = +00. Montrer que f est ouverte, puis que f est propre, c’est-a-
dire que I'image réciproque de tout compact est compact. En déduire que f(R") est fermé et que f est
surjective.

Exercice 3. On note (x, y) le produit scalaire canonique de x et y dans R". Soit f € C'(R",R") une
fonction telle que :

(S =fGx=y) 2 llx =y’ Vx,yeR".
Montrer que cette inégalité est équivalente a :

(df,(u,u)y > |ull®>, Va,ueR".

Montrer que f(R") est fermé et ouvert. En déduire que f est un C!-difféomorphisme d’inverse lip-
schitzien.

Exercice 4. Soit ® : R3 - R?, ®(4,x,y) = ,0) = (A+ Ax — y— x>, x + Ay — ).

1. Montrer que I'équation ®(4, x, y) = 0 permet de définir au voisinage de (0, 0,0) deux fonctions
x(4) et y(4) de classe C! sur un intervalle ] — 8, 5[.

2. On pose : h(4,x,y) = %(/1, x,y) + g—:(/l,x,y). Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de A en
(0,0,0).

3. On pose H(4) = h(4, x(4), y(4)). Quel est le signe de H(4) pour A petit?

Exercice 5. Soit f : R* > R?, (x, y,u,v) — (xe”z_”2 — ysin v, y* cosu + x sin v) et soit po = (0,1,7/2,0).
Montrer qu'il existe deux ouverts U et V' de R? tels que (0,1) e U et (#/2,0) e Vetg : U = V tels
que:

f(x,y,8(x,y) =0, pour(x,y)€U.

Calculer dgg -
Exercice 6. Soit f : R® > R, f(x,y,2) = z+sin(yz)+x2ey. Onpose S = {(x,y,2) € R3 : f(x,y,z)=0}.

1. Montrer que I'équation f(x, y, z) = 0 définit un voisinage de (0, 0, 0) et une fonction z = ¢(x, y)
de classe C*.

2. Donner l'équation du plan tangent a .S en (0, 0, 0).
3. Donner le développement de Taylor d’ordre 2 de ¢ en (0, 0).
4. Décrire la position de S par rapport a son plan tangent en (0, 0, 0).

Exercice 7. On consideére :

Sy 242 =0
x2+y2+z2+t = 2 .
X+y+z+t =0

Vérifer que (0, -1, 1,0) est une solution. Montrer que ce systeme détermine un voisinage de t = 0 et
trois fonctions t = x(7),t = y(t),t = z(t) de classe C* telles que x(0) = 0, y(0) = —1, z(0) = 1. Calculer
la dérivée de t — (x(?), y(2), z(1)).

Exercice 8. Sur quels ouverts de R?, les applications suivantes sont-elles des difféomorphismes lo-
caux?
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Exercice 9. On note E l'espace des matrices réelles de taille n et S le sous-espace des matrices symé-
triques. On fixe A, € S, inversible. Soit ¢ : E — § définie par:

(M) ="MAM.
1. Montrer que d¢y4 est surjective. Donner son noyau.

2. Montrer qu'il existe un voisinage V' de A, et une application A — M de V a valeurs dans les
matrices inversibles telle que :
A="MAyM.

On pourra introduire I'ensemble F des M € E telles que AyM € S et appliquer le théoreme
d’inversion locale a la restriction de ¢p a F.

Exercice 10 (Lemme de Morse). Soit f : U — R de classe C* sur U ouvert contenant 1'origine.
On suppose que 0 est un point critique non dégénéré de f, c’est a dire : df, = 0 et d>f, est une
forme quadratique non dégénérée, de signature (p, n—p, 0). En utilisant la formule de Taylor avec reste
intégral a I'ordre 1, montrer qu’il existe un C!-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de 'origine
tel que ¢(0) =0 et:

2 2 2 2
F)=fO)=uy+ vy —us = =y,

ol ¢(x) = u.
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4 Espaces de Banach

4.1 Suites de Cauchy

Définition 4.1. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une suite (x,,)
est de Cauchy si

n>n, d'€léments de E

Ve>0,3IN €N, Vp,g>ny, p>Netg>N = |Ix,—x,|| <e.

Proposition 4.2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Soient (x,,),en €t (V)nen deux suites de Cauchy de E et A € R, alors
1. (x, + y,)uen est une suite de Cauchy de E,
2. (Ax,),en est une suite de Cauchy de E,
3. (IIx,IDpen est une suite de Cauchy de R.

Proposition 4.3. Une suite de Cauchy est bornée.
Proposition 4.4. Une suite convergente est de Cauchy.

Lemme 4.5. Une suite de Cauchy est convergente si et seulement si elle admet une sous-suite convergente.

4.2 Complétude

Définition 4.6. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est complet si toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.

Proposition 4.7. Montrer qu'une partie complete d'un espace vectoriel normé est fermée

Proposition 4.8. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A C B C E.
On suppose que A est fermé et que B est complet. Alors A est complet.

Proposition 4.9. Une partie compacte d'un espace vectoriel normé est compléte.

Définition 4.10. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Proposition 4.11. Un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Exemple 4.12. Lespace vectoriel normé R équipé de n’importe quelle norme est un espace de Banach.
Proposition 4.13. Soit (E, || - ||) un espace de Banach et A C E. Alors A est fermé si et seulement si A est

complet.

4.3 Complétude des espaces de fonctions continues : exemples fondamentaux
Commencons par une premiére proposition dans le cas des applications linéaires.

Proposition 4.14. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés. Si (F, || - || p) est complet
alors L (E, F) est complet.

Le théoreme suivant est beaucoup plus difficile a démontrer et nous I'admettrons. Il dit que 1'in-
verse d’une application linéaire bijective entre deux espaces de Banach est encore continue. Lorsque
les espaces E et F sont de dimension finie, ce résultat est tres facile a établir puisqu’en dimension finie
toute application linéaire est continue. En général, c’est une autre histoire...

Théoréme 4.15 (Isomorphismes de Banach). Soient (E, || - ||) et (F,|| - || p) deux espaces de Banach et
f € L.(E, F) bijective. Alors f~' € L.(F, E).
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Proposition 4.16. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés et supposons que (F, || - || r)
est complet. Soit A C E et considérons I'ensemble des fonctions continues sur A a valeurs dans F et bornées
qu’on note CZ?(A, F). On munit C?(A, F) de la norme uniforme

Iflee =sup llf (@l F -

acA

Alors, (Cg(A, F), || - llo) est un espace de Banach.

Démonstration. On laisse au lecteur ou la lectrice le soin de vérifier que nous avons bien a faire a un
espace vectoriel normé. Montrons que cet espace est complet. Pour cela, prenons une suite de Cauchy
(f,)- Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout m,n > N, on a, pour tout a € 4,

fn(@) = fu(@lF < €.

On tire donc que, pour tout a € A, la suite (f,(a)) est de Cauchy dans F. Elle converge donc vers un
certain f(a) € F.

Il faut vérifier que la fonction ainsi définie f : A — F est continue et bornée.

Prenons e = 1 and faisons tendre n vers 'infini. On en déduit que, pour tout a € 4,

Ifm(@) = f(@llp < T.
Par l'inégalité triangulaire, il vient
If @l < T+ fnlleo -

Comme (f,,) est de Cauchy, elle est bornée. On en déduit que f est bornée. Par ailleurs, pour tout
e > 0, il existe N € N tel que pour touta € Aettoutm > N,

lfm(@) = f@lF <e.

Montrons a présent la continuité de f. Soit a; € A.On a

Ilf (@) = flapllr < 1f(a) = Fn(@llF + | fn(a) = fn(ag)llr + [ fn(ag) = f(ap)llF

si bien que
£ (@) = flap)ll F < 2¢ + [[fn(@) = fn(apllF -
Par continuité de f en a, on en déduit qu’il existe une boule ouverte B(q, ) telle que, pour tout
a € B(ag,r)N A, || fn(@) = fn(agllp <e.
On en déduit que f est continue en g, pour tout g, € A.
Comme on a établi que || f,, — fll < €, on a bien montré que (f,,) converge vers un élément de

CI?(A, F) au sens de la norme uniforme.
[ |

Exemple 4.17. Pour f € C%([a, b],R), on pose || fI := sup,¢ 5 |/ (01 Lapplication || - || est une norme
sur %([0, 1], R). De plus, (C°((a, b1, R), || - ||) est un espace de Banach.

Z2N 2

Remarque 4.18. La proposition précédente a déja été rencontrée implicitement dans le cours sur les
suites et séries de fonctions ot 'on apprend, entre autres choses, que la limite uniforme d’une suite
de fonctions continues est encore continue (en utilisant le fameux ”critere de Cauchy”).

44 Théoreme du point fixe de Banach-Picard et application
4.4.1 Enoncé du théoréme

Définition 4.19. Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F C E une partie fermée.
On dit que f : F — F est une fonction contractante si elle est lipschtzienne de constante ¢ € [0, 1[,
autrement dit s’il existe ¢ € [0, 1[ tel que Vx,y € F, || f(x) — fW)Il < qllx — yl|.

Théoréme 4.20 (Théoreme du point fixe de Banach—Picard).
Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F C E une partie fermée. Alors toute fonction contractante f : F — F
admet un unique point fixe.
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4.4.2 Une application fondamentale du théoréme de Banach-Picard

Théoreme 4.21. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit U un ouvert non vide de E et f : U — F de
classe C'. Soit a € U. On suppose que d f, € GL (E, F).

Alors, il existe un ouvert U, de U contenant a et un ouvert Vy de F contenant b := f(a) telsque f : U} —
v, soit un C-difféomorphisme.

Démonstration. En vertu du Théoreme 4.15, on sait que (d fa)‘l est continue et on pose
M =|ldf) I > 0.

Considérons r; > 0 et r, > 0 a déterminer.
Pour y € B(b,r,) et x € Bs(a,r;), nous devons examiner I’équation

y=f(x).

Cette équation peut aussi s’écrire :

y=—f@—df(x—a)= o),

ou
Px) = f(x) = fla)—df,(x—a).
Autrement dit, 'équation y = f(x) est équivalente a
x=a+(df)" (= f@) - () =: FXx).
Il s’agit d'un probleme de point fixe. Noter que, si ¢ était identiquement nulle (c’est-a-dire si f est
affine), F, serait constante et ne posséderait en effet qu'un seul point fixe a + (d fa)_l (y — f(a)).
Point fixe On observe que @(a) = 0 et que dg, = 0. Par continuité, il existe r; > 0 tel que, pour tout
XEB f(a, r),
d < —.
ldg.ll < 57
On peut méme choisir ce r; de sorte que B(a,r;) C U et que d f, est inversible pour tout x € B/(a,r)).

L'inégalité des accroissements finis fournit alors pour tout x, ¥ € B(a, ry),

H@@%ﬂﬂ@”ﬁiiﬂx—ﬂh
En particulier,
1 rq
< —|lx—all < ——.
Il < 2MIIX al| < M

On en déduit que, pour tout y € B(b,r,) et tout x € B r(a,ry),
1F, () — all < M(ry + 22)
x) — rh+—).
yX e 2T oM

Cela conduit a choisir r, = 2’—]:4 et de la sorte, on tire

IF,(x)—all < r.
Autrement dit, F\(B(a,r)) C B(a,r) C By(a,r).
Par ailleurs, on observe que
- 1 N
15,60 = FyGOIl < 5 llx = %11

Le théoreme du point fixe assure donc que, pour tout y € B(b, r,), F, possede un unique point fixe
dans By(a, r); de plus, ce point fixe est en fait dans B(a, r).
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Cela signifie que, pour tout y € B(b,r,), I'équation y = f(x) possede une unique solution, notée
g(y) dans B/ (a,r;) et que cette solution est méme dans B(a, ry).
Considérons donc l'application

f:U :=Bla,r)n fTY(B(b,ry)) D x> f(x) € B(b,ry) =: V.

On vient de voir que f est bijective. Sa bijection réciproque est g. Démontrons que cette fonction g
est en fait continue. Nous allons voir qu’il n’y a pas grand chose a faire : nous avons déja fait tous les
calculs nécessaires.

Rappelons qu’on a établi que, pour tout y € B(b, ),

g =a+df) ' (y— f@) - og®)). (1)

Un calcul élémentaire donne que, pour tout y;, y, € B(b,r,),

lg(y) — gDl £ Mlly; =yl + Mlo(g(y1)) — @(g(y))l
< My = »all + 2 llgG) = gl

Cela établit le caractere lipschitzien de g. On peut aussi voir les choses d"un point de vue différent
et qui donne une explication de la continuité sans ce calcul supplémentaire (qui refait intervenir la
contractance). L'uniformité des estimations en y est en fait suffisante pour conclure. Il suffit d'inter-
préter autrement les estimations déja faites.

La fonction g est définie sur V; = B (b, r2) et a valeurs dans B(a, r|) et elle vérifie

g=a+df) '(dy, - f(a)— o). (2)

La fonction g est donc manifestement solution d’un probleme de point fixe! Mais dans quel espace
complet? Comme nous cherchons a établir la continuité, nous allons considérer un espace de fonctions
continues.

Point fixe dans un espace de fonctions continues Introduisons l’espace naturel pour considérer
(2):
X={KeC’(V,E) : K(V})) C Bs(a,r)}.
X est clairement un sous-espace fermé du complet Cl? (V1, E) muni de la distance uniforme. On a aussi
a+df,)"'(dy, —b) € X.
Considérons l'application

T:Kea+(df,) 'Ady, —-b— oK)

définie de X a valeurs dans CO(VI, E). Noter que T(K)(y) = F,(K(y)).
L'application T est en fait a valeurs dans

{(Kec®(V,E) : K(V}) C B(a,r))},

et elle est %—lipschitzienne, comme on peut le voir avec le paragraphe précédent en remplacant les x
par des K(y).
Par le théoreme du point fixe cette application posséde donc un unique point fixe K, qui appartient
méme a
{KeC®(V,E) : K(V)) C Bla,r)}.

Plus explicitement, cela signifie que, pour tout y € B(b, ry),

T(Ko)(y) = F\(Ky(y) = Ko(¥)»

ou encore f(Ky(y)) = y. Par unicité, nous avons, pour tout y € B(b,r,), Ko(y) = g(»); g est donc
continue et f est un homéomorphisme.

On peut alors utiliser la Proposition 2.10 et en particulier le point (8) pour voir que f est un C!-
difféomorphisme . n



Université d’Angers — Topologie et calcul différentiel — J.-B. Campesato & N. Raymond 43
4.5 Exercices
Exercice 1. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient F : E — F une application uniformément continue et (x,),cn une suite d’éléments de E.
Montrer que si (x,), est une suite de Cauchy de E alors (f(x,)), est une suite de Cauchy de F.
Exercice 2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soient (x,,),cn €t (¥,),en deux suites de E.
On suppose que (x,,), est une suite de Cauchy et que lirJP llx, — v, =0.

n—1+00

Montrer que (y,), est une suite de Cauchy.
Exercice 3. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes || - || et || - ||". Soit (x,,),en
une suite d’éléments de E.
Montrer que (x,), est de Cauchy pour || - || si et seulement si c’est une suite de Cauchy pour || - ||".
Exercice 4.

1. Montrer que les espaces vectoriels normés des exercices suivants de la section 1.9 sont complets :

5.(2),5.(3),5.(4),5.(5),5.(6) (ou (F, || - || r) est complet), 5.(7) (ot (F, || - || ) est complet).

" vk
2. En considérant la famille de polyndémes | P, = Z );—k avec p > 0 fixé, montrer que 1'espace
k=0 neN
vectoriel normé (R[X], || - ||,,,) (c.f. 5.(1)) n’est pas complet pour m < p.

On pourra commencer par montrer que si une suite de polynomes converge vers un polynéme alors les

suites de coefficients convergent.

Exercice 5.

Considérons l'espace vectoriel normé CO-1, 11, R), |||l - Soit (f,,),>1 la suite de fonctions [-1,1] = R

définies par
-1 si —1§x<—%
Vx € [-1,1], f,(x) =qnx si —%ngi
1 si%<x51

1. Montrer que (f,),>; est une suite de Cauchy.

2. Supposons que cette suite converge vers une fonction f € co(-1,11,R).

(a) Montrer que, pour tout @ €]0, 1[, on a:

a 1
,}g{}o | /() — f()ldt =0 et ,}g{}o/ | /(@) — f()]dt =0

-1

(b) Montrer que, pour tout a €]0, 1[,

—a 1
lim |£,() + 1|df =0 et lim/ |, () = 1]dt =0
n—oo a

n—oo | 4
(c) En déduire que, pour tout r €]0,1], f(t) = 1 et pour t € [-1,0[, f() = —1.

3. Conclure.

Exercice 6.

1. Montrer que si (E, || - ||g) et (F,|| - || ) sont deux espaces de Banach alors (E X F,|| - ||) est un

espace de Banach pour la norme ||(x, y)|| := max(||x|| g, |Vl r)-

2. Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé de E.
Montrer que 1’espace vectoriel normé E/F est complet pour la norme de 1’Exercice 7.
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Exercice 7. L'objectif de cet exercice est de démontrer qu'un espace vectoriel normé est complet si et
seulement toute série absolument convergente est convergente.
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

1. On suppose que (E, || - ||) est complet.

+0o0
On considere (u,),cn une suite d’éléments de E telle que Z l|lu, || est convergente (dans R).
n=0
+o0
Montrer que Z u, est convergente (dans E).
n=0
2. On suppose que toute série absolument convergente de (E, || - ||) est convergente.

Soit (u,),cn une suite de Cauchy de E.
(a) Montrer que I'on peut extraire de (u,), une sous-suite (u,)),en telle que

Vn €N, (g = o <27

(b) Montrer que (4,,)),en €St convergente.
(c) Conclure.

Exercice 8. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension dénombrable. On fixe B = (e,)) ,en (0}
une base de E. On note F, = {0} et, pour n € N~ {0}, F, := Vect(ey, ..., e,).

Ay
On considere la suite (4,),en. (o) définie par 4, = % et, pourn € N~ {0}, 4, = % “e ” xH
1. Justifier que (4,),>; est bien définie.
2. Montrer que Vn € N~ {0}, 4, > 0.
3. Montrer que Vi € N~ {0}, 4,1 < ’13—"
4. En déduire que Vn € N~ {0}, 4, <37".
5. On suppose par I'absurde que (E, || - ||) est complet.
+00
a) Montrer qu’il existe £ € E tel que ) ——
( ) q q r; ”en” n
+o0
(b) Montrer qu’il existe N € N\ {0} tel que Z 2 € Fy.
2 Tl
(c) Montrer que 34y, < %/IN+2.
6. Conclure.
7. Reprendre 'exercice 4.(2).
Exercice 9. Soit (f,),cy la suite de ([0, 1], R) définie, pour tout n € N, par :
(i) /,(0=0pour x € (0,11~ | . 7]
(ii) f, est affine par morceaux sur les intervalles [ L 2n3+z] et [zn%’ zin]
3
(it)) 1, (5%)=n
+00
1. Montrer que 2 [, est absolument convergente et divergente pour la norme || - ||;.
n=0

2. Que peut-on en déduire sur (Co([0, 11, R), || - | D?

Exercice 10. Soit E 'espace vectoriel c'([0, 1], R) des fonctions [0,1] - R de classe C! muni de la
norme || - || définie par
I =1 lleo + 1L/ oo
X
1. Soit (f,,),en une suite d’éléments de E. Pour n € N, on définit F, € E par F,(x) = / f(dr.
0
On suppose que (f,),en converge vers f € E pour la norme || - ||,
X

Montrer que (F,),cn converge vers F € E définie par F(x) = / f(®)dt pour la norme || - ||
0
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2. Montrer que E est complet.
3. On considére l'application T : E — E définie par

Vf EE, T(f):xe[0,1]|—>1+/ f(t—1) dteR
0

(a) Montrer que T? est une contraction.

Indice : on pourra commencer par montrer que Vt € [0, 1], — P < él—l.
(b) En déduire que T a un unique point fixe puis qu’il existe une unique solution a 1’équation
différentielle suivante
{y’(t) =y(1-1)

y0) =1

Exercice 11. On considére 1’espace vectoriel C%([0, 1], R) des fonctions continues définies sur [0, 1] &
valeurs réelles. Pour f € €°([0, 1], R), on pose [l f1l = sup, (o1 [/ X)I.
1. On cherche a montrer qu’il existe une unique fonction f : [0, 1] — R continue telle que

Vx € [0,1], f(x) = ﬁ /O s2sin(f(s))ds..

(a) Pour f € (10,11, R), on pose

[0,1] — R
T v o L @ein(resyds
14 J,

Montrer que cela définit bien une fonction 7" : (10,11, R) — ¢°([0, 1], R).
(b) Montrer que T est contractante.
(c) Conclure.
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