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1 Généralités sur les anneaux

1.1 Anneaux

Définition 1.1. Un anneau est la donnée d’un ensemble A contenant deux éléments 0 et 1 non néces-
sairement distincts et de deux lois de composition internes + : AX A — Aet- : AXA — Atels
que
(1) (A,0,+) est un groupe abélien :
(a) + estassociative: Va,b,c € A, (a+b)+c=a+ (b+¢)
(b) + est commutative:Va,b€ A,a+b=b+a
(c) Oestleneutrede +:Vae€ A, a+0=a
(d) Tout élément admet un inverse additif : Va € A, Ibe A, a+b=0
(2) - estassociative:Va,b,c € A,(a-b)-c=a-(b-c)
(3) lestleneutrede-:Va€ A, 1-a=a-1=a
(4) - est distributive par rapport a +:
(a) Va,b,c€ A,a-(b+c)=a-b+a-c
(b) Va,b,ce A, (a+b)-c=a-c+b-c

Remarque 1.2. Pour des raisons de concision, lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, on parlera de
I'anneau A plutdt que de I'anneau (4,0, 1, +, -).

Exemples 1.3.

e {0} est 'anneau trivial : c’est, a isomorphisme pres (notion que 1'on définie dans la suite),
I'unique anneau a un élément (on dit donc d’'un tel anneau qu'il est trivial).

e Les ensembles suivants sont des anneaux pour les lois usuelles : Z, Q, R, C, M, (R), R[X], Z/nZ.

e Si (A, 04,1 4,44, -A) et (B, 0p,15,+5, -B) sont deux anneaux, alors (AX B, 0, 1, +, -) est un anneau,
appelé anneau produit, pour 0 := (04,0p), 1 := (14,1p), (a1, b)) + (ay, by) = (a; +4 a,,b; +p by) et
(a1, by) - (ag, by) :=(ay - 4 ay, by - by).

e S5i(A,0,1,+,) est un anneau alors A[X], 'ensemble des polyndmes a coefficients dans A, est un
anneau pour les lois usuelles, voir 1"Exercice 1.8.

e Si X est un ensemble et si (A4,0,,1,,+4,4) est un anneau alors (A%,0,1,+,-) est un anneau,
ott AX est I’ensemble des fonctions X — A, pour 0 la fonction identiquement égale 2 04, 1 la
fonction identiquement égale a 1, et les lois + et - définies ponctuellement par +, et -, (i.e.

pour tout f,g € A¥ et x € X, (f + g)(x) = f(x) +4 g(x) et (f - §)(x) = f(x) -4, g(x)).
Si X = @ alors AX = {@ — A} est trivial.

Remarque 1.4. On note généralement ab pour a - b.
Définition 1.5. On dit qu'un anneau (4,0, 1, +, -) est commutatif s'il vérifie Va,b € A, ab = ba.
Remarque 1.6. Un anneau est non vide puisqu’il contient un neutre additif.

Proposition 1.7. Etant donné un anneau (A,0, 1,+,-), 0 est ['unique neutre additif et 1 est ['unique neutre
multiplicatif.

Démonstration. On ne traite que le cas de 1 puisque la démonstration est similaire pour 0.
Supposons qu’il existe un autre neutre multiplicatif e € A, i.e. vérifiant Va € A, ae = ea = a, alors

l=1-e puisque e est neutre de -
=e puisque 1 est neutre de -.



J.-B. Campesato Université d’Angers — Théorie des anneaux 3

Proposition 1.8. L'inverse additif d'un élément d’un anneau est unique.

Démonstration. Soient (A,0,1,+,-) et a € A. Soient b,c € A deux inverses additifs de g, i.e. vérifiant
a+b=0eta+c=0.Alorsc=c+0=c+a+b=0+b=0b. [ |

Remarque 1.9. Etant donnés (4,0, 1, +,-) un anneau et a € A, on note I'inverse additif de a par —a.
Pour a,b € A, onnote a — b := a + (—b).

Proposition 1.10. Soit (A,0, 1,+, ) un anneau, alors
(1) Vae A,a-0=0-a=0
(2) Va,b € A, a(-b) = (—a)b = —(ab)
(3) Yae A, (-Da=a(-1)=—-a
(4) Vae A, —(—a)=a
(5) Va,be A, (—a)(—b) = ab
(6) (1) (1) =1

Démonstration.
(1) Soitae Aalors0=a-0—(a-0)=a-(0+0)—(a-0)=a-0+a-0—-(a-0)=a-0.

(2) Soient a,b € A alors a(—b) + ab = a(—=b+ b) = a - 0 = 0 donc a(—b) = —(ab).
On montre de méme que (—a)b = —(ab).

(3) Soita € Aalors (—1)a=—(1-a)=—-aeta(-1)=—(a-1)=—a.
(4) Soit a € A alors (—a) + a = 0 donc a = —(—a) par unicité de l'inverse additif.
(5) Soient a, b € A alors (—a)(—b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab.
(6) Ona(-I)(-)=1-1=1. (]
Proposition 1.11. Un anneau (A,O0, 1,4+, -) est trivial si et seulement si 0 = 1.
Démonstration.
e Supposons que (4,0, 1, +, ) soit trivial alors 1 € A = {0} donc 0 = 1.

e Supposons que (4,0, 1, +, ) soit un anneau vérifiant 0 = 1.
Soitae Aalorsa=a-1=a-0=0,donc A = {0}. |

Proposition 1.12 (Formule du bindme de Newton). Soit (4,0, 1, +, -) un anneau.
Sia,b € A vérifient ab = ba alors

n
VneN, @+b)" =Yy <n>akb”‘k.
k
k=0
Démonstration. Soient a, b € A vérifiant ab = ba. On démontre le résultat par récurrence sur n € N.
0
Initialisation au rangn =0 : (a + b =1et Z (8) a’p0k = 1.
k=0

Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain n € N, alors

(a+ b = (a+ b)"(a+b)

y (" akb”_k> (a+b)
(Z0)

n n
— 2 <”>ak+lbn—k + Z <n)akbn—k+l
iz \k iz \k
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Remarque 1.13. La proposition précédente n’est plus vraie si on ne suppose pas que ab = ba.

En effet, dans M,(R), on a
01+002_1o
00)/7\10)) T\o1
0 1)\, ,(0 1) (0 0) (0 0\ _(20
00 0 0)\1 o/7T\1 o)/ T\o o)

Définition 1.14. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau. On dit que B C A est un sous-anneau si
(i) 0 e B,
(i) 1€ B,
(iii) B eststable par +et- ie.Va,b€ B, a+b e Betabe Bet
(iv) (B,0,1,+p, p) estun anneau ol +5,-5 : B X B — B sont les restrictions de + et - a B.

et

1.2 Sous-anneaux

Proposition 1.15. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau et B C A. Alors B est un sous-anneau si et seulement si
(i) 1€ B,
(ii) Ya,b€ B,a—b € Bet

(iii) Va,b € B, ab € B.

Démonstration.

e Si B est un sous-anneau alors 1 € B par définition et, pour touta,b € B,onaa—b € Betabe B
puisque B est un anneau.

e Supposons que B vérifie | € B,Va,b€ B,a—b & BetVa,be B, ab € B.
Comme B # @ etVa,b € B, a— b € B, on a déja que B est un sous-groupe de (4, 0, +).
Puisque Va,b € B, ab € B, B est stable par - et la restriction - : B X B — B admet 1 comme
neutre et est bien associative et distributive par rapporta + : Bx B - B. n

Exemples 1.16.
e ZCR,

M, (Z) Cc M,(Q),
([0, 1], R) c RO,

Z(A)CAouZ(A):=={a€ A : Vx € A, ax = xa} est le centre de A,

z[\/Z] - {a+b\/2 : a,bez} co:et@[\/E] - {a+b\/3 : a,be@} CCoud e Zet

\/E = i\/—d sid < 0 (voir 'Exercice 1.11).
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Proposition 1.17. Une intersection quelconque de sous-anneaux est un sous-anneau.

Démonstration. Soient (4,0, 1, +,-) un anneau et % un ensemble quelconque de sous-anneaux de A.
Posons C := ﬂ B, alors :

e Pourtout Be #,1 € B.Donc1 € C.
e Soient a,b € C. Alors, pour tout B € #,onaa,b € Betdoncab,a—b € B puisque B est un
sous-anneau. Doncab € Ceta—b € C.
Donc C est un sous-anneau de A. |

Proposition 1.18. Soient (A,0,1,+,-) un anneau et S C A. Il existe un unique plus petit (pour l'inclusion)
sous-anneau de A contenant S.

Démonstration. L'unicité est évidente : si B et C sont tous les deux le plus petit sous-anneau de A
contenant S alors B C C (puisque B est le plus petit sous-anneau de A contenant S et C contient .S)
et C C B (puisque C est le plus petit sous-anneau de A contenant .S et B contient §), donc B = C.

Il reste & montrer 1'existence.

D’apres la proposition précédente B := ﬂ C est un sous-anneau de A contenant .S.

CoS
C sous-anneau de A

Si D est un sous-anneau contenant .S alors B := ﬂ C cD.

CoS
C sous-anneau de A
Donc B est le plus petit sous-anneau de A contenant S. [

1.3 Morphismes

Définition 1.19. Soient (A, 04, 14,44, -A) et (B, 0p,15,+5, -B) deux anneaux. Un morphisme d’anneaux
est une application f : A — B vérifiant
(i) fy=1p,
(ii) Ya,b€ A, f(a+,b) = f(a)+p f(b) et
(iii) Ya,be€ A, f(a-4b)= f(a) g f(b).
Proposition 1.20. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux alors

e f(04) =0p,
e Vac A, f(-a)=—f(a).

Démonstration.
e Og=f(0y)—f(0)=/f04+04)—f(0y)=f0y)+ f(O4) — f(Oy) = f(0y).
e Soita € A alors f(a) + f(—a) = f(a—a) = f(0,) =0 donc f(—a) = —f(a). |

Puisqu'un morphisme d’anneaux f : A — B est un morphisme de groupes, on hérite de la proposi-
tion suivante ot ker(f) = f~! ({O B}) est le noyau de f (on verra bientdt qu'il s’agit d'un idéal de A,
i.e. un sous-groupe distingué de A ayant des propriétés supplémentaires liées a la loi - — Attention, si
B est non trivial alors ker(f) n’est pas un sous-anneau de A).

Proposition 1.21. Un morphisme d’anneaux f : A — B est injectif si et seulement si ker(f) = {0,}.
Démonstration.

e Supposons que f est injectif.
Puisque f(04) =0p,0na {04} C ker(f).
Soit x € ker(f) alors f(x) =0 = f(04) donc x = 04 par injectivité de f.
Ainsi ker(f) = {0,4}.

e Supposons que ker(f) = {04}.
Soient x,y € A tels que f(x) = f(y) alors f(x —y) = f(x) = f(») = 0p.
Donc x —y € ker(f) = {04} doux—y=0, etx =y.
On amontré que Vx,y € A, f(x) = f(y) = x =y, i.e. que f estinjectif. |



6 1.4. Anneaux integres J.-B. Campesato

Proposition 1.22. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux bijectif alors f~' : B — A est un morphisme
d’anneaux. On dit alors que f est un isomorphisme et que A et B sont isomorphes.

Démonstration. Soit f : A - B un morphisme d’anneaux bijectif.
e Puisque f(1,)=1g,0na f (1) =1,.
e Soient b, b, € B. Notons a; = f~!(b;) et a, = f~!(b,) alors
x [N+ b)) = 7 (fla) +p fay) = I (fla +4a)) = a; +4ay = [T (b) +4 /7 (by) et
x [T pb) = fTN(fla) g fla) = I (flag-qa) =a-qa =1 b) 4 By W

Exemples 1.23.
e Linclusioni : Z — R est un morphisme d’anneaux (mais pas un isomorphisme).

e La projection canonique z : Z — Z/nZ est un morphisme d’anneaux (mais pas un isomor-
phismesin > 1).

e La conjugaison ¢ : C — C définie par c¢(z) := z est un isomorphisme d’anneaux.

e Soient X est un ensemble non vide, x € X et (4,04, 14,44, -4 ) estun anneau. Alors I'application
d’évaluation ev, : AX - A définie par ev,(f) := f(x) est une morphisme d’anneaux (mais pas
un isomorphisme si X # {x}).

e Soit P € GI,(R). Lapplication de conjugaison ¢ : M,(R) — M,(R) définie par ¢(M) := P'MP
est un isomorphisme d’anneaux.

7 5 R zZ - M,
e Les applications f : - o0 St <n O) ne sont pas des morphismes d’an-
0 0

neaux : elles préservent + et - mais pas 1.

Proposition 1.24. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.
e Si C C A est un sous-anneau de A alors f(C) est un sous-anneau de B.
e Si D C B est un sous-anneau de B alors f~'(D) est un sous-anneau de A.

Démonstration.

e Soit C C A un sous-anneau de A, alors :

* 1= f(1) e f(C)
x Soient a,b € f(C), alors il existe c,d € C tels que a = f(c) et b = f(d).
Ainsia—b = f(c)— f(d) = f(c—d) € f(C)etab= f(c)f(d) = f(cd) € f(C).

Donc f(C) est un sous-anneau de B.

e Soit D C B un sous-anneau de B, alors :
* f()=1€ Detdonc1 e f~(D).
* Soienta,b € f_l(D). Alors f(a—b) = f(a)— f(b) € Det f(ab) = f(a)f(b) € D.
Donc a — b,ac € f~1(D).

Donc f~!(D) est un sous-anneau de A. [ |

1.4 Anneaux integres

Définition 1.25. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau.
On dit que A possede des diviseurs de zéro s'il existe a,b € A~ {0} tels que ab = 0.
Le cas échéant, on dit que a est un diviseur de zéro a gauche et que b est un diviseur de zéro a droite.

Remarque 1.26. Si A est commutatif alors on parle simplement de diviseur de zéro (sans préciser 4
gauche ou a droite puisqu’alors un diviseur de zéro a gauche est un diviseur de zéro a droite et vice
versa).
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Exemples 1.27.
e 2 et 3 sont des diviseurs de zéro de Z/6Z puisque 2 - 3 = 0.

e (1,0) et (0, 1) sont des diviseurs de zéro de C x C puisque (1,0) - (0, 1) = (0, 0).

01 01
. ( o ol et lo 0) sont respectivement un diviseur de zéro a gauche et un diviseur de zéro a

_ _ 0 1\ /0 1 00
droite de M,(R) puisque <0 0) (0 0> - (0 0>'

Définition 1.28. Un anneau est intégre s’il est non trivial, commutatif et ne possede pas de diviseur
de zéro.

Remarque 1.29. Un anneau non trivial et commutatif est integre s’il vérifie
Va,be A,ab=0 — a=0o0ub=0.

Exemples 1.30.

e Les anneaux suivants sont integres (pour les lois usuelles) : Z, Q, R, C, R[X] (en considérant le

degré), Z/pZ ou p est premier, Z [\/E] oudeZ.

e Si A est un anneau non trivial alors A X A n’est pas integre puisque (1,0) - (0, 1) = (0,0).

e Z7/4Z n’est pas intégre puisque 2.2=0.
Proposition 1.31. Soient (A,0,1,+, ) un anneau intégre et a,b,c € A. Si a # 0 et ab = ac alors b = c.
Démonstration. Soient a, b,c € A tels que a # 0 et ab = ac. Alors a(b—c) = ab—ac = 0.
Puisque a # 0 et que A est intégre, on obtient que b —c =0, i.e. que b = c. n
1.5 FEléments inversibles

Définition 1.32. Soit (4,0, 1, +, ) un anneau. On dit que a € A est inversible s'il existe b € A tel que
ab = ba = 1. On dit alors que b est l'inverse de a.
On note A* I’ensemble des inversibles de A.

Remarque 1.33. Lorsque 1'on parle d’inverse sans précision, il s’agit d’inverse multiplicatif.

Proposition 1.34.
e Si A est trivial alors A* = A.
e Si A est un anneau non trivial alors A* C A~ {0}.

Démonstration.
o Si Aesttrivialalors A= {1}etl-1=1,donc A* = {1} = A.

e Si A estnon trivial alors 0 ¢ A* puisqueVa € A, a-0=0# 1. [ ]

Proposition 1.35. Si a admet un inverse alors cet inverse est unique. On le note alors a™".

Démonstration. Soit a € A. Supposons que b,c € A soient deux inverses de a, i.e. b, ¢ vérifient ba =
ab=ca=ac=1 Alorsb=b-1=bac=1-c=c. [ |

Proposition 1.36. Soit (A, 0, 1,+,-) un anneau. Alors A* est stable par - et (A, 1, ) est un groupe.
De plus, on a

e Va,be A*, (ab)”' =b""a"!,

e Vae A", (a_l)_1 =a
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Démonstration.
e 1€ A" puisque 1-1=1.

e Soienta,b € A alors
(ab) (b7'a™ ') =abb~la! =aa”! =1
et
(67'a ") (ab)=b"'arab=b""b = 1.

Ainsi ab est inversible d’inverse b~ 'a"!.

Donc la restriction - : A* X A* - A™ est bien définie et est associative (comme restriction d"une
loi associative).

-1

la=aa ! = 1. Donca™! € A* d’inverse (a_l) =a.

e Soita € A* alors a”
Ainsi a et a~! sont inverses 1’'un de l'autre.

On a bien montré que (A%, 1, -) est un groupe. n

Exemples 1.37.

o (ZRZ)* = {T}

(ZIpZ)* = (ZIpZ)~ {6} oil p est premier.

o (ZinZ)" = {E . pgcd(k, n) = 1}.
e Q=0 {0},
o R* =R~ {0).
o 7' ={-1,1).

Proposition 1.38. Un morphisme d’anneaux f : A — B induit par restriction un morphisme de groupes
f i A" > B

Démonstration. Soit a € A* alors il existe b € A tel que ab = ba = 1. Ainsi f(a)f(b) = f(ab) = f(1) =1
et f(b)f(a) = f(ba) = f(1) = 1. Donc f(a) € B*.

On a montré que la restriction f : A* — B* est bien définie.

De plus, c’est un morphisme de groupes puisque Va,b € A*, f(ab) = f(a)f(b). [ |
1.6 Anneaux a division & corps

Définition 1.39. Un anneau d division est un anneau vérifiant A* = A~ {0}.

Proposition 1.40. Un anneau a division est non trivial.

Démonstration. Montrons la contraposée. Supposons que A soit trivial alors A* = A # @ = A~ {0}.
Donc A n’est pas un anneau a division. |

Proposition 1.41. Un anneau a division est un anneau non trivial dont tout élément non nul admet un inverse.

Démonstration. Si A estun anneau a division alors, d’apres la proposition précédente, il est non trivial
et tout élément non nul admet un inverse puisque A* = A~ {0}.

Réciproquement si A est un anneau non trivial dont tout élément non nul admet un inverse alors
A~ {0} c A" etdonc A" = A~ {0} d’apres la Proposition 1.34. Donc A est un anneau a division. [ |

Définition 1.42. Un corps est un anneau a division commutatif.
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Exemples 1.43.
e R, Q et C sont des corps.

e Z et R[X] ne sont pas des anneaux a division (puisque Z* = {+1} # Z~ {0} et X ¢ (R[X])* en
considérant le degré).

e L'anneau H des quaternions, voir I’Exercice 1.14, est un anneau a division non commutatif (donc
qui n’est pas un corps).

Proposition 1.44. Un corps est intégre.

Démonstration. Soit K un corps. Alors K est un anneau a division et est donc non trivial. De plus K
est commutatif par définition.

Soient a, b € K tels que ab = 0. Si a # 0 alors a est inversibleetb=1-b=a"lab=0a"'0=0.

On a bien montré que Va,b € K, ab=0 = a=0o0u b= 0. Donc K est integre. [

Définition 1.45. Soit (4,0, 1,4+, -) un anneau (resp. un corps). Un sous-anneau a division (resp. sous-
corps) de A est un sous-anneau étant un anneau a division (resp. un corps).

On démontre aisément la proposition suivante :

Proposition 1.46. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau et B C A. Alors B est un sous-anneau a division (resp.
sous-corps) si et seulement si
(i) 1€ B,
(ii) Ya,bE€ B, a—b € B,
(iii) Va,b € B, ab € B et
(iv) Vae B~ {0}, a”! € B.

Remarque 1.47. Un sous-anneau d’un anneau a division (resp. corps) peut ne pas étre un sous-
anneau a division (resp. un sous-corps), par exemple Z C Q.

Remarque 1.48. 1l faut faire attention avec la nomenclature dans la littérature. Pour certains auteurs
francophones, un corps désigne un anneau a division, i.e. pour eux un corps n’est pas nécessairement
commutatif (ils parlent par exemple du corps H des quaternions). Ils utilisent aussi les termes de
corps commutatif pour désigner un anneau a division commutatif et de corps gauche pour désigner un
anneau a division non commutatif.

La convention adoptée dans ce cours est de réserver le terme corps aux anneaux a division commutatifs
(ce qui correspond au terme field en anglais et au programme actuel de ’agrégation o tous les corps
sont supposés commutatifs).
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Exercices

Exercice 1.1. Soitd € Z.Sid < 0, on note \/E =i\/—d.
(1) Montrer que {a +b\d : abe Z} est le plus petit sous-anneau de C contenant V.

(2) Montrer que {a +b\d : abe @} est le plus petit sous-corps de C contenant V.

(3) (a) Montrer quesid =1 mod 4 alors {a + #b > abe Z} est un anneau.
1+v/d

Indice : on pourra remarquer gue —X= est solution d un polyndéme quadratique a coefficients entiers.
p quer que — polyndme g q ffi

(b) Est-ce toujours vraisid #1 mod 47

Exercice 1.2. Soient A un anneau et a € A.
Montrer que s'il existe b, c € A tels que ab = ca = 1 alors a est inversible.

Exercice 1.3.
(1) Est-ce que l'application trace tr : M,(R) — R est un morphisme d’anneaux?
2) Est-ce que 'application déterminant det : M,(R) - R est un morphisme d’anneaux?
q PP 2 p

Exercice 1.4. Soit f : A - B un morphisme d’anneaux.
(1) Montrer que si A est trivial alors B est trivial.
(2) Laréciproque est-elle vraie?
(3) Montrer que si B est non trivial alors ker(f) n’est pas un sous-anneau de A.

Exercice 1.5.
Soit (A, +,-,0,1) un anneau. On définit @ : AXA - Aet® : AXA - Apar

a®b:=a+b+1 et a®@b:=ab+a+b.

(1) Montrer que @ admet un neutre que 1’'on note e et que © admet un neutre que 1’'on note u.
(2) Montrer que (4, ®, ©, e, u) est un anneau isomorphe a (4, +, -,0, 1).
Indice : on pourra commencer par exhiber une bijection ¢ : A — A compatible avec les lois.

Exercice 1.6.
(1) Déterminer, a isomorphisme pres, tous les anneaux a 2 éléments.
(2) Déterminer, a isomorphisme pres, tous les anneaux a 3 éléments.

Exercice 1.7. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur n,m € N pour qu’il existe un mor-
phisme d’anneaux Z/mZ — Z/nZ.

Exercice 1.8 (Anneaux de polynomes).
Soit A un anneau. On définit 'ensemble des polyndmes a coefficients dans A, noté A[X], comme ’en-
semble des suites d’éléments de A a support fini, i.e.

Y(a,)nen € AV, @),eny € AIX1 & (AN €N, VHEN, n> N = a,=0).
Pour (a,),ens (0)nen € ALX], on définit

(an)neN + (bn)nEN = (an + bn)nEN

et
(an)neN ' (bn)neN = <2 akbn—k) .
k=0 neN
On pose 0 := (0,0, ...) € A[X] et 1:=(1,0,0,...) € A[X]. Pour P := (a,),en € A[X]~ {0}, on définit le
degré de P par deg(P) := max {n €N : a, # 0} et on pose deg(0) := —co.
(1) Montrer que (A[X],0, 1,4+, ) est un anneau.
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(2) (a) Montrerque: : A - A[X]défini par i(a) = (a,0,0, ...) est un morphisme d’anneaux injectif.
(b) Onpose X :=(0,1,0,0,......).
Montrer que pour (a,),en € AlX], 0na (a,),en = Z a,X".
n>0
Remarque : pour n € N, on identifie a, € A avec (a,,0,0, ...) € A[X] via le morphisme injectif 1.
(3) Montrer que A est commutatif si et seulement si A[X] ’est.
(4) On suppose que A est un anneau commutatif non trivial.
(a) Montrer que si le coefficient dominant de g € A[X]~ {0} n’est pas un diviseur de zéro dans
AalorsVf € A[X], deg(fg) = deg(f) + deg(g).
(b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A[X] estintegre
(ii) A estintegre
(iii) Vf,g € A[X], deg(fg) = deg(f) + deg(g)
(5) On suppose maintenant que A un anneau commutatif.
(a) Soient f,g € A[X] tels que g # 0 et que le coefficient dominant de g est inversible dans A.
Montrer qu’il existe g, r € A[X] uniquement déterminés par f = gg + r et deg(r) < deg(g).
On appelle q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de f par g.
(b) Soient f € A[X]eta € A.
Montrer que a est une racine de f si et seulement s’il existe g € A[X] tel que f = (X —a)g.
(c) On suppose maintenant que A est un anneau commutatif non trivial.
Montrer que A est intégre si et seulement si tout polynéme non nul f € A[X] posséde au

plus deg(f) racines.
Exercice 1.9. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-anneaux de Z[X]?
(1) {P € Z[X] : deg(P)<n}ouneN (3) {XQ : 0 € 7[X]}
(2) {P€Z[X] : deg(P)=0 mod 2} U {0} (4) {P(X?) : PezZ[X]}
Exercice 1.10. Les applications suivantes sont-elles des morphismes d’anneaux?
Z[X] - Z Z[X] - Z
(1) P ~  P(1) (2) P ~ P (0)

Exercice 1.11.

(1) Soient A un anneau commutatif, B un sous-anneau de A et w € A.
d d

(a) Montrer que ev,, : B[X] — A, défini par ev,, 2 a X = 2 a,@*, est un morphisme
k=0 k=0
d’anneaux. Pour P € B[X], on note P(w) := eV, (P).
(b) On pose Blw] := {P(w) : P € B[X]}.
Montrer que Blw] est le plus petit sous-anneau de A contenant B et w.
(2) On considere maintenant A = C. Soit w € C.
(a) Montrer que Z[w] est le plus petit sous-anneau de C contenant w.
(b) On suppose qu'il existe P € Z[X] unitaire de degré d > 1 tel que P(w) = 0.
Montrer que Z[o] = {a,_j0" ' + - +ajo +ay : ay.ay,....,a4_ € Z}.
(c) Lerésultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas P unitaire?

(d) Soit d € 7, déterminer explicitement Z [\/E] etQ [\/c_i] ou \d:=iydsid <O0.

Exercice 1.12. Parmi les anneaux suivants, lesquels sont intégres ?
(1) Q (2) Z[i] (3) z/67 (4) 7177 (5) CUR,R)

Exercice 1.13. Montrer qu'un anneau integre fini est un corps.
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Exercice 1.14.
21 T2y

(1) Montrer que H := {(z_2 =

tatif. H est I'anneau des quaternions.
(2) Montrer que X* + 1 € H[X] a une infinité de racines.

) 121,27 € C} C M,(C) est un anneau a division non commu-

Exercice 1.15.

On définit le centre d'un anneau A par C(A) = {x € A : Va € A, xa = ax}.
(1) Montrer que le centre C(A) est un sous-anneau de A.
(2) Déterminer le centre C(H) de H.

Indice : on pourra considérer I := (6 g) et J := <(1) _01>

Exercice 1.16. Soit A un anneau de Boole, i.e. vérifiant Va € A, a* = a.
(1) Montrer Va € A, 2a =0.
(2) Montrer que A est commutatif.
(3) Montrer que 0 est le seul élément nilpotent de A.
(4) Montrer que 1 est le seul élément inversible de A.
(5) Onsuppose que A est intégre, déterminer A.

Exercice 1.17. Soit E un ensemble.
(1) Montrer que (Z/2Z)F est un anneau de Boole.
zZrz)t - PE)
fooo= 7
(3) En déduire que (P(E), A, N) est un anneau de Boole.
On rappelle que la différence symétrique de A, B € P(E) est définie par AAB := (AU B)~ (AN B).

(2) Montrer que ¢ : est bijective.

Exercice 1.18.
(1) (a) Montrer que Va,b € Z, a+b\/5:0®a =b=0.

(b) EndéduirequeVa,b,c,deZ,a+b\/§=c+d\/§©a:cetb=d.
(2) OnconsidéreA:zZ[\/E] ={a+b\/§ : a,beZ}.

Pour a,b € Z, on note N (a + b\/E) = a® — 2b°.
(a) Montrer que Vz,z' € A, N(zz') = N(z)N(z").
(b) Montrer queVz € A, z € A* & |[N(z)| = 1.
(c) Ondéfinit W= {z€ A* : z> 1}.
Montrer que si a + b\2 € W alors —1 <a—b\2 < 1.

(d) En déduire que sia + b\/z € W alors a,b > 0.
(e) Montrer que W admet un plus petit élément, que 1'on note w := min(W’) dans la suite.
(f) Soit z € A*N]0, +oo].

i. Montrer qu'il existe un entier n € Z tel que 0"~! < z < @".

ii. Montrer que z = o".

(g) Déterminer A™.
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Exercice 1.19 (Corps des fractions d’un anneau integre).

Soit (A, +,-,0,1) un anneau integre. On munit A X (A ~ {0}) de la relation binaire ~ définie par

(a,b) ~ (¢,d) © ad — bc = 0.

(1) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
(2) On définit deux lois de composition interne sur A X (A ~ {0}), notées aussi + et -, par

(a,b) + (c,d) == (ad + bc, bd) et (a,b) - (c,d) := (ac, bd).

(a) Justifier que ces deux lois sont bien définies.

(b) Montrer que ces lois sont compatibles avec la relation d’équivalence considérée ci-dessus :
ie. pour (al9 bl)’ (a25 b2)7 (c17 dl)s (625 dz) € A X (A N {0})/

. ((11, bl) ~ ((12, bz) (al, bl) + (Cl’ dl) ~ (az, bz) + (Cz, d2)
. { (c1,dy) ~ (cp,dp) alors { (aj, by) - (1, dy) ~ (ay, by) - (¢, dy)

(3) Onnote K := AX(A~{0})/ ~1’ensemble des classes d’équivalence de la relation ~ et g .= (a,b) €

1

K la classe d’équivalence de (a,b) € A X (A~ {0}). On définit Oy := v et lg = !
On a montré que les lois de la question (2) induisent des lois +x et - g sur K vérifiant

ad + bc ac
et

4 Sz a. ¢c_ac
K bd b Kda ™ bd

SN

(a) Montrer que Va € A, Vb,c € A~ {0}, Z—c = %.
c

(b) Montrer que (K, +, -k, 0k, 1) est un corps.

A -

4 1 ¢ estun morphisme d’anneaux injectif.
1

(5) Soient L un corpset ¢ : A — L un morphisme d’anneaux injectif.
On définit @ : K — L par & <3> = p(@)p(b) .
(a) Justifier que @ est bien défini.
(b) Montrer que @ est un morphisme d’anneaux injectif.
(c) Montrer que @ est 'unique morphisme d’anneaux K — L vérifiant ¢ = @ o 1.

Le corps K ainsi construit s’appelle le corps des fractions de A : d’aprés la question précédente, c’est le plus
petit corps contenant A (a isomorphisme pres).

(6) Déterminer le corps des fractions de Z.

(4) Montrer que: :
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2 Idéaux & passage au quotient

2.1 Idéaux

Définition 2.1. Soit (4,0, 1,+, -) un anneau. Un idéal de A est une partie I vérifiant :
(i) (I,0,4) est un sous-groupe de (4,0, +) et
(ii) Vae A,Vxel,axeletxael.

Remarque 2.2. Certains auteurs considerent les idéaux a gauche (sous-groupes stables par multipli-
cation a gauche par tout élément de I'anneau), a droite (sous-groupes stables par multiplication a
droite par tout élément de I'anneau) et bilatéres (idéaux a gauche et a droite). Dans ce cours, on ne
consideére que des idéaux bilatéres (et on utilise simplement le terme idéal).

Exemples 2.3. Les parties suivantes des anneaux considérés sont des idéaux :
e {0} C Aol A est un anneau,
e A C Aou A estun anneau,
e ker(f) C Aou f : A — B estun morphisme d’anneaux,
e nZ:={nk . keZ}cZounelZ.

Proposition 2.4. Soit (A, 0,1, +, ) un anneau. Une partie I C A est un idéal si et seulement si
(i) I#@et
(ii) Vx,ye I, Vaj,a, € A, ajxa, +y e 1.

Démonstration. Supposons que I C A soit un idéal. Alors I # @ puisque 0 € 1.
Soient x,y € I eta;,a, € A. Alors a;x € I et puis a;xa, € I par définition d'un idéal.
Donc a;xa, + y € I puisque (I, 0, +) est un sous-groupe de (4, 0, +).

Réciproquement, supposons que I C A vérifie I # @etVx,y€ I, Va;,a, € A, ajxa, +y € I.

Alors I #@etVx,ye I, x—y=x+(-1)-y-1€ I.Donc (1,0, +) est un sous-groupe de (4,0, +).
Soientae AetxeTalorsax=axl+0€ letxa=1xa+0e€ 1.

Donc I est un idéal. |

Lorsque A est commutatif, on a la caractérisation légérement plus simple suivante :

Proposition 2.5. Soit (A,0, 1, +, ) un anneau commutatif. Une partie I C A est un idéal si et seulement si
() I+ @et
(i) Vx,yeI,Vae A,ax+ye I.

Proposition 2.6. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Si I C B est un idéal de B alors F7N) est un
idéal de A.

Démonstration.
e f(0)=0p€Idonc0, € f (et 1)+

e Soient x,y € f7l(I) et aj,a, € Aalors f(ayxay, +y) = f(a)f(x)f(ay) + f(») € I puisque
f(x), f(y) € I et I estunidéal. Donc a;xa, +y € D). [ |

Corollaire 2.7. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors ker(f) := f ~1({0}) est un idéal de A.

Remarque 2.8. L'image d'un idéal par un morphisme d’anneaux n’est généralement pas un idéal. En
effet, si on consideére l'inclusion: : Z — Q alors ((Z) = Z n’est pas un idéal de Q.
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Proposition 2.9. Une intersection quelconque d’idéaux est un idéal.

Démonstration. Soient (4,0, 1,4+, ) un anneau et % un ensemble quelconque d’idéaux de A.

Posons [ := ﬂ J,alors:
JEF
e PourtoutJ € #,0e J.DoncOe letl #@.

e Soient x,y € I eta;,a, € A. Alors, pour tout J € #,ona a;xa, +y € J puisque J est un idéal.
Donc a;xa, +y € 1.
Donc I est un idéal de A. [ |

Proposition 2.10. Soient (A,0, 1,+,) un anneau et S C A. Il existe un unique plus petit (pour l'inclusion)
idéal de A contenant S. On note cet idéal (S) et on dit que (S) est I'idéal de A engendré par S.

Démonstration. L'unicité est évidente : si I et J sont tous les deux le plus petit idéal de A contenant .S
alors I C J (puisque I est le plus petit idéal de A contenant S et J contient .S) et J C I (puisque J
est le plus petit idéal de A contenant .S et I contient S'), donc I = J.

Il reste & montrer 1'existence.

D’apres la proposition précédente I := ﬂ J est un idéal de A contenant .S.
JoS
J idéal de A
Si K est un idéal de A contenant S alors [ := m J CK.
Jos
J idéal
Donc I est le plus petit idéal de A contenant S. [
Remarque 2.11. Si a;,...,a, € A, onnote (ay,...,qa) = ({ay,...,a;}) I'idéal de A engendré par
ap, ..., .

Proposition 2.12. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau et .S C A une partie non vide. Alors

n
(S) = {Za,.s,.b,. : neN~{0}, g, b; € A, s,.es}.

i=1

n
Démonstration. Notons I := {Zais,-b,- : neNN{0}, a;,b, € A, s5; € S}.
i=1

e [ estunidéal:

x Soits € Salors0=0-s5s-0€ 1.
*x Soient x,y € I et ay, f; € A.
Alors il existe ay,...,a,,b,...,b,,a],...,ap, b}, ....b, € Aetsy,....s,,s],....s, € S tels

s Yno s “m>o s 9Opo "9 m
que
m

n
_ _ AN
x—Zaisibi et y—Zajsjbj.
i=1 j=1
Ainsi

arxay +y=

n
4 J ]

m
aya;s;bo, + Z as'h el
i=1 j=1

e ] contient S :soitse Salorss=1-s5s-1€ 1.

e [ estle plus petit idéal contenant S :

Soit J un idéal contenant .S. Soit x € I.
n

Alors il existe ay, ..., a,, by,...,b, € Aetsy,...,s, €S tels que x = Za-s-b-

g
i=1
Puisque J est unidéal et que, Vi € {1,...,n}, s, € S CJ,onaquex € I.

Donc I est le plus petit idéal contenant .S, i.e. I = (5). [

Remarque 2.13. Si (4,0, 1, +, -) est un anneau alors (@) = (0) = {0}.
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2.2 Anneaux quotients

Proposition 2.14. Soient (A,0,1,+,-) un anneau et I C A un idéal de A. On définit A/I comme I'ensemble
des classes d’équivalence de A pour la relation d’équivalencea ~b < a—b e I.
Alors
. (A x (AlT) — Al
Al (@, b) > a+b

et
(A/T)yx (AlT) —» A/l

A (a, 5) ~ a-b

sont bien définies et conferent @ A/l une structure d’anneau avec 04, = 0et 1,4, = 1.
De plus la projection canonique = : A — A/I définie par 7(a) = a est un morphisme d’anneaux.

Démonstration. Puisque I est un sous-groupe d un groupe commutatif, c’est un sous-groupe distingué
et (A/1,04,7,+ 47 est un groupe. Il reste donc a vérifier que le produit passe au quotient.

Soient a,b,c,d € Atelsquea = cetb=dalorsx ==a—c € I ety:=b—d € I.Doncab—cd =
(x+c)y+d)—cd=xy+xd+cye l.Ainsiab = cd.
On vérifie maintenant aisément que (A/I 0w Yars+arsa ,) est un anneau. |

Exemples 2.15.

e Z/nZ est’anneau quotient de Z par 1'idéal nZ (oun € 7).
e ['anneau quotient R[X /(X 24 1)est isomorphe a C par 'isomorphisme a + ib — a + bX.

Théoréme 2.16 (Propriété universelle du quotient). Soient f : A — B un morphisme d’anneauxet I C A
un idéal de A tel que I C ker(f).
Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A/l — Btelque f = f o .

f

A —— B

nl/?

All
Démonstration.
, ... —=. Al - B . Afini
e Montrons que "application f : 7 o f@ est bien définie.

Soient a,b € A tels que a = balorsa—b e I Cker(f)donc f(a)— f(b) = f(a—b) =0,
ie. f(a) = f(b).

e Montrons que f est un morphisme d’anneaux.
. 7(T> —f()=1
« Soient a,b € A alor57(5+5) - 7(m = fla+b) = f(@+ f(b) = [ (a) +7<5) et
7(a-5)=7(ab)=r@=r@- r&y=7(@7(b)

e Montrons que f = for.
Soita € A alors f o z(a) = f ().

e Montrons que f est I'unique morphisme d’anneaux A/I — B vérifiant f = f o x.

Soit g : A/I — B vérifiant f = g o x. Soitx € Aalors g (X) = gox(x) = f(x) = f (X). [ |
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Remarque 2.17. On vérifie aisément que im(f) = im (7)

Soit y € im(f). Alors il existe x € A tel que y = f(x). Ainsi y = f(x) = f(x(x)) € im (7)
Doncim(f) C im <7)

Montrons l'inclusion réciproque. Soit y € im (7) alors il existe x € A tel que y = 7 (?)
Ainsiy = f (X) = f(z(x)) = f(x) € im(f).

Corollaire 2.18. Soient A, B deux anneaux et I C A un idéal de A. Alors

Hom(A/I,B) — {f € Hom(A,B) : I Cker(f)}
2 - @orm

f <—' f

est une bijection.

2.3 Théoremes d’isomorphisme

Proposition 2.19. Un morphisme d’anneaux f : A — B induit un morphisme d’anneaux injectif f :
Alker(f) — B.

Démonstration. Soit f : A — B une morphisme d’anneaux. Alors, par propriété universelle du
quotient, f induit un unique morphisme d’anneaux f : A/ker(f) — B vérifiant f = f oz ol
7 . A — Alker(f) est la projection canonique. Montrons que f est injectif.

Soit x € ker (7) alors0 = f (?) = f(z(x))) = f(x). Donc x € ker(f) etX = 0 € A/ ker(f).
Ainsi ker (7) = {6}, ie. f est injectif. |

Théoréme 2.20 (Premier théoreme d’isomorphisme).
Un morphisme d’anneaux f : A — B induit un isomorphisme d’anneaux f : Alker(f) — im(f).

Démonstration. Soit f : A — B une morphisme d’anneaux. Alors, par propriété universelle du
quotient, f induit un unique morphisme d’anneaux f : A/ker(f) — B vérifiant f = f oz ol
w . A = Alker(f) est la projection canonique. On a vu dans la proposition précédente que f est

injectif et dans la Remarque 2.17 que im <7> = im(f). [ |

Théoréme 2.21 (Troisiéme théoréme d’isomorphisme).
Soient (A,0,1,+,-) un anneau et I C J C A deux idéaux de A. Notons n; : A — A/l la projection canonique.
Alors JII = n;(J)={X € A/l : x € J} est unidéal de A/l et il y a un isomorphisme (AIDI(J/T) — AlJ.

Démonstration. Notons 7; : A — A/J la projection canonique. C’est un morphisme d’anneaux sur-
jectif et I C J = ker(xy), donc, d’apres la propriété universelle du quotient et la Remarque 2.17, z;
induit un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : A/I — A/J vérifiant 7; = @ o 7;.

Montrons que ker(¢) = J/1.Soit y € J/1, alors il existe x € J tel que y = 7;(x), alors @(y) = @(7;(x)) =
7;(x) = 0. Donc y € ker(g).

Réciproquement, soit y € ker(g). Il existe x € A tel que y = 7;(x). Et 0= @) = @(r;(x)) = 7 ;(x) donc
x eker(z;)=J.Ainsiy=x € J/I.

Donc J/I = ker(p) est un idéal de A/I. Et, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme appliqué
a @, il existe un isomorphisme (A/1)/(J/T) — AlJ. [ |
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Le résultat suivant permet de décrire les idéaux de A/I a partir des idéaux de A contenant I.

Corollaire 2.22. Soient (A,0,1,+,-) un anneau et I C A un idéal de A.
Alors la projection canonique = : A — A/l induit une bijection

{Idéaux de A contenant I} — {Idéaux de A/T}
J — JI
= 1) “ J

Démonstration. L'application {Idéaux de A contenant I} > J ~ J/I € {Idéaux de A/I} est bien défi-
nie d’apres le troisiéme théoreme d’isomorphisme. Si J est un idéal de A/I alors I = ! <6> c z N).

Donc l'application {Idéaux de A/1} > J z~1(J) € {Idéaux de A contenant I} est elle aussi bien dé-
finie. Vérifions qu’elles sont réciproques 1'une de 'autre.
e Soit J un idéal de A contenant I. Alors z~'(J/I) =z~ (x(J)) D J.
Réciproquement, soit x € = YJID). Alors n(x) € J/I = =n(J), donc il existe y € J tel que
7(x) = n(y). On déduit de n(x — y) = 6que x—y€l cJ.Doncx=(x—y)+y€J puisque J est
un idéal (donc un sous-groupe).
Ainsi 77 (J/1) = 27X (m(J)) = J.
e Soit J un idéal de A/I alors, puisque z est surjective, z~'(J)/I =z (7' (J)) = J. [ |

On démontre le résultat suivant dans 1’Exercice 2.9.

Théoreme 2.23 (Deuxieme théoreme d’isomorphisme).
Soient (A, 0,1, +, ) un anneau, B C A un sous-anneau de A et I C A un idéal de A.
Alors B+ I est un sous-anneau de A, BN I est un idéal de B et il y a un isomorphisme B/(BN1I) — (B+1)/1.

2.4 Idéaux et anneaux principaux

Définition 2.24. Soit (4,0, 1,+, ) un anneau. On dit qu'un idéal I C A de A est principal s'il existe
a € Atelque I = (a).

Définition 2.25. Un anneau principal est un anneau inteégre dont tous les idéaux sont principaux.

Exemples 2.26. Grace a la division euclidienne, on vérifie que les anneaux Z et R[ X] sont principaux
(on généralisera cette observation dans la Section 3).

Proposition 2.27. Soient (A,0,1,+, ) un anneau et I C A un idéal de A, alors
(1) I=AsInA"#+@(ie I = Asiet seulement si I contient un inversible) ;
(2) si A est commutatif alorsVa € A, (a) = A & a € A™;
(3) si A est intégre alors VYa,b € A, (a) = (b) & Ju € A™, b = au.

Démonstration.
(1) = Supposons que I = Aalors1 € InA*.DoncInA*#@.
< Supposons que I N A* # @ alors il existeu € I N A™.
Soita€ A,alorsa=uu"'ae I.Donc AC I etainsi A= 1I.
(2) Supposons que A soit commutatif.
= Soita € A tel que (a) = A. Alors 1 € (a), doncil existe u € A tel que 1 = au. Ainsia € A™.
& Soita € A* alors a € (a) N A*. Donc, d’apres le premier point, (a) = A.
(3) Supposons que A soit integre.
= Soient a, b € A tels que (a) = (b). Alors b € (b) = (a) donc il existe u € A tel que b = au.
De méme, il existe v € A tel que a = bv. Ainsi a = bv = auv d’ott a(1 — uv) = 0.
Soita=0etalorsb=au=0,dota=b-1avec A € A™.
Soit a # 0 et alors, puisque A est integre, 1 = uv, doncu € A* et b = au.
< Supposons qu'il existe u € A* tel que b = au.
Soit x € (b) alors il existe f € A tel que x = bf = auf € (a). Donc (b) C (a).
Soit y € (a) alors il existe « € A tel que y = aa = bu"'a € (b). Donc (a) C (b).
Ainsi (a) = (b). [ |
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Remarque 2.28. Soient A un anneau commutatif et a, b € A.

S’il existe u inversible tel que a = bu alors (a) = (b) sans hypothese d’intégrité (I’hypothése n’a pas été
utilisée dans la démonstration de cette implication).

En revanche, la réciproque n’est généralement pas vraie si A n’est pas supposé integre (Exercice 3.1).

2.5 Idéaux premiers et maximaux d’un anneau commutatif

Définition 2.29. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif. Un idéal P C A de A est premier si
(i) P#A, et
(ii) Va,be A,abe P = a€ Poube P.

Exemple 2.30. Si p est premier alors pZ est un idéal premier de Z.
D’abord, pZ # Z puisque 1 & pZ.

Soient a, b € Z tels que ab € pZ alors p|ab.

D’apres le lemme d’Euclide, pla ou p|b, i.e. a € pZ ou b € pZ.

Définition 2.31. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif. Un idéal m c A de A est maximal si
(i) m+#A, et
(ii) m est maximal dans I’ensemble des idéaux distincts de A,
i.e. pour toutidéal I de Asim C I alors I = mou [l = A.

Exemple 2.32. Si p est premier alors pZ est un idéal maximal de Z.

D’abord, pZ # Z puisque 1 & pZ.

Soit I un idéal de Z tel que pZ C I. Puisque Z est principal, il existe n € Z tel que I = nZ.
Donc p € pZ Cc I = nZ, ainsi n|p.

Puisque p est premier alors n = +1 etalors I = Z oun = +petalors I = pZ.

Théoreme 2.33 (Théoréme de Krull). Soient (A,0,1,+, ) un anneau commutatif et I G A un idéal de A
distinct de A. Alors il existe un idéal maximal de A contenant I.

La démonstration du théoréme de Krull repose sur le lemme de Zorn. En fait, le théoreme de Krull
et le lemme de Zorn sont équivalents. Ils sont aussi équivalents a I’axiome du choix qui stipule que si
(S));e; est une famille d’ensembles non vides alors H S; # @.

il
Lemme 2.34 (Lemme de Zorn).
Soit (E, <) un ensemble ordonné non vide tel que toute partie de E totalement ordonnée posséde un majorant.
Alors E admet un élément maximal, ie. Ime E,Nx € E, m<x = x=m.

Démonstration du Théoréme de Krull. On considére E := {J C A : Jidéalde A, J # A, I C J}, alors
e E est ordonné par l'inclusion C.
e E# Ppuisquel € E.
e Soit # une partie de E totalement ordonnée non vide (si & est vide alors elle est majorée par
n’importe quel élément de E). Posons K := U J alors

JeF
x K # @ puisque0 e I C K.

x K est un idéal de A. En effet, soient x;,x, € K et a € A, alors il existe J, J, € F tels que
x; € J, et x, € J,. Puisque F est totalement ordonnée, soit J; C J, et alors on pose J = J,,
soit J, C J; et alors on pose J := J;.
Alors, puisque J est un idéal et x;,x, € J,ona x; +ax, € J C K.

*x K # A. Supposons par I'absurde que K = A, alors il existe J € F tel que 1 € J. Donc
J = A d’ot1 une contradiction.

Donc K € E. De plus K est un majorant de # puisque pour tout J € #, J C K.
On déduit du lemme de Zorn que E admet un élément maximal m. [

Corollaire 2.35. Tout anneau commutatif non trivial admet un idéal maximal.

Démonstration. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif non trivial. Alors {0} est unidéal de A distinct
de A. Donc, d’apres le théoréme de Krull, il existe un idéal maximal m de A tel que {0} C m. n
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Remarque 2.36. On peut démontrer que le corollaire est équivalent au théoreme de Krull.

En effet, soit (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et I C A un idéal de A distinct de A. Alors A/I est un
anneau commutatif non trivial, donc d’apres le corollaire, A/I admet un idéal maximal m. On vérifie
ensuite aisément que ! (m) est un idéal maximal de A contenant I.

Ainsi, dans certains livres, c’est le corollaire qui est appelé théoréme de Krull.

Proposition 2.37. Soient (A,0, 1, +, ) un anneau commutatif et I C A un idéal de A, alors
(1) I est premier si et seulement si A/I est inteégre.
(2) I est maximal si et seulement si A/ est un corps.

Démonstration. Notons déja que A/I est commutatif puisque A 'est.

(1) = Soit I un idéal premier de A. Alors I # A donc A/I # {0}.
Soient a, b € A tels que ab = 0 alors ab = ab = 0 donc ab € I. Puisque I est premier, soita € I et

alors @ =0, soit b € I et alors b = 0.
Donc A/I est integre.

< Supposons que A/l soit intégre. Alors A/I n’est pas trivial et donc I # A.
Soient a, b € A tels que ab € I alors ab = ab = 0.

Puisque A/I est integre, soit a = Oetalorsae I , soit b=0ethel.
Donc I est premier.

(2) = Soit I un idéal maximal de A. Alors I # A donc A/I # {0}.
Soit x € (A/1) ~ {6} alors il existe a € A~ I tel que x =a.

Posons J := (a) + I. Alors J est un idéal de A vérifiant I C J puisquea € J ~ I.

Par maximalité de I, J = Aetdonc 1 € J. Ainsi, il existeu € Aetb € I tel que 1 = au + b.
Enfinl =au+b=1a-u+b=a-u Donc x = a est inversible dans A/I.

Ainsi A/I est un corps.

< Supposons que A/l soit un corps. Alors A/I n’est pas trivial et donc I # A.
Soit J unidéal de Atelque I C J.

Alorsil existea € J ~ I. Donca € (A/T)~ {6} = (A/I)* car A/I est un corps.

Ainsi il existe b € AtelqueE-E:T.DonC l—ab=0,ie.1—abeICJ.
Puisque J est unidéal,ona 1 = (1 —ab)+ab € J. Donc J = A.
Ainsi I est maximal. [ |

Corollaire 2.38. Un idéal maximal est premier.

Démonstration. Soit A un anneau commutatif et m un idéal maximal.
Alors A/m est un corps et est donc intégre. Ainsi m est premier. n

Remarque 2.39. La réciproque est fausse : prenons A := Z[X] et I := (X) alors A/l ~ Z est integre
mais n’est pas un corps. Donc I est un anneau premier qui n’est pas maximal.
2.6 Théoreme des restes chinois

Définition 2.40. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et I, J C A deux idéaux de A.
On dit que I et J sont comaximaux si I + J = A.

Proposition 2.41. Soient (A,0, 1,+, ) un anneau commutatifet I,J C A deux idéaux de A.
Alors I et J sont comaximaux si et seulementsidae I,dbe J,a+b=1.

Démonstration.

e Supposons que I et J soient comaximaux. Puisque 1 € A =1 + J,ilexistea € I et b € J tels
que l=a+b.
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e Réciproquement, supposons qu’il existe a € I et b € J telsque 1 = a + b.
Soit x € A. Alors x =1-x = ax + bx € I + J puisque I et J sont des idéaux.
DoncAC I+ Jetdoncl+J =A. [ |

Exemples 2.42. Soient m,n € Z. Alors mZ et nZ sont comaximaux si et seulement si pgcd(m, n) = 1.
Supposons que mZ et nZ soient comaximaux. Alors, il existe k, ! € Z tels que 1 = mk + nl.

Si d est un diviseur commun de m et n alors d|mk + nl = 1. Ainsi pged(m, b) = 1.

Réciproquement, supposons que pgecd(m, n) = 1.

Alors, d’apres le théoreme de Bézout, il existe u, v € Z tels que 1 = mu + nv.

Soitx € Zalorsx =1-x = mux+nvx € mZ +nZ.DoncmZ +nZ = 7, i.e. mZ et nZ sont comaximaux.

Lemme 2.43. Soient (A,0, 1, +, ) un anneau commutatifet I,...,1,,J C A des idéaux de A.

»tno

n
Si, pour tout k € 1, ... ,n, I} et J sont comaximaux alors ﬂ 1, et J sont comaximaux.
k=1
Démonstration. Supposons que pour tout k € 1, ..., n, I, et J sont comaximaux.
Pour k € {1, ...,n}, comme I, et J sont comaximaux,il existe a; € I; et b, € J tels que 1 = a; + b,.

n n n n n
Alors 1 = | |(a, + by) = Hak + bou Hak € ﬂ I, etb e J. Donc ﬂ I et J sont comaximaux. W
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Théoréme 2.44 (Théoreme des restes chinois).

Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau commutatif et I, ..., 1, C A des idéaux de A deux a deux comaximaux.
A - AL X X A o o “
: I,.
Alors f ~ (x mod I.....x mod I,) est un morphisme d’anneaux surjectif de noyau Q X
A - All; X - X All,

Démonstration. 1l est clair que f : ) est un morphisme d’anneaux

x +~ (x modI,....x mod I,
n

et que ker(f) = m 1.
k=1
Montrons la surjectivité par récurrence sur n € N~ {0}.

e Sin=1alors f : A — A/l estla projection canonique qui est surjective.
e Sin =2alors, puisque I et I, sont comaximaux, il existe a; € I, eta, € I, telsque 1 = a; + a,.
Soient y; € A/l et y, € A/l,.
Alors il existe x, x, € A tels que y; = X et y, = X,. Posons x := x;a, + x,a,.
Alors,ona x = x;(1 —a;) + x,a; =x; mod I, et x = xya, + x,(1 —ay) = x, mod I,.
Donc f(x) = (¥, y2)-
e Supposons 1’énoncé vrai pour un certain n > 2.
Soient Iy, ...,1,,1,,; C A desidéaux de A deux a deux comaximaux.
Soient (¥, ..., ¥y Vuy1) € ALy X - X All, X Al 4.
Par hypothése de récurrence, il existe x € A tel que, pour k € {1,...,n},x =y, € A/l,.

n
D’apres le lemme, ﬂ I, et I, sont comaximaux. Donc, d’apres le cas n = 2, il existe x’ € A tel
k=1
que x’ =xdans A/(;_, I; etx’ =y,,, dans A/I,,,. Ainsi

fG&=(x" modI,....,x" mod I,,x’ mod I,,)

=(x mod I},....,x mod I,,y,,)
=(y]’---aynayn+])- |
Corollaire 2.45. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau commutatif et I, ...,1, C A des idéaux de A deux a deux

comaximaux. Alors A/(i_, I et AlI} X -+ x All, sont isomorphes.

Définition 2.46. Soient (A, 0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A. On dit que a et b sont étrangers
s'il existe u, v € A tels que 1 = au + bv.

Exemple 2.47. D’aprés le théoréme de Bézout, m, n € Z sont étrangers si et seulement si pged(m, n) = 1.
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Lemme 2.48. Soient (A,0, 1, +,-) un anneau commutatif et a, b € A.
Alors a et b sont étrangers si et seulement si (a) et (b) sont comaximaux.

Démonstration. a et b sont étrangers si et seulement si 1 € (a) + (b) si et seulement si (a) + (b)) = A. W
Lemme 2.49. Soient (A,0,1,+,-) un anneau commutatif et ay, ...,a, € A des éléments de A deux a deux

n
étrangers alors ﬂ(ak) = (a, - a,).
k=1

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n € N\ {0}.
e Sin=1,ilny arien a démontrer.
e Sin=2:soienta;,a, € A étrangers.
* aja, € (a)) et aja, € (ay) ainsi a;a, € (a;) N (ay).
De plus (a;)N(a,) est un idéal comme intersection de deux idéaux, donc (a;a,) C (a;)N(a,).
* Soit x € (a;) N (ay). Alors il existe by, b, € A tels que x = a;b; = a,b,.
Puisque a; et a, sont étrangers, il existe u;,u, € A tels que 1 = a u; + byu,.
Alors x = aju;x + ayurx = ajay(u by, + uyby) € (aja,).
e Supposons le résultat vrai pour un certain n > 2.
Soient ay, ..., a,,a,,, € A des éléments de A deux a deux étrangers.

Par hypothése de récurrence, ﬂ(ak) = (a, - a,).
k=1

D’apres les Lemmes 2.43 et 2.48, (a; --- a,) = ﬂ(ak) et (a,,1) sont comaximaux.

k=1
Donc a; -+ a, et a,, | sont étrangers, toujours d’apreés le Lemme 2.48.
n+1
On déduit donc du cas n = 2 que ﬂ(ak) =(ay - a,) (a,.) = (ay - a,a,.1). [ |
k=1

Le résultat suivant se déduit du théoreme des restes chinois a 1’aide des deux lemmes précédents.

Théoreme 2.50 (Théoreme des restes chinois, variante).

Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau commutatif et a,, ... ,a, C A des éléments de A deux d deux étrangers.
. - Al(ay) X -+ X Al(a,) . , .
Alors f : ~ (x mod ().....x mod (a,) est un morphisme d’anneaux surjectif de noyau (a;a, - a,).

Corollaire 2.51. Soient (A,0, 1,+, ) un anneau commutatif et ay, ..., a, C A des éléments de A deux a deux
étrangers. Alors Al(aya, -+ a,) et Al(a;) X --- X Al(a,) sont isomorphes.

La démonstration de la surjectivité dans le théoreme des restes chinois fournit un algorithme pour
déterminer l'inverse.

x=2 mod 6
Exemple 2.52. On souhaite résoudre{ x=-1 mod 5 .
x=3 mod7

Puisque 6, 5 et 7 sont deux a deux premiers entre eux, on déduit du théoréme des restes chinois que
le systeme admet une solution.

On consideére la relation de Bézout6-1+5-(-1) = 1.

Alorsr:==6-1-(=1)+5-(=1)-2=—-16 vérifier =2 mod 6etr=—-1 mod 5.

On considere la relation de Bézout 30 - (=3)+7-13 =1 (o 30=6-5).

Alors x :=30-(=3)-3+7-13-(=16) = —1726 vérifier =2 mod 6,r=—-1 mod Setr=3 mod 7.
D’apres le théoréme des restes chinois, 'ensemble des solutions estdonc {-1726 +6-5-7 -r : re Z} =
{=1726+210r : reZ} ={-46+210s : s € Z}.
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Exemple 2.53. D’apres le théoréme des restes chinois, Z — Z/37Z x Z/4Z x Z/71Z induit un isomor-
phisme f : Z/847Z — Z/3Z x Z/4Z x Z/7Z. On souhaite expliciter f~!.

x=1 mod3 L .
En resolvant le systeme ¢ x =0 mod 4 , on trouve que f -1 (1, 0, 0) = 28.
x=0 mod 7

De méme, on obtient que f -1 <6, T,G) =21 et que f -1 (6, 0, T) = 36.
Donc f_1 (Y, },E) =28x + 21y + 36z.

2.7 Anneaux noethériens
Définition 2.54. Un anneau noethérien est un anneau commutatif dont tout idéal est finiment engendré.
Exemples 2.55.

e Tout anneau principal est noethérien, par exemple Z et R[X].

4 [\/E] est noethérien, ou d € Z.

En effet, soit I un idéal de Z [\/E] Pour tout a € 1, il existe m,,n, € Z tels que a = m, + na\/g.
Puisque Z est principal, il existe m € Z tel que ({m, : a € I}) = (m).

Dongc, pour tout a € A4, il existe 71, € Z tel que a = mi, + n, V.

Puisque m € (m) = ({m, : a€I}), il existe r € N, uy,...,u, € Zetay,...,a, € I tels que
m=um, +--+um,.

Posons y :=uja; + - +u,a. € I alorsy =m+ n\/g oun=un, +- +un, €.

Ainsi, pour touta € I, a—m,y = fi,\/d ouii, = n, +m,n € Z.

Puisque Z est principal, il existe /i € Z tel que ({7, : a € I}) = (7).

Il existe alors s €N, vy, ...,v, € Aetbhy,...,b; € I telsque it = vyny + -+ + vgn, .

Donc z := iiV/d € I.

Soit a € I alors /i, € (i), donc il existe 7, € Z tel que #i, = fifi,. Ainsi a = f,y + fi,z.

Donc I = (y,z)etZ [\/E ] est noethérien.

On verra dans la suite une démonstration plus simple utilisant le théoreme de la base de Hilbert.

Proposition 2.56. Soit (A,0, 1, +, ) un anneau commutatif, alors les énoncés suivants sont équivalents :
(1) A est noethérien.
(2) Toute suite croissante (pour l'inclusion) d’idéaux de A est stationnaire,
ie. si (I,),en est une suite d'idéaux de A vérifiant Vn € N, I, C I, alors il existe N € N tel que
VheN,n>N = I, =1y.
(3) Toute ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément maximal (pour l'inclusion),
ie. si F # @ est un ensemble non vide d’idéaux de AalorsAl e F NJ e F, I cJ = [=J.

Démonstration.

(1)=(2) Supposons que A soit noethérien.

Soit (1)), Une suite croissante d’idéaux de A. Posons I := U 1, alors I est un idéal de A.

neN
En effet, I # @ puisque0 € I, C I.

Soient x|, x, € I eta € A. Alorsil existe n;,n, ENtelsque x; € I, etx, €1, .
Posons n := max(ny, n,), alors x;, x, € I,,. Donc x| + ax, € I, puisque I, est un idéal.
Enfin x; +ax, € I, C U I1,=1.

neN
Dong, par hypothese, I est finiment engendré, i.e. il existe ay, ..., a, € I tels que I = (ay, ..., a,).
Soiti € {1,...,r} alors il existe m; € Ntel que a; € I, .
Posons N := max(my, ...,m,), alorsVi € {1,....r}, a; € I, C Iyetdoncl =(ay,...,a,) C Iy.

Soitn> NalorsI c Iy cI,CcI.Doncl,=1Iy.
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(2)=(3) On va montrer la contraposée. Supposons qu'il existe # un ensemble non vide d’idéaux de A
n'admettant pas d’élément maximal.
Puisque & est non vide, il existe I, € #.
Supposons qu’il existe Iy, ..., I, € F telsque I, € --- € I,,.
Puisque % n’admet pas d’élément maximal, il existe I, ; € F tel que I,,.| 2 I,.
On a donc construit par récurrence une suite (1,,),cy strictement croissante d’idéaux de A.

(3)=(1) Supposons que tout ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément maximal.
Soit I un idéal de A. Considérons

F = {J : Jidéal finiment engendré de A inclus dans I } .

Puisque {0} € ¥, ona F # @. Donc % admet un élément maximal J.

Comme J € #,onaJ C I.Supposons par I'absurde que J # I alorsil existea € I~ J.

Donc J C J + (a) et J + (a) € F. D’ol1 une contradiction avec la maximalité de J.

Ainsi I = J est finiment engendré. |

Exemple 2.57. I'anneau C’(R,R) n’est pas noethérien puisque I, = {re C'R,R) : fintool = 0}
définit une suite (7,),cn strictement croissante d’idéaux de COUR,R).

Proposition 2.58. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Si A est noethérien alors B I’est aussi.
Démonstration.

e Montrons que B est commutatif.
Soient by, b, € B. Puisque f est surjectif, il existe a;,a, € A tels que b; = f(a;) et b, = f(a,).
Ainsi by b, = f(ay) f(ay) = f(ajay) = f(ara;) = f(ay)f(a;) = bybl puisque A est commutatif.

e Montrons que tout idéal de B est finiment engendré.
Soit I un idéal de B. Alors f~!(I) est un idéal de A et il existe donc ay,...,a, € A tels que
f‘l(I) =(ay,...,a,) puisque A est noethérien.
Puisque f estsurjectif,onal = f (f_l(I)) =f ((al,...,an)).MontronsqueI = (f(al),...,f(an)).
Pouri € {1,...,n},ona f(a) € f ((aj,...,a,)) = I.Donc (f(ay), ..., f(a,) C I.
Soitx e I = f ((al, ...,an)) alors il existe uy,...,u, € A tels que x = f(uja; + -+ + u,a,) =

S flay) + -+ f(u,)f(a,) € (f(a1), ,f(a,,))~ Donc I = (f(al), ,f(an)) n
Corollaire 2.59. Si A est un anneau noethérien et si I est un idéal de A alors A/l est un anneau noethérien.

Démonstration. Soient A un anneau noethérien et I un idéal de A. Comme la projection canonique
7 : A = A/I est un morphisme d’anneaux surjectif, on déduit de la proposition précédente que A/I
est un anneau noethérien. [

Exemple 2.60. Z/10Z est un anneau noethérien non-integre.
Corollaire 2.61. Soient A et B deux anneaux isomorphes. Alors A est noethérien si et seulement B I’est.
Théoréme 2.62 (Théoréme de la base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien alors A[X] l'est aussi.

Démonstration. Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A[X].

Supposons par I'absurde que I ne soit pas finiment engendré.

Il existe f, € I ~ {0} de degré minimal. Supposons f, ..., f,, déja construits alors, par hypothése, il
existe f,.1 € I ~(fy, ..., f,) de degré minimal.

On a donc construit (f,),ey une suite d’éléments de I telle que Vn € N, f,.; € I~ (fy,..., [f,) et
(deg( f,,))n < est une suite croissante d’entiers naturels.

Pour tout n € N, notons a,, le coefficient dominant de f,,, alors (a) C (ag, a;) C (aq, a;,a,) C -+ est une
suite croissante d’idéaux de A. Elle est donc stationnaire : il existe N € N~ {0} tel que

VneN,n> N = (agy,...,a,) =(ag,....,an_1)-
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Puisque ay € (ag, ..., ayn_1), il existe u, ... ,uy_; € Atels que ay = upag+ -+ +un_j1an_;.
N-1

Posons g := Z uixdeg(fN)—degf[fl, € A[X].
i

1
Alors deg(g) = deg(fy), le coefficient dominant de g estay et g € (fy, ..., fn_1)-

Deplus fy —g€ I~(fy. ..., fy_1) puisque sinon fn = (fy — &) +8& € (f1, .- fn_1)-
Mais deg(fn — g) < deg(fy), d’olt une contradiction avec la minimalité du degré de f . [ |

Corollaire 2.63. Si A est un anneau noethérien alors A[ X, ..., X, ] l'est aussi.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence on remarquant que

AlXy, . X, X = ALX, L X NX )

Exemple 2.64. Z [\/E] est noethérien, ou d € Z.

ZIX] - Z [\/E

En effet, Z[ X] est noethérien d’apres le théoreme de la base de Hilbert et ] est un
P ~ P < )

S

morphisme d’anneaux surjectif.
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Exercices

Exercice 2.1.

On considere €°([0, 1]) 'anneau des fonctions f : [0,1] = R continues.

Montrer de deux fagons différentes que I := { fec’o,1)) : f(0)= 0} est un idéal de €°([0, 1]).
Indication : pour la premiére méthode, on pourra utiliser la définition, et pour la seconde, remarquer que I est
le noyau d’un morphisme d’anneaux.

Exercice 2.2. Montrer que les idéaux de Z sont les nZ ot n € N.

Exercice 2.3.

Soit f : A - B un morphisme d’anneaux.
(1) Montrer que si f est surjectif alors I'image d"un idéal de A par f est un idéal de B.
(2) Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas f surjectif ?

Exercice 2.4.
(1) Montrer qu'un anneau a division A possede exactement deux idéaux, a savoir {0} et A.
(2) (a) Montrer que M,(Z/2Z) n’est pas un anneau a division.
(b) Montrer que pour tout a, b, c,d € Z/2Z, on a dans M,(Z/2Z):

(o) (0= %)
1 0/ \c d a b
()G o)= (i 9)
c d)\1 0 d ¢
. <1 0)<a b)<1 O>=<a 0)
0 0/\c d/\0 O 00
(c) En déduire que M,(Z/2Z) posséde exactement deux idéaux.
(d) Est-ce que la réciproque de I’énoncé de la question (1) est vraie?
(3) Montrer qu'un anneau commutatif est un corps ssi il posséde exactement deux idéaux.
(4) Soient A un anneau a division, B un anneau et f : A — B un morphisme d’anneaux.

(a) Montrer que si B n’est pas trivial alors f est injectif.
(b) Que se passe-t-il si B est trivial?

Exercice 2.5.

On définit I'ensemble des nombres décimaux par D := {ﬁ ra€”Z keN }
(1) Montrer que D est un anneau intégre pour les lois usuelles.
(2) Déterminer I'ensemble D* des inversibles de D.
(3) (a) Montrer que si I est unidéal de D alors I N Z est un idéal de Z.

(b) En déduire que D est principal.

Exercice 2.6.

On considere I := (2, X) I'idéal de Z[X] engendré par 2 et X.
(1) Montrerque I = {P € Z[X] : P(0)=0 mod 2}.
(2) Est-ce que I est un idéal principal ?

Exercice 2.7. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.
On définit le radical de I par /I := {x € A : In €N~ {0}, x" € I}.

(1) Montrer que VT est un idéal de A.

(2) Montrer que 1/ VI=+VTI.
(3) Déterminer \/Tpour A=ZetI =nZouneN.
(4) Montrer que 0 est le seul nilpotent de A/ V1.

7

Exercice 2.8. Pour chacun des anneaux suivants, exhiber un anneau isomorphe ”plus simple” :
(1) A[X]/(X — a) ou A est un anneau commutatif et a € A.
(2) ZIX)C2X - 1)
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Exercice 2.9. Le but de cet exercice est de démontrer le deuxiéme théoréme d’isomorphisme.
Soient A un anneau, B un sous-anneau de A et I un idéal de A.

(1) Montrer que B + I est un sous-anneau de A.

(2) Montrer que BN I est un idéal de B.

(3) Montrer que I est unidéal de B + 1.

(4) Montrer que les anneaux B/B N I et (B + I)/I sont isomorphes.

Exercice 2.10 (Caractéristique d'un anneau).
Soit A un anneau.

(1) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux ® : Z — A.

(2) Montrer qu’il existe un unique ¢ € N tel que ker(0) = ¢Z.
Cet entier ¢, que I'on note car(A), est appelé la caractéristique de A.
C’est le plus petit entier ¢ > 0 tel que

I+1+--+1=0,
c fois

sil existe, et sinon car(A) = 0 (on dit alors que A est de caractéristique nulle).

(3) Déterminer la caractéristique des anneaux suivants :

(a) Z (c) Q (e) ZIAZ x ZI8Z x Z/12Z
(b) Z/InZ ottn €N (d) Z/3Z x 7/AZ (f) Qx z/47

(4) Montrer que A contient un sous-anneau isomorphe a Z/car(A)Z.
(5) On suppose dans cette question que p := car(A) est un nombre premier.

(a) Montrer que Vk € {1,...,p—1}, p|<i>.
(b) Montrer quesi a, b € A vérifient ab = ba alors (a + b)? = a” + bP.

(c) En déduire que si A est commutatif alors est un morphisme d’anneaux.

a?

(6) Montrer que si A est intégre alors car(A) est soit nulle soit un nombre premier.

Exercice 2.11.
(1) Déterminer les idéaux premiers de Z.
(2) Déterminer les idéaux maximaux de Z.

Exercice 2.12. L'idéal I de A est-il premier ? maximal ?

(1) A=Q[X], I =(X>=-2) (4) A=R[X],T=(X-2) (7) A=2Z[i, T=(1+1i)
(2) A=27Z[X],1=(X?>-2) (5) A=R[X], I =(X>+1) (8) A=2Z[X],I=nX)
(3) A=R[X], I =(X*-2) (6) A=C[X],I=(X%*+1) otin € N~ {0}

Exercice 2.13. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant.
(1) Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal premier de B alors f ~1(I) est un idéal premier de A.
(2) Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal maximal de B alors f~!(I) est un idéal maximal de A.
(3) Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal premier de B alors I N A est un idéal premier de A.
(4) Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal maximal de B alors I N A est un idéal maximal de A.

Exercice 2.14.

On considere I'unique morphisme d’anneaux © : Z — Z[i]/(i — 3), i.e. O(n) := n.
(1) Montrer que © induit un isomorphisme 6 : Z/10Z — Z[il/(i — 3) puis déterminer oL
(2) Lidéal (i — 3) de Z[i] est-il premier ? maximal?
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Exercice 2.15.
Soit A un anneau de Boole (voir 1"Exercice 1.16).
(1) Montrer que si I est un idéal de A alors A/I est un anneau de Boole.
(2) (a) Montrer que si I est un idéal premier de A alors A/I ~ Z/27.
(b) En déduire que tout idéal premier de A est maximal.
(c) Soit I unidéal premier. Montrer que Vx,y€ A~I, x+y € I.
(3) (a) Montrer que Vx,y € A, (x,y) = (x + y+ xy).

(b) En déduire que tout idéal de A finiment engendré est principal.

Exercice 2.16.
(1) Soit A un anneau principal. Montrer que tout idéal premier non nul de A est maximal.
(2) L'énoncé de la question précédente est-il vrai si A est un anneau quelconque?

Exercice 2.17.
Soit A un anneau. On dit que a € A est nilpotent s’il existe n € N\ {0} tel que a" = 0.
On dénote I'ensemble des nilpotents de A par Nil(A).
(1) Montrer qu'un nilpotent non nul est un diviseur de zéro.
(2) Montrer que si a € Nil(A) alors —a € Nil(A).
(3) Montrer que sia € Nil(A) alors 1 + a et 1 — a sont inversibles.
(4) On suppose désormais que A est commutatif.
(a) Montrer, de deux fagons différentes, que Nil(A) est un idéal de A.
(b) Montrer que 0 est le seul nilpotent de A/Nil(A).
(c) Montrer que Vu € A*, Va € Nil(A), u+a € A" etu—a € A"
(d) Montrer que Nil(A) est I'intersection des idéaux premiers de A.

Exercice 2.18. Soit A un anneau commutatif.

(1) Soit f € A[X]~ {0}. Montrer que f est un diviseur de zéro de A[X] si et seulement s’il existe

de A~ {0} telquedf =0.
(2) Soit f =ay+a; X +a, X> + - + a,X" € A[X].

(a) Montrer que f € Nil(A[X]) si et seulement si ay, a4, ..., a, € Nil(A).

(b) Montrer que f € (A[X])" si et seulement siq, € A etqy, ..., a, € Nil(A).

Pour les deux questions précédentes, on pourra utiliser I'exercice précédent.
(3) (a) Montrer que si A est integre alors (A[X])" = A™ et Nil(A[X]) = {0}.

(b) Le résultat précédent est-il vrai pour un anneau commutatif non trivial quelconque?

Exercice 2.19.
Montrer que si A est un anneau commutatif alors A \ A* est la réunion des idéaux maximaux de A.

Exercice 2.20.
Soit A un anneau commutatif non trivial.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A possede un unique idéal maximal m,

(ii) A\ A* estunidéal,

(ili) Vae A, a€ A*oul —a € A%,

(iv) il existe un idéal maximal I telqueVae I, 1 —a € A™.
On dit alors que A est un anneau local et que A/m est le corps résiduel de A.

Exercice 2.21.
(1) Montrer que les idéaux (X — 1) et (X 2+ X + 1) sont comaximaux dans Q[X].
(2) On considére maintenant ’anneau Z[ X].

Z[X] » ZI3Z
P — m

(b) Montrer que (X —1,3) = (X — LX2+X+1).

(c) Lesidéaux (X — 1) et (X2 + X + 1) sont-ils comaximaux?

(d) Montrer que le morphisme canonique Z[X] — Z[X]/(X — 1) X Z[X /(X 24+ X +1)n'est pas

surjectif.

(a) Montrer que induit un isomorphisme Z[X /(X - 1,3) — Z/3Z.
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Exercice 2.22.
Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A.
Montrer que a et b sont étrangers si et seulement si a € (A/(b))*.

Exercice 2.23.
Pour chacun des morphismes canoniques suivants, montrer qu’il s’agit d"un isomorphisme et déter-
miner sa réciproque.

(1) Z/30Z — ZI2Z X ZI3Z X Z/I5Z

(2) RIXV(X*+ X?) > RIXI/(XH) X RIXI(X?+1)

Exercice 2.24. L'objectif de cet exercice est d’étudier I'anneau A := Z X Z.
(1) Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux en justifiant.
(a) A est commutatif.
(b) A estintegre.
(2) Déterminer I'ensemble A™ des inversibles de A.
Pourd e N,onnote A, := {(x,y) € A : d|y—x}.
(3) Montrer que, pour tout d € N, A; est un sous-anneau de A.
(4) Lobjectif de cette question est de montrer que, réciproquemment, tout sous-anneau de A est de
la forme A, avecd € N.
Soit B un sous-anneau de A.
(a) Montrer que H := {x € Z : (x,0) € B} est un sous-groupe de Z.
(b) Soit (x,y) € A. Montrer que (x, y) € B si et seulement si (x — y,0) € B.
(c) Déduire des questions précédentes qu’il existe d € N tel que B = A,.
(5) Soient I, et I, deux idéaux de Z.
(a) Montrer que I; X I, est un idéal de A.
(b) Montrer que A/(I} X I,) et (Z/1,) X (Z/1,) sont isomorphes.
(c) Déterminer un idéal maximal de A.
(d) Déterminer un idéal premier de A qui n’est pas maximal.
(6) Le but de cette question est de montrer que, réciproquemment, tout idéal de A est de la forme
I, % I,
Soit I unidéalde A.Onnote I, :={xe€ Z : x,0)el}letl,:={yeZ : (0,y) €I}
(a) Montrer que I, est un idéal de Z.
On admettra dans la suite que I, est aussi un idéal de Z.
(b) Montrer que I =1; X I,.
(c) En déduire que I est principal.
(d) L'anneau A est-il principal ?
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3 Divisibilité dans les anneaux
3.1 Divisibilité

Définition 3.1. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A.
On dit que a divise b (ou que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a), noté a|b, s’il existe
x € Atel que b = ax.

Remarque 3.2. Tout élément de A divise0:sia € AalorsO=a-0.

La terminologie porte a confusion : il ne faut pas confondre avec la notion de diviseur de zéro de la
Définition 1.25...

Pour lever I'ambigiiité, on écrit diviseur de zéro (avec zéro en toute lettre) pour la notion de la Définition
1.25 (attention, ce n’est pas une convention standard).

Exemples 3.3.

e Soit (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif, alors
* Ya € A, a|0 (puisquesia € Aalors0=a-0),
* Ya € A~{0}, 0 t a (par contraposée, supposons que 0|a alors il existe x € A tel que a = Ox,
donc a =0),
* Yu € A*, Ya € A, ula (puisque si a € A etu € A* alors a = uu'a).
e Dans Z:
* 216,
x 2} 3 (sinon il existerait x € Z tel que 3 =2x d’ott 1 =0 mod 2, contradiction).

e Dans Q: 2|3 (puisque 3 =2- %)

e Dans Z[i] :

x 2 4 1 +i (sinon il existerait a,b € Z tels que 1 +i = 2a+ 2ib d'ott 1 = 2a = 0 mod 2,
contradiction),
* 1 +1i|2 (puisque (1 +i)(1 —i) =2).

Proposition 3.4. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau commutatif et d,a,b € A.
Sid|aet d|b alors d divise toute combinaison linéaire de a et b, i.e. Yu,v € A, d|au + bv.

Démonstration. Supposons que d|a et d|b. Alors il existe a, f € A tels que a = da et b = dp.
Soient u,v € A. Alors au + bv = dau + d v = d(au + fv). Donc d|au + bv. |

Proposition 3.5. Soit (A,0, 1, +, -) un anneau commutatif, alors Va € A, a € A* & all.

Démonstration. Soit a € A.
= Sia € A" alors il existe u € A tel que 1 = au. Donc a]l.
< Sial|l alors il existe u € A tel que 1 = au. Donca € A™. [

Proposition 3.6. Soit (A,0, 1, +, ) un anneau commutatif, alors
Va,b € A, alb < (b) C (a).
Démonstration. Soient a,b € A.

= Supposons que a|b, alors il existe u € A tel que b = au.
Soit x € (b) alors il existe v € A tel que x = bv. Donc x = bv = auv € (a).
Donc (b) C (a).

< Supposons que (b) C (a).
Alors b € (b) C (a). Donc il existe x € A tel que b = ax. Ainsi alb. [ |
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Définition 3.7. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A.
On dit que a et b sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs a a et b sont les inversibles, i.e.

Vd € A, dlaetd|h = d € A*.

Proposition 3.8. Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau commutatif et a,b € A.
Si a et b sont étrangers alors a et b sont premiers entre eux.

Démonstration. Supposons que a et b soient étrangers. Alors il existe u, v € A tels que 1 = au + bu.
Puisque d|a et d|b,ona d|au+ bv=1.Doncd € A*. [ |

Remarque 3.9. La réciproque est fausse : 2 et X sont premiers entre eux dans Z[X] mais ils ne sont
pas étrangers puisque 1 & (2, X), voir I’Exercice 2.6.

3.2 Association

Définition 3.10. Soient (4,0, 1, +, ) un anneau commutatif et a, b € A. On dit que a et b sont associés
si a|b et b|a.

Proposition 3.11. L'association est une relation d’équivalence.

Démonstration. Soit (A, 0, 1, +, -) un anneau commutatif.
o Réflexivité : soit a € A alors ala, donc a et a sont associés.
e Symétrie : soient a, b € A tels que a et b sont associés, alors b|a et a|b donc b et a sont associés.
o Transitivité : soient a, b, c € A tels que a et b sont associés et b et ¢ sont associés.
Alors a|b et b|c donc a|c. De méme b|a et ¢|b donc c|a. Ainsi a et ¢ sont associés. |

Proposition 3.12. La divisibilité est une relation d'ordre sur les éléments de A a association pres.

Démonstration. Soit (A, 0, 1, +, -) un anneau commutatif.
o Réflexivité : soit a € A alors ala.
o Antisymétrie : soient a, b € A tels que alb et b|a. Alors a et b sont associés.
o Transitivité : soient a, b, c € A tels que a|b et b|c alors alc. |

Proposition 3.13. Soient (4,0, 1,+, -) un anneau commutatif et a,b € A.
Alors a et b sont associés si et seulement si (a) = (b).

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 3.6. [

Proposition 3.14. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau intégre et a, b € A.
Alors a et b sont associés si et seulement s’il existe u € A™ tel que a = bu.

Démonstration. C’est une conséquence de la proprosition précédente et de la Proposition 2.27. [

Remarque 3.15. Soient A un anneau commutatif et a, b € A. S'il existe u inversible tel que a = bu alors
a et b sont associés sans hypothése d’intégrité (voir Remarque 2.28).
En revanche, la réciproque n’est généralement pas vraie si A n’est pas supposé integre (Exercice 3.1).

3.3 PGCD & PPCM

Définition 3.16. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a,b € A.
Un plus grand commun diviseur (pgcd) de a et b est un élément d € A tel que
(i) dla,
(i) d|bet
(iii) Ve € A, claetc|b = c|d.

Proposition 3.17. Soient (A,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a € A. Alors a est un pged de a et 0.

Démonstration. On a ala et al0. Soit d € A tel que d|a et d|0 alors d|a. Donc a estun pged deaet0. W
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Remarque 3.18. En particulier 0 est un pgcd de 0 et 0.

Remarque 3.19. Deux éléments d’un anneau commutatif peuvent ne pas avoir de pgcd.
On va montrer 4 et 2 (1 + 1\/§> n’ont pas de pged dans Z [1\/5]

Soit x € Z [i \/5] un diviseur de 4 alors il existe u € Z [i \/5] tel que 4 = xu.
Alors |x|*[ul* = 16, donc (|x[, [ul*) € {(16,1),(8,2), (4,4),(2,8),(1,16)}.
Notons x =a+iboua,b € Z, alors
o x2P=160d+32 =16 (h=0,a=+4) ou (b=+2eta=+2) & x € {14, 12121'\/5}
Ix|> =8 < a> +3b> =8n'a pas de solution.
o XP=d4od?+30 =4 (b=0ctat2) ou (b=+leta=+l)oxe {iz,ilii\@}
o x’=2ed+3=2n'a pas de solution.
e x’=leoa=+lox==+I
On vérifie que, parmi les candidats ci-dessus, les diviseurs de 4 sont +1, +2, +1 + i\/g, +4.

De fagon similaire, on trouve que les diviseurs de 2 (1 + 1\/§> sont+1,+2, + (1 + 1\/§> ,+2 (1 + 1\/§>
Donc les diviseurs communs de 4 et 2 <1 + 1\/5) sont +1, +2 et + (1 + 1\/5)
Onremarque que 2 + 1 + iv3et1+iy/3 42, donc4et2 <1 + 1\/5) n’ont pas de pged.

Remarque 3.20. S'il existe, le pged de deux éléments n’est généralement pas unique :

e Les pgcd de 6 et 10 dans Z sont -2 et 2.

e Les pged de 3 et 6 dans Z/8Z sont 1,3, 5 et 7.

En revanche, sil existe, le pgcd de deux éléments est unique a association pres, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 3.21. Soient (A,0, 1,+, -) un anneau commutatif et a, b, d, d' e A.
e Sid et d' sont deux pged de a et balors d et d' sont associés.
e Sid est un pgcd de aet bet sid et d' sont associés alors d” est un pgcd de a et b.

Démonstration.

e Supposons que d et d’ soient deux pged de a et b.
Alors, puisque d’ estun pged de aet b, d|aetd|b,onad|d’.
De méme, puisque d est un pgcd de aet b, d’'|aetd’|b,onad’|d.
Donc d et d’ sont associés.

e Supposons que d soit un pged de a et b et que d et d’ soient associés.
Onad|aetd’|d donc d’|a. De méme d’|b.
Soit ¢ € A tel que cla et c|b. Alors c|d, car d est un pged de a et b, et d|d’ par association.
Donc c|d’.
On a bien montré que d’ est un pged de a et b. [

Proposition 3.22. Soient (A,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a,b € A.
Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement si 1 est un pged de a et b.

Démonstration.

e Supposons que a et b soient premiers entre eux.
Soit d € A tel que d|a et d|b. Alors d € A*. Donc il existe u € A tel que 1 = du. Ainsi d|l.
Donc 1 est un pged de a et b.

e Supposons que 1 soit un pged de a et b.
Soit d € A tel que d|a et d|b. Alors d|1. Doncil existeu € Atel que du=1,i.e.d € A*. [ |
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Définition 3.23. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A.

Un plus petit commun multiple (ppcm) de a et b est un élément m € A tel que
(i) alm,
(ii) blmet

(iii) Ve € A, alc et blc = mlc.

Proposition 3.24. Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau commutatif et a € A. Alors 0 est un ppcm de a et 0.
Démonstration. On a al0 et 0]0. Soit ¢ € A tel que alc et O|c alors O|c. Donc 0 est un ppcmmde aet0. W
Remarque 3.25. En particulier 0 est un ppcm de 0 et 0.

Remarque 3.26. Deux éléments d'un anneau commutatif peuvent ne pas avoir de ppcm.
On va montrer 2 et 1 +iy/3 nont pas de ppcm dans Z [i \/3]

Supposons par I'absurde que 2 et 1 + i /3 admettent un ppcem m dans Z [i \/3]
Puisque 2-2 =4et <1 + z\/§> <1 - 1\/§> =4,onalldetl + i\/§|4 et donc m|4.

Comme 2|2 (1 +i\/§) et 1+iV32 (1 +i\/§), on a m|2 (1 +i\/§).

Donc, d"apres la Remarque 3.19, m € {il, +2,+ (1 +i \/5 ) } mais aucun n’est multiple commun de 2
etl+i \/3 D’otl1 une contradiction.

Remarque 3.27. S'il existe, le ppcm de deux éléments n’est généralement pas unique : les ppcm de 6
et 10 dans Z sont —30 et 30.

En revanche, s’il existe, le ppcm de deux éléments est unique a association pres, comme le montre la
proposition suivante.

La proposition suivante se démontre de fagon similaire a la Proposition 3.21.

Proposition 3.28. Soient (A, 0, 1,+, -) un anneau commutatif et a,b,m,m"' € A.
e Simet m' sont deux ppcm de a et b alors m et m" sont associés.
o Simest un ppcm de aet b et si m et m' sont associés alors m" est un ppcm de a et b.

3.4 FEléments irréductibles

Définition 3.29. Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et 7 € A. On dit que 7 est irréductible si
(i) = ¢ A%,
(ii) # #0et

(iii) Ya,be A, r=ab => a€ A" oub e A™.

Exemples 3.30.
e Les irréductibles de Z sont les +p ou1 p est un nombre premier.
o Les irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

e Les irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 dont le
discriminant est strictement négatif.

Proposition 3.31. Soient (A,0, 1, +, ) un anneau intégre et & € A.
Si () est un idéal premier non nul alors = est irréductible.

Démonstration. Supposons que () soit un idéal premier non nul.

Puisque () est premier, on a (r) # A et donc z ¢ A* d’apres la Proposition 2.27.

Puisque (7) # {0}, ona z # 0.

Soient a, b € A tels que z = ab. Alors ab € (x) et donc a € () ou b € (x) puisque () est premier.
Supposons sans perte de généralité que a € (x) alors il existe x € A tel que a = zx.

Dot 0 = 7 — ab = 7 — axb = n(1 — xb). Puisque A est intégreet 7 # 0,ona 1 —xb=0et donc xb = 1.
Donc b € A*. [ ]



34 3.5. Anneaux factoriels J.-B. Campesato

Remarque 3.32. Le résultat précédent n’est pas vrai si A n’est pas supposé intégre, voir I'Exercice 3.5.
La réciproque est généralement fausse, voir 1"Exercice 3.7.

En revanche, la réciproque est vraie pour les anneaux factoriels, que 1'on présente dans la section
suivante.

3.5 Anneaux factoriels

Définition 3.33. On dit qu'un anneau (4,0, 1, +, -) est factoriel si
(0) A estintegre,
(E) Toutélémenta € AN{0} nonnul peuts’écrire a = un x, ... 7, oltu € A* etles z; sontirréductibles,
(U) La décomposition du point précédent est unique a permutation et association pres,
ie.sia e A~ {0} s’écrit
a=Um |y ... T, = UL 7Ty *** 7T

ol u,v € A* et les x; et #; sont irréductibles alors r = s et il existe 0 € ©, tel que pour tout
i€{l,...,r}, m et 7,(; sont associés.

Exemples 3.34.

e L'anneau Z est factoriel (décomposition des entiers en facteurs premiers).

e L'anneau Z [z\/g] n’est pas factoriel car4 =2-2 = (1 + z\/§> <1 - 1\/5) alors que 2 et 1 + i\/g
ne sont pas associés.

Proposition 3.35. Un anneau noethérien intégre vérifie (E).

Démonstration. Soit (4,0, 1,4+, -) un anneau noethérien integre.
Posons & := {(a) : a € A~ {0} ne vérifie pas la décomposition (E) }
Supposons par I'absurde que F # @.
Alors, par noethérianité, ¥ admet un élément maximal (aj) ot g, € A ~ {0} n"admet pas de décom-
position en irréductibles. On remarque que
® a5 #0,
® qy & A” (sinon a, vérifierait (E)) et
e q n’est pas irréductible (sinon a vérifierait (E)).
Il existe donc b, ¢ € A non nuls et non inversibles tels que a, = be.
Si b et ¢ vérifient (E) alors a aussi. Supposons sans perte de généralité que b ne vérifie pas (E).
Alors (b) € F et (ay) C (b). Donc (b) = (a,) par maximalité.
Puisque A est intégre, on déduit de la Proposition 2.27 qu’il existe u € A™ tel que a, = bu.
Alors b(c —u) = bc — bu = ag — ay = 0 et donc ¢ — u = 0 puisque b # 0 et que A est intégre.
Donc ¢ = u € A*. D’ot1 une contradiction. Ainsi & = @ et A vérifie (E). [ |

Remarque 3.36. Un anneau noethérien intégre peut ne pas vérifier (U) : nous avons déja vu que

z [i \/5] est noethérien et intégre mais qu’il n’est pas factoriel.

Définition 3.37. Soit (4,0, 1, +, -) un anneau integre.
Un systéme de représentants des irréductibles (sri) de A est une partie P C A telle que
(i) Siz € P alors x est irréductible,
(ii) Sia € Airréductible alors il existe 7 € P tels que a et 7 sont associés et
(iii) Si 7, et 7, sont deux éléments distincts de P alors z; et 7, ne sont pas associés.

Exemple 3.38. L'ensemble des irréductibles de Z est {ip i p premier} et Z* = {x1}.
Ainsi {p tp premier}, {—p : ppremier}, {-2,3,-5,7,...} sont des sri de Z.

Remarque 3.39. On admet que tout anneau intégre admet un sri (ce résultat utilise l’axiome du choix).
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On obtient alors facilement la caractérisation suivante :

Proposition 3.40. Soient (A,0, 1, +, ) un anneau intégre et P un sri de A.
Alors A est factoriel si et seulement si, pour tout a € A~ {0}, il existe un unique u € A* et une unique suite
(ve(@), € N” d support fini tels que a = u [ | =*=®.

TP

Remarque 3.41. Soient (4,0, 1, +, ) un anneau factoriel, P un sride A et 7 € P.
On pose, par convention, v,(0) = +o. La fonction v, : A - NU {+0} s’appelle la valuation r-adique.

Proposition 3.42. Soient (A,0, 1,4+, ) un anneau factoriel, P un sride A et = € P. Alors
(1) Vae A, a=0< v, (0) =+,
(2) Yae A, v (a) > 1 & 7]a,
(3) Va,b € A, v, (ab) = v, (a) + v,(b),
(4) Va,b € A, vy (a+b) > min (v(a), v, (b)),
(5) Va,b € A, v (a+b)=min (v,(a), v, (b)) & v,(a) # v (b).

Démonstration.
(1) Ce point est vrai par définition de v,.

(2) Soitae A.Sia=0alors v (a) =+ > 1et z|a.
On peut donc supposer que a # 0.

* Supposons que v,(a) > 1. Il existeu € A* tel que a = u H p"@. Donc z|a.
pPEP
* Supposons que z|a. Alors il existe d € A tel que a = dx.
Ilexisteu € A* telqued =u H p?“ Donca=dr =un H pr @,
pEP pEP
Par unicité de l’écriture dans un sri, ona v, (a) =1+ v, (d) > 1.

(3)&(4)&(5) Soienta,b € A.Sia =0 ou b = 0 alors les énoncés sont clairs.
On peut donc supposer que a # 0 et b # 0.
Il existe u,v € A telsque a =u H 7@ eth=u H .
pPEP pEP
Alors ab = uv H p?@® Dong, par unicité de l’écriture dans un sri, on a v, (ab) = v (a)+v,(b).
PEP

Eta+ b = aMin0e@+v ) | |, ve(@-—min(v (@)ytv, (b)) H 0@ 4 prVaB)min(z (@4, (b)) H 0|
pEPNr} pEPN{r}

Dongc, par unicité de 1’écriture dans un sri, on a v (a + b) > min(v,(a) + v,(b)).

Onaa+b= n,min(v,t(a)+v”(b)) (ﬂv,t(a)—min(v”(a)+v”(b))a + n_v,,(b)—min(v”(a)+v,[(b))ﬁ) ourta,p.

On en déduit que v, (a+b) > min (v, (a), v, (b)) & z|z*s@minCa@tvi®g  gveb)=min @ty () g o

v (a) —min(v (a) + v (b)) = v,(b) — min(v (a) + v, (b)) & v, (a) = v,(b). |

Proposition 3.43. Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau factoriel et P un sri de A.
AlorsVa,b e A, alb & Vr € P, v (a) < v, (b).

Démonstration. Soient a,b € A.

e Supposons que a|b. Alors, il existe x € A tel que b = ax.
Soit 7 € P, alors v, (b) = v (ax) = v (a) + v, (x) > v (a).

e Supposons que Vr € P, v (a) < v, (b).
Alors il existe u,v € A" telsque a = u H =@ eth=0v H P Al
n€P nEP
Doncbh=v H 7@ H 7VaB=vz(@ = g~y H 72~z Donc alb. |

neP neP neP
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Proposition 3.44. Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau factoriel et a, b € A.
Alors a et b admettent un pged et un ppcm.

Démonstration. Sia = 0 ou b = 0 alors on a déja vu que a et b admettent un pged. On peut donc
supposer que a # 0 et b # 0.
Soient Punsride Aetd := H AN (@ (0)

TeP
On a, pour tout 7 € P, v, (d) < v,(a) et v, (d) < v,(b). Donc d|a et d|b.

Soit ¢ € A tel que c|a et c|b. Alors, pour tout p € P, v (c) < v, (a) et v (c) < v, (b).
Dong, pour tout p € P, on a v,(c) < min (v,(a), v,(b)) = v,(d). Ainsi c|d.
Donc d est un pged de a et b.

On montre de la méme fagon que H "Xz (@v:0) gt yn ppcm de a et b. [ |
neP

Proposition 3.45. Soit (A,0, 1, +,-) un anneau intégre vérifiant (E) alors les énoncés suivants sont équiva-
lents :

(1) A wérifie (U), i.e. A est factoriel.

(2) Lemme d’Euclide : soient a, b, x € A, si x est irréductible et r|ab alors z|a ou = |b.

(3) Vz € A, = est irréductible => () est premier non nul.

(4) Lemme de Gauss : soient a, b, c € A, si a|bc et si a et b sont premiers entre eux alc.

Démonstration.

(2)=(3) Supposons que le lemme d’Euclide soit vrai.

Soit # € A irréductible. Soient a, b € A tels que ab € (x). Alors z|ab.

D’apres le Lemme d’Euclide, soit 7|a et alors a € (), soit z|b et alors b € ().
De plus (7) # {0} car 7 # O et (x) # A car # ¢ A* (voir Proposition 2.27).
Donc (r) est premier non nul.

(3)=(2) Supposons (3) et montrons le lemme d’Euclide.

Soient a, b, # € A tels que = est irréductible et z|ab. Alors ab € (7).
Dongc, puisque () est premier, soit a € (x) et alors z|a, soit b € () et alors z|b.

(4)=(2) Supposons que le lemme de Gauss soit vrai et montrons le lemme d’Euclide.

Soient a, b, # € A tels que = est irréductible et z|ab.

Supposons 7z + a. Montrons que 7 et a sont premiers entre eux.

Soit d € A vérifiant d|a et d|x. Alors il existe a, f € A tels que a =da et x = dp.

Puisque 7 est irréductible, soit d € A*, soit f € A™.

Supposons par l'absurde que § € A*, alors a = da = 7~ '« et donc z|a, d’oi1 une contradiction.
Par conséquent d € A*. Ainsi r et a sont premiers entre eux.

Et donc z|b d’aprés le lemme de Gauss.

(2)=(1) Supposons le lemme d’Euclide et montrons (U).

Soientu,v € A* et xy, ..., 7, &y, ..., &, des irréductibles tels que umx, ... 7, = v |7y -+ 7
Donc iz 7y ... &, = &7ty -+ &y avec ii = uv~! € A*.

Puisque 7, est irréductible et que z,|##, --- 7, on déduit du lemme d’Euclide qu’il existe i €
{1,...,s} tel que x,|7;. Ainsi, il existe d € A tel que 7; = 7,d.

Puisque 7; est irréductible et 7, ¢ A*, ona d € A*. Donc r, et #; sont associés.

Quitte a permuter, on peut supposer que i = s.

Puisque A est intégre, on a alors 4z, ... 7,_| = 17, -+ #,_; avec ii = id~' € A*.

En réitérant le procédé r fois, on obtient bien (U).

s

(1)=(4) Supposons que A soit factoriel et fixons P un sri de A.

Soient a, b, ¢ € A tels que a|bc. Montrons le résultat par contraposée.

Supposons que a t ¢, alors il existe 7 € P tel que v,(a) > v, (c).

Comme a|bc, on a v (a) < v, (b) + v, (c) et donc v, (a),v,(b) > 0.

Alors r|a et z|b, or = ¢ A*. Donc a et b ne sont pas premiers entre eux. [ |
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Remarque 3.46. On a vu dans la démonstration que (2)<(3), (4)=(2) et (2)=(1) sont vrais sans
supposer (E).Lhypothése (E) a seulement été utilisée pour montrer que (1)=(4).

Proposition 3.47. Si (A,0, 1, +, ) est un anneau factoriel alors
Vr € A, n est irréductible < (x) est premier non nul.

Démonstration. D’apres la Proposition 3.31, pour tout anneau integre, si () est un idéal premier non
nul alors 7 est irréductible. La réciproque est vraie dans un anneau factoriel d’apres 3.45.(3). [

3.6 Divisibilité dans les anneaux principaux
Proposition 3.48. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit (A,0, 1, +, -) un anneau principal.
e A estintegre par définition, i.e. A vérifie (0).
o A est noethérien et vérifie donc (E), d’apres la Proposition 3.35.
e Montrons que A vérifie 3.45.(3), et donc (U).
Soit 7 € A un irréductible. On va montrer que (x) est maximal.
x» Comme 7 ¢ A*, on déduit de la Proposition 2.27 que (x) # A.
x Soit I un idéal de A tel que (x) C I. Puisque A est principal, il existe a € A tel que I = (a).
Premier cas : a € A*. Alors I = (a) = A d’aprés la Proposition 2.27.
Deuxiéme cas : a ¢ A*. Alors = € (x) C I = (a). Donc il existe b € A tel que = = ab.
Puisque 7 est irréductible eta ¢ A*, ona b € A™.
Donc I = (a) = (x) d’apres la Proposition 2.27.
Ainsi (7) est maximal et est donc premier. De plus (7) # {0} puisque 7 # 0. |

On sait qu'un anneau principal est factoriel, ainsi deux éléments d'un anneau principal admettent
toujours un pged et un ppem. On peut de plus les caractériser en termes de générateurs d’idéaux.

Proposition 3.49. Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau principal et a,b € A.
Alors a, b admettent un pgcd et un ppcm, de plus

(1) d € Aest un pgcd de a et b si et seulement si (a) + (b) = (d),

(2) m € Aest un ppcm de a et b si et seulement si (a) N (b) = (m).

Démonstration.

(1) Puisque A est principal, il existe d € A tel que (a) + (b) = (d).
Montrons que d est un pgcd deaetb:

e a€ (a)C(a)+ (b)=(d)doncd]a.

e be (b) C(a)+ (b)=(d)doncd|b.

e Soit ¢ € A tel que c|a et c|b. Alors il existe a, f € A tels que a = ac et b = fic.
Puisque d € (d) = (a) + (b), il existe u,v € A tels que d = au + bv.
Donc d = au + bv = (au + pv)c et c|d.

Soitd’ € A.
Alors, d’apres la Proposition 3.21, d’ est un pged de a et b si et seulement si d et d’ sont associés.
Donc, d’apres la Proposition 3.13, d" est un pged de a et b si et seulement si (d') = (d) = (a) + (b).

(2) Puisque A est principal, il existe m € A tel que (a) N (b) = (m).
Montrons que m est un ppcm deaet b :

e m € (a)N (b) C (a) donc a|m.
e m € (a) N (b) C (b) donc b|m.
e Soit ¢ € A tel que alc et b|c. Alors ¢ € (a) N (b) = (m) donc m|c.
Soit m" € A. Alors, d’apres la Proposition 3.28, m" est un pged de a et b si et seulement si m et

m' sont associés. Donc, d’apres la Proposition 3.13, m" est un pgcd de a et b si et seulement si
(m") = (m) = (a) N (b). n
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Corollaire 3.50 (Relation de Bézout). Soient (A, 0,1, +, -) un anneau principal et a,b,d € A.
Si d est un pged de a et b alors il existe u,v € A tels que d = au + bu.

Démonstration. Supposons que d soit un pged de a et b. Alors, d’aprés la proposition précédente,
d € (d) = (a) + (b). Donc il existe u, v € A tels que d = au + bv. [ |

Corollaire 3.51 (Identité de Bézout). Soient (A,0, 1,4+, -) un anneau principal et a,b € A.
Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement sl existe u,v € A tels que 1 = au + bv.

Démonstration.

= Supposons que a et b soient premiers entre eux et montrons que 1 est un pged de a et b.
Ona 1|a et 1|b. De plus si c|a et c|b alors ¢ € A* et donc 1]c.
On déduit du corollaire précédent qu’il existe u, v € A tels que 1 = au + bv.

< Supposons qu'il existe u, v € A tels que 1 = au + bv.
Soit d € A tel que d|a et d|b alors d|au + bv = 1 d’apres la Proposition 3.4.
Il existe doncu € A tel que 1 = du,ie. d € A*.
Donc a et b sont premiers entre eux. |

Proposition 3.52. Tout idéal premier non nul d'un anneau principal est maximal.

Démonstration. Soient (A, 0, 1, +, -) un anneau principal et I C A un idéal premier non nul de A.
Puisque A est principal, il existe x € A tel que I = (x). Comme (x) # {0}, ona x # 0.
Soit J C Aunidéalde A tel que I C J.
Puisque A est principal, il existe y € A tel que J = ().
Comme x € (x) =1 C J =(y), il existe z € A tel que x = yz.
Ainsi yz = x € (x) et donc, puisque (x) est premier :
e Soit y € (x). Alorsil existe r € Atel que y =rx. Ainsix(1 —rz) =x—rxz=x-yz =0.
Dong, puisque x # 0 et que A est integre,onarz = 1.
Par conséquent z € A* et donc J = (y) = (x) = I d’apres la Proposition 2.27.
e Soit z € (x). Alors il existe s € A tel que z = sx. Ainsi (1 —ys)x =x —ysx = x —yz =0.
Dong, puisque x # 0 et que A est integre, ona ys = 1.
Par conséquent y € A* et donc J = A d’apres la Proposition 2.27.
Donc I est maximal. |

Corollaire 3.53. Soient (A,0, 1,+, ) un anneau principal et = € A~ {0}.
Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) () est maximal,

(1") Al(z) est un corps,

(2) (x) est premier,

(2") Al(x) est intégre,

(3) = est irréductible.

Démonstration. On a:
o (1)e(1') et (2)e(2") d’apres la Proposition 2.37.
e (1)=(2) d’apres le Corollaire 2.38.
e (2)=(1) d’apres la proposition précédente.
e D’apres la Proposition 3.48, A est factoriel. Donc (2)<(3) d’apres la Proposition 3.47. [

3.7 Anneaux euclidiens

Définition 3.54. Un anneau euclidien est un anneau (4, 0, 1, +, -) intégre muni d"une fonction
v i A~ {0} — N, appelée stathme, telle que

a=bg+r

Vae A, Vbe AN{0}, 3q.r € 4, { r=0ouv(r) < v(b)

On dit alors que a = bq + r est une division de euclidienne de a par b.
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Remarque 3.55. Par convention, on prolonge v en 0 par v(0) := —oo.
Ainsi Va € A, a = 0 & v(a) = 0 et la derniere condition de la définition peut simplement se réécrire
v(r) < v(b) (sans distinguer le cas r = 0).

Exemples 3.56.
e Z est un anneau euclidien pour v := | - |.
e Un corps K est un anneau euclidien pour v = 1.

e Si K est un corps alors K[X] est un anneau euclidien pour v := deg (voir I'Exercice 1.8).

ZliletZ [1\/5] sont des anneaux euclidiens pour v := | - |2 (voir ’Exercice 3.10).

o 7 [\/5] est un anneau euclidien pour v <a + b\/i) = |a2 - 2b2| (voir 1’Exercice 3.10).

Remarque 3.57. Il n'y a généralement pas unicité de la division euclidienne.
Par exemple, pour 4 + 5i et 3 dans Z[i] muni du stathme v := | - |2, on a

4450 = 3(1+20)+(1—1i) v(l—i)=2<9=v(3)
4+5i 32420+ (=2—0)  w=2-i)=5<9=1v(3)
4+5i 3(1+0)+ (1+20) v(l+20)=5<9=v(3)
445 = 32+ +(=2+2) v(1+2)=8<9=1v(3)

Proposition 3.58. Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit (A,0, 1,+, -) un anneau euclidien pour le stathme v : A~ {0} - N.

Soit I unidéal de A. Si I = {0} alors I = (0) est principal. On peut donc supposer que I # {0}.

Soit b € I ~ {0} tel que v(b) soit minimal.

Soit a € I. Alors il existe g,r € A tels que a = bg + r et soit r = 0 soit v(r) < v(b).

Supposons par I'absurde que r # 0 avec v(r) < v(b) alors r = a—bq € I mais v(r) < v(b) ce qui contredit
la minimalité de v(b). Donc r = 0 et a = bg € (b).

Ainsi I = (b) est principal. |

Dans un anneau euclidien, I’algorithme d’Euclide permet de déterminer le pgcd de deux éléments.
Algorithme d’Euclide

Données : (4,0, 1, +, -) un anneau euclidien pour le stathme v : A~ {0} - N
Entrées:a,b € A
Résultat : un pged de a et b dans A
tant que b # 0 faire
trouver ¢,r € A tels que a = bg + r avec r = 0 ou v(r) < v(b)
a<b

b<r
fin
retourner a

Lemme 3.59. Soient (A,0, 1, +, ) un anneau commutatif et a, b, k,d € A.
Alors d est un pged de a et b si et seulement si d est un pged de a et b + ka.

Démonstration.

= Supposons que d soit un pged de a et b.
Alors d|a et d|b. Donc d|b + ka d’apres la Proposition 3.4.
Soit c € A tel que cla et c|b + ka alors c|b = b+ ka — ka d’aprés la Proposition 3.4.
Puisque d est un pgcd de aet b,ona c|d.
Donc d est un pged de a et b + ka.

< Supposons que d soit un pged de a et b + ka.
Alors, d’apres le point précédent, d est un pged de aet b = b+ ka — ka. [
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Proposition 3.60. L'algorithme d’Euclide termine en un nombre fini d’étapes et retourne un pgcd de a et b.

Démonstration. Soient a,b € A.
e Si b= 0alors a est un pged de a et b d’apres la Proposition 3.17.

e Sib#0:
» Puisque A est supposé euclidien, il existe bien ¢,r € A tels que a = bg + r avec r = 0 ou
v(r) < v(b).
x D’apres le lemme précédent d est un pged de a et b si et seulement si d est un pged de
r=a—bqgeth.
x Sir # 0alors 0 < v(r) < v(b) etdoncl’algorithme termine apres unnombre fini d’étapes. W
Exemple 3.61. On cherche un pgcd de 4 + i et 3 dans Z[i] pour le stathme v = | - | :
4+i = 3-1+(1+10) v(l+1)=2<9=1v(3)
3 = 1+nd-i+1 vi)=1<2=v(l+1i)
I+i = 1-(14+4i)+0

Donc 1 est un pged de 4 + i et 3.

Puisque la division euclidienne n’est pas unique, 1’algorithme peut donner d’autres pged :

4+i = 3.2+ (=241 W(=2+i)=5<9=v3)
3 0= (24)(=1=i)+(=i) w=i)=1<2=u=2+i)
240 = (=i)(=1+2)+0

Donc —i est un autre pged de 4 + i et 3.

Exemple 3.62. On cherche un pgcd de 12 + 45i et 4 + 12i dans Z[i] pour le stathme v = | - |* :

124451 = (4+12i)-4+ (=4 —3i) V(=4 — 3i) = 25 < 160 = v(2 + 12i)
4+12i = (=4=3D)(=2—=i)+(=1+2i) v(=1+2i)=5<25=v(—4-23i)
—4-3i = (=1+2i)-2i+(=i) V(=) =1<5=v(-1+2i)
(=1+2)) = (=i)(=2—i)+0

Donc —i est un pged de 12 + 45i et 4 + 12i.

Exemple 3.63. On cherche un pgcd de 16 + 7i et 10 — 5i dans Z[i] pour le stathme v = | - |2

16 +7i
10 — 5i

(10 =51 + i)+ (1 +2i) v(l1+2i)=5 <125 = v(10 - 5i)
1 +2i)(=5)+0

Donc 1 + 2i est un pged de 16 + 7i et 10 — 5i.

3.8 Etles réciproques?

On a vu qu'un anneau euclidien est principal et quun anneau principal est factoriel.
Les deux réciproques sont fausses.

Exemple 3.64. Z[X] est factoriel TODO mais n’est pas principal (voir I’Exercice 2.6).

Exemple 3.65. Z 14119 est principal mais n’est pas euclidien (voir I’Exercice 3.17).
p > p p p
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Exercices

Exercice 3.1.

(1) (a) Montrer que Z[X]/(2) ~ (Z/2Z)[X].
(b) En déduire que (Z[X/(2))* = {1).

(2) On consideére A := Z[X]/(2(X? - 1)).
(a) Montrer que les inversibles de A sont 1 et —1.
(b) Montrer que 2 et 2X sont associés.
(c) Montrer qu'il n’existe pas u € A* tel que 2X = 2u.
(d) Ya-t-ilune contradiction avec le résultat du cours stipulant que deux éléments sont associés

si et seulement s’ils sont multiples 1'un de l'autre par un inversible ?

Exercice 3.2.
Soit A un anneau integre.
(1) Montrer que si a,b € A ont un ppcm alors ils ont un pged.

(2) La réciproque est-elle vraie? On pourra considérer 2 et 1 + iV/3 dans Z [1\/5]

Exercice 3.3.
Soit A un anneau commutatif.
(1) Montrer que si 7 € A est irréductible et siu € A* est inversible alors uz est irréductible.
(2) Soient z, 7" € A deux éléments associés de A.
Montrer que z est irréductible si et seulement si 7’ 'est.
Attention : I'anneau A n’est pas supposé intégre.

Exercice 3.4.
Soient A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) := |z
(1) Expliciter {z€ A : N(z) <10}
(2) (a) Montrer queVz,w € A, zlw => N(2)|N(w).
(b) Etudier la réciproque.
(3) (a) Montrer queVze A, z€ A* & N(z) = 1.
(b) En déduire que A* = {+1, +i}.
(4) Les éléments 2 et 3 sont-ils des irréductibles de A?
(5) (a) Soit z € A. Montrer que si N(z) est un nombre premier alors z est un irréductible.
(b) Etudier la réciproque.
(6) Les éléments 2 + i et 2 — i sont-ils des irréductibles de A?
(7) Lister les éléments z € A irréductibles vérifiant N(z) < 10.
(8) (a) Décomposer 10, 1 + 5i, 6 + 8i et —13 + 9i en produit de facteurs irréductibles.
(b) En déduire un pged et un ppcm de 1 + 5i et 6 + 8i.

Exercice 3.5.
(1) Montrer que Z/6Z est un anneau noethérien non intégre n’admettant pas d’irréductible.

(2) Montrer que (5) est un idéal premier de Z/6Z.

(3) Y a-t-il une contradiction avec le résultat du cours énongant que si (r) est premier non nul alors
« est irréductible ?

(4) Montrer qu’aucun élément non nul et non inversible de Z/6Z s’écrit comme le produit d'un
inversible et d’irréductibles.

Exercice 3.6.
Soit A un anneau commutatif non trivial. On suppose qu’il existe N : A — N vérifiant :
(i) Vae A, N(@=0sa=0
(ii) Va€ A, N(a) = 1 & a € A*
(iil) Va,b € A, N(ab) = N(a)N(b)
(1) Montrer par récurrence sur N(a) que tout élément a € A \ {0} s’écrit de la forme a = ux, - 7,
ouu € A* et ot les z;, sont irréductibles.
(2) Cette écriture est-elle nécessairement unique ?
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Exercice 3.7.
On consideére I’anneau Z [z\/g]

(1) Montrer que 2 est irréductible.
(2) Montrer que (2) n'est pas premier.

(3) Lanneau Z [i \/5] est-il factoriel ?

Exercice 3.8.
On considére A := {P € Q[X] : P(0) e Z}.
(1) Montrer que A est un anneau integre pour les lois usuelles.
(2) Montrer que A* = {1}, i.e. que les inversibles de A sont 1 et —1.
(3) (a) Soit P € A tel que P(0) = 0. Montrer que Vm € Z ~ {0}, m|P.
(b) Montrer que les irréductibles de A sont :

e +p, ol p est un nombre premier;
e +P,ou P estun irréductible de Q[X] tel que P(0) = 1.
(4) Montrer que X ne s’écrit pas comme produit d"un inversible et d’irréductibles.

(5) Est-ce que A est factoriel ?
(6) Est-ce que A est noethérien?

(7) Montrer que I'idéal (21,,, n €N~ {0}) n’est pas principal.

Exercice 3.9. Soit A := {P € Q[X] : P'(0) =0}.
(1) Montrer que A est un anneau intégre contenant X Zet X3,
(2) Déterminer A™.
(3) A-t-on X?|X> dans A?
(4) Montrer que X? et X* sont irréductibles et non associés dans A.
(5) Exhiber un élément de A admettant deux décompositions distinctes en facteurs irréductibles.
(6) Lideal (X?) de A est-il premier?
(7) Montrer que I'idéal I := (X2, X3) de A n’est pas principal.
(8) Montrer que les diviseurs unitaires communs a X° et X° dans A sont 1, X* et X°.
(9) En déduire que X° et X° n‘ont pas de pgcd.
(10) Justifier de 4 facons différentes que A n’est pas un anneau principal.
(11) Montrer que tout élément P € A s’écrit sous la forme P = ay+a; X>+X?Q ot Q € Aetay, a; € Q.
(12) Identifier I'anneau A/I avec un anneau plus simple.
(13) I est-il un idéal maximal de A?

Exercice 3.10.
(1) Montrer que Z[i] est un anneau euclidien pour le stathme v(z) := |z|2.

(2) Montrer que Z [\/5] est un anneau euclidien pour le stathme v (a +bv2 ) = |a® - 2%

Exercice 3.11. Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un corps, (ii) A[X] est euclidien, (iii) A[X] est principal.

Exercice 3.12. On se place dans I'anneau R[X].
(1) Pour chacun des couples suivants, déterminer un pgcd, un ppcm et une relation de Bézout.
(@) X°+ X +4etX>+X+2
(b) X*+2X2 - X +5et X" +3X>+ X +1
() X°+2X3 + X2+ X +let X* -1
(2) Les anneaux suivants sont-ils des corps? Si oui, les identifier a un corps plus simple.
(@) RIXV(X> + X +4) (b) RIXI(X? + X +2)

Exercice 3.13. Soit A un anneau de Bézout, i.e. un anneau intégre ot tout idéal finiment engendré est
principal.
(1) Montrer que deux éléments quelconques de A ont un pged.
(2) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est noethérien, (ii) A est un anneau principal, (iii) A est factoriel.
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Exercice 3.14 (Somme de deux carrés).
Soient A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) == |z|*.
(1) (a) Montrer queVze A, z€ A* & N(z) = 1.
(b) En déduire que A* = {+1, +i}.
(2) OnconsidéreX:={neN : Ja,beN, n= a’ + b2} I'ensemble des entiers qui s’écrivent comme
la somme de deux carrés d’entiers.
(a) Montrer que si n,m € X alors nm € X.
(b) Soit p un nombre premier.
i. Montrer que p € X si et seulement si p n’est pas un irréductible de A.
ii. Montrer que A/(p) =~ Z[X/(X? + 1,p) = (ZIpZ)[X)/(X? + 1).
iii. Endéduire que pn’estpasirréductible dans A si et seulement si —1 est un carré modulo
psietseulementsip=2oup=1 mod 4.
(c) Soitn € N~ {0, 1}. Montrer que n € X ssi v,(n) est pair pour tout premier p =3 mod 4.

Exercice 3.15. Soit A un anneau integre.
(1) Montrer que Va,b € A, Ve € A~ {0}, alb & ac|bc.
(2) (a) Montrer que, pour tout a € A, a est un pged de a et 0.
(b) Soit (a,b) € A%~ {(0,0)}. Montrer que si a et b admettent un pged alors il est non nul.
(3) Soient (a,b) € A%~ {(0,0)} et d un pged de a et b.
(a) Montrer qu'il existe a’, b’ € A tels que a = da’ et b =db’.
(b) Montrer que @’ et b’ sont premiers entre eux.
(4) Soient a,b,r € A tels que ra et rb admettent un pgcd.
(a) Montrer que sid € A est un pgcd de a et b alors rd est un pged de ra et rb.
(b) Montrer que I"énoncé de la question précédente n’est plus vrai si on ne suppose pas que ra
et rb admettent un pged.

Indice : on pourra montrer que 1 est un pgcd de 2 et 1 + i V3 dans Z [i \/5] et conclure avec la

Remarque 3.19.
(5) Soienta, b € A. Lobjectif de cette question est de montrer que a et b ont un ppcm si et seulement
si, pour tout r € A, ra et rb ont un pged.
(a) Onsuppose que a et b ont un ppcm noté m. Soit r € A.
i. Montrer qu’il existe d € A tel que rab = md.
ii. Montrer qu'un tel d est un pgcd de ra et rb.
(b) Réciproquement, on suppose que, pour tout r € A, ra et rb ont un pged.
i. Soit d un pged de a et b. Montrer qu'il existe m tel que ab = md.
ii. Montrer que m est un ppcm de a et b.
(6) On suppose maintenant que A est un anneau integre dont deux éléments quelconques ont tou-
jours un pged.
L'objectif de cette question est de montrer que le lemme d’Euclide est vrai dans A.
(a) Soienta,b,c € A tels que
e a et b sont premiers entre eux,
e g et ¢ sont premiers entre eux.
Montrer que a et bc sont premiers entre eux.
(b) Conclure.
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Exercice 3.16.
L'objectif de cet exercice est de déterminer toutes les applications surjectives f : Q~{0} — Z telles que
(i) Vx,y € @~ {0}, f(xy) = () + (),
(i) Vx,y € @~ {0}, f(x+) = min (£ (x), f().
Pour tout I'exercice, on fixe une application f comme ci-dessus.
(1) (a) Montrer que f(1) = f(-1) = 0.
(b) Soit x € @~ {0}. Montrer que f(—x) = f(x) etque f (x™') = —f(x).
(c) Montrer que sin € N~ {0} alors f(n) > 0.
(d) En déduire que sin € Z~ {0} alors f(n) > 0.
(2) Onpose A:={x € Q~ {0} : f(x)>0}u({0}.
(a) Montrer que A est un sous-anneau de Q contenant Z.
(b) Montrer que A* = {x € Q~ {0} : f(x) =0},
i.e. que les inversibles de A sont les antécédents de O par f.
(3) (a) Montrer qu'il existe 7 € A tel que f(x) = 1.
(b) Montrer qu'un tel z est irréductible dans A.
(c) Montrer quesiz = % avec a et b premiers entre eux dans Z alors f(a) = 1 et f(b) = 0.
Indice : on pourra utiliser une relation de Bézout dans Z.
(d) En déduire qu’il existe un nombre premier p tel que f(p) = 1.
On fixe un tel p dans la suite.
(4) Montrer que pour tout n € Z, si p ne divise pas n dans Z alors f(n) = 0.
Indice : on pourra utiliser une relation de Bézout dans Z.
(5) Soit x € Q@ {0}.
(a) Montrer qu’il existe a, b, n € Z tels que x = %p", ptaetplth.
(b) Déterminer f(x) en fonction de n.
(6) Conclure : quelles sont les applications surjectives f : Q~ {0} — Z vérifiant (i) et (ii) ?

Les questions suivantes concernent I'étude de 'anneau A défini a la question (2).

(7) (a) Montrer que pour tout x € @~ {0}, x € Aoux~! € A.

(b) En déduire que pour tout x,y € A~ {0}, x divise y ou y divise x dans A.
(8) Soit I un idéal non-nul de A.

(a) Justifier qu’il existe x € I ~ {0} minimisant f(x).

(b) Montrer que I = (x).

(c) L'anneau A est-il noethérien? factoriel ?

(d) Montrer que I = (p”) olin:== f(x)eN.

(e) En déduire qu'il existe une bijection décroissante entre N et les idéaux non-nuls de A.
(9) Soit B un sous-anneau de Q contenant strictement A.

(a) Montrer que % € B.

(b) En déduire que B = Q.
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Exercice 3.17.

L'objectif de cet exercice est de montrer que Z [%] est principal mais n’est pas euclidien.

(I) PREMIERE PARTIE.
Lobjectif de cette partie est de montrer que si A est un anneau euclidien alors il existe x € A~ A™
tel que la restriction 7| 4+(0y : A" U {0} — A/(x) de la projection canonique (quia y € A* U {0}
associe y la classe de y modulo l'idéal (x)) est surjective.

(1) Montrer que si A est un corps alors un tel x existe.
(2) On suppose maintenant que A est un anneau euclidien qui n’est pas un corps et dont le
stathme est noté v.
(a) Justifier qu'il existe x € A non nul et non inversible tel que v(x) soit minimal.
(b) Montrer qu'un tel x convient.
(3) Déterminer un tel x pour les anneaux euclidiens suivants :
(D) R,v:=1) (2)@Zv=]-]) 3)R[X]v=deg) (4)(zlilv:=1]-)

(II) DEUXIEME PARTIE.

1+i/19
2

(1) Calculer a + a et aa et en déduire que « est racine d'un polynéme unitaire a coefficients
entiers de degré 2 que 1'on exhibera.

(2) Pour z € A, on pose N(z) := zz.
(a) Montrer que Va,b € Z, N(a+ ba) = a* + ab + 5b.
(b) Montrer queVze A, z€ A* & N(z) = 1.
(c) En déduire que A* posséde deux éléments.

(3) Conclure des questions des deux parties précédentes que A n’est pas euclidien.
Indice : on rappelle que Z/27Z est I'unique anneau a deux éléments et que Z/3Z est I'unique anneau
a trois éléments, a isomorphisme prés.

On pose a := et on considére A := Z[a] = {a+ba €C : a,bE Z}.

(ITII) TROISIEME PARTIE.
(1) Soienta,b € A~ {0}. Montrer qu’il existe g, r € A tels que
e r=00uN() < N(b).
e a=bg+roula=bg+r.
Indice : on pourra écrire % =u+ va € C avec u,v € Q et considérer deux cas : v & ]n + % n+ %[

etve ]n + %,n + %[oa n = |v] est la partie entiére de v.

(2) (a) Montrer que A ~ Z[X]/(X? - X +5).
(b) En déduire que A/(2) est un corps, i.e. que (2) est un idéal maximal de A.

(3) Montrer que A est un anneau principal.
Indice : on pourra adapter la démonstration de la proposition stipulant qu’un anneau euclidien
est principal en remplagant la division euclidienne par le résultat de la question (1) et avec une
disjonction de cas.

Exercice 3.18. Quel est le point commun entre un Nazgtl et un schéma affine?
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