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1 Topologie générale
1.1 Espaces topologiques : ouverts, fermés et voisinages

1.1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1. Une fopologie sur un ensemble X est un ensemble O de parties de X, i.e. O C P(X),
que 'on appelle ouverts, vérifiant!
i) Xebetgeo;
(ii) une réunion (quelconque) d’ouverts est un ouvert, i.e. si % C 0 alors | Jyeq O € O;
(iii) une intersection finie d’ouverts est un ouvert, i.e. si % C O est fini alors (g, O € O.
Un espace topologique est la donnée d'un couple (X, ©) ol X est un ensemble et O une topologie sur X.

Remarque 1.2. Pour des raisons de concision, lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, on parle de
I'espace topologique X plutdt que de 1’espace topologique (X, 0).

Exemples 1.3. e Soit X un ensemble alors 0 := {X, @} est une topologie sur X, appelée topologie
grossiere.

Soit X un ensemble alors 0 := P(X) est une topologie sur X, appelée topologie discréte.

La topologie usuelle de R est définie par 0 := {O € P(X) : Vx € 0, 3e > 0, [x —¢,x + €[C O}.

Soit X un ensemble alors 0 := {O € P(X) : E~O est fini}U{@} est une topologie sur X, appelée
topologie cofinie.

Soit k un corps. La topologie de Zariski sur k" est la topologie dont les fermés sont les ensembles
algébriques.

Définition 1.4. Soit (X, ©) un espace topologique. Une base de O est une partie % C O telle que tout
élément de O s’écrit comme union d’éléments de 2.

Proposition 1.5. Soient (X, ©) un espace topologique et % C O. Alors B est une base de O si et seulement si
pour tout ouvert O € O, pour tout x € O, il existe V € B tel que x € V C O.

Exemple 1.6. La topologie usuelle de R est & base dénombrable puisque B := {la,b[ : a,b € Q, a < b}
en est une base.

Définition 1.7. Soit X un espace topologique. Un fermé de X est le complémentaire d’un ouvert, i.e.
F C X estun fermé si X \ F est un ouvert.

Proposition 1.8. Soit X un espace topologique.

(i) X et @ sont des fermés de X ;

(ii) une intersection (quelconque) de fermés est un fermé;
(iii) wune réunion finie de fermés est un fermé.

Remarque 1.9. Considérons R muni de sa topologie usuelle, alors
e [—1,1] est un fermé mais n’est pas un ouvert;
e ] — 1, 1[ est un ouvert mais n’est pas un fermé;
e | —1,1] n’est ni un ouvert, ni un fermé;
e R est ouvert et fermé.

1.1.2 Voisinages, points isolés, points d’accumulation, espaces séparés

Définition 1.10. Soient X un espace topologique et x € X. Un voisinage de x est une partie V' C X telle
qu’il existe un ouvert O vérifiantx e O C V.

Remarque 1.11. Un ouvert contenant x est donc un voisinage de x, dans ce cas on pourra parler de
voisinage ouvert.

"Notons que sil’on considére la réunion et I'intersection sur les parties de X seulement alors le premier point est consé-
quence des deux suivantes puisque | J,., O:={x€ X : 30 €@, x€ 0} =Qet(p,0={x€X : VOEP, x€ 0} =X.
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Proposition 1.12. Soient X un espace topologique et x € X.
(i) Soient V,W C X.SiV est un voisinage de x est si V- C W alors W est un voisinage de x.
(ii) L'intersection de deux voisinages de x est un voisinage de x.

(ili) X est un voisinage de x.

Proposition 1.13. Soient X un espace topologique et O C X. Alors O est un ouvert si et seulement si O est
voisinage de chacun de ses points.

Démonstration. Supposons que O soit un ouvert. Soit x € O alors O est un voisinage ouvert de x.

Réciproquement, supposons que O soit voisinage de chacun de ses points. Pour chaque x € O, il
existe O, un ouvert tel que x € O, € 0. On a alors que O = |J, ¢ O, est un ouvert comme réunion
d’ouverts. |

Définition 1.14. Soient X un espace topologique et x € X. Une base de voisinages de x est un ensemble
7" de voisinages de x tel que pour tout voisinage V de x, il existe W € 7" vérifiant W C V.

Exemples 1.15. e Soient X un espace topologique et x € X. Alors I'ensemble des ouverts conte-
nant x est une base de voisinages de x.

e Soit x € R muni de sa topologie usuelle. Alors 7" := {]x — %, x+ %[ : n € N~ {0}} est une base
de voisinages de x qui est dénombrable.

Définition 1.16. Soient X un espace topologique, A C X et a € A. On dit que a est un point isolé de A
s’il existe un voisinage V" de a dans X tel que (V ~ {a}) N A = @.

Définition 1.17. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. On dit que x est un point d’accumu-
lation de A si pour tout voisinage V de xona (V' ~ {x}) N A # @.

Remarque 1.18. Attention, un point d’accumulation de A n’est pas forcément un élément de A.

Proposition 1.19. Soient X un espace topologique, A C X et a € A. Alors a est un point isolé de A si a est
un élément de A qui n’est pas un point d’accumulation de A.

Définition 1.20. Un espace topologique X est séparé si pour tout x,y € X distincts, il existe V, un
voisinage de x et ¥, un voisinage de y tels que V, NV, = @.

Exemples 1.21.

¢ R muni de sa topologie usuelle est séparé.

En effet, soient x, y € R tels que x # y. Posons 6 := lx;”, Vi, =lx—0,x+ [ et v =]y —0,y+ 0.

Alors V, est un voisinage de x, V) est un voisinage de yet V, NV, = @.

e Un espace topologique discret est séparé.
En effet, soient X un espace topologique discret et x,y € X tels que x # y. Alors {x} est un
voisinage de x, {y} est un voisinage de y et {x} n {y} = @.

e Un espace topologique grossier ayant au moins deux éléments n’est pas discret.

1.1.3 Topologie induite

Proposition 1.22. Si (X, 0) est un espace topologique et si Y C X alors % = {ONY : O € O} est une
topologie sur Y, appelée topologie induite.

En pratique, on dira que Y est un sous-espace topologique de X pour dire que 'on considére ¥ muni
de la topologie induite.

Remarque 1.23. Un ouvert (resp. fermé) de Y n’est pas forcément un ouvert (resp. fermé) de X. En
effet si X := R muni de sa topologie usuelle et si Y :=]x,42] est muni de la topologie induite alors Y
est un ouvert et un fermé de Y mais ce n’est ni un ouvert ni un fermé de X.

En revanche, si Y est un ouvert (resp. fermé) de X alors tout ouvert (resp. fermé) de Y est aussi un
ouvert (resp. fermé) de X.
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Exemple 1.24. On considére X := R muni de sa topologie usuelle et Y :=] — 7, z[U{42} muni de la
topologie induite. Alors {42} =]41,43[NY est un ouvert de Y et | — z, z[= [-7, 7] N Y est un fermé de
Y.

Proposition 1.25. Si X est un espace topologique et si Y C X est muni de sa topologie induite alors :
(i) O CY estunouvertdeY siet seulement s’il existe U C X un ouvert de X tel que O =U NY;
(ii) F CY estun fermédeY si et seulement s’il existe C C X un fermé de X tel que F =CNY;
(ili) V C Y est un voisinage de y € Y dans Y si et seulement s'il existe W C X un voisinage de y dans X tel
queV =wnY.

Proposition 1.26. Un sous-espace topologique d’un espace topologique séparé est séparé.

1.2 Adhérence, intérieur et frontiére
1.2.1 Adhérence

Proposition 1.27. Soient X un espace topologique et A C X. Il existe un plus petit fermé de X contenant A.
On le note A et on I'appelle adhérence de A.

Démonstration. Notons & 1’ensemble des fermés de X contenant A. Alors A = (g F est un fermé
de X contenant A. Montrons que c’est le plus petit.
Soit C un fermé de X contenant A alors C €  d'ott A = (.5 F C C. [

Remarque 1.28. On a vu dans la démonstration que 4 est l'intersection des fermés de X contenant A.

Proposition 1.29. Soient X un espace topologique et A C X. Alors A est un fermé si et seulement si A = A.

Proposition 1.30. Soit X un espace topologique.
(1) o=02. _
(2) SiAC XalorsACA
(3) SiAC BcC Xalors AC B.
(4) Si AC X alors A = A.
(5) L'adhérence d’une réunion finie est la réunion des adhérences :
siAy,...,A, € P(X)alors JI_, A, = UL, 4A;.
(6) Si A,BC X alors AnBC AN B.

Remarque 1.31. Pour une union quelconque, ona (), A C i, A; mais l'inclusion réciproque peut
étre fausse. _ _
En effet, si on considére R muni de sa topologie usuelle alors Q = geq ld} & qu@{q} =Q=R.

Remarque 1.32. Linclusion réciproque du dernier point peut aussi étre fausse. En effet, considérons
R muni de sa topologie usuelle et posons A := Qet B := R\Qalors ANB=g =@ C AnB=RNR =R.

Le résultat suivant explique pourquoi on utilise le terme d’adhérence pour parler de la “fermeture”
d’une partie.

Proposition 1.33. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. Alors x € A si et seulement si tout
voisinage de x rencontre A, i.e. si V est voisinage de x alors V N A # @.

Démonstration. Onvamontrer que x ¢ A si et seulements'il existe un voisinage V' de x qui ne rencontre
pas A, ie. vérifiant V N A = @.

Supposons que x & Aalors V := X \ A est un ouvert contenant x. C’est donc un voisinage de x. De
plus ANV = @ puisque A C A.

Réciproquement, supposons qu’il existe un voisinage V" de x tel que VN A = @. Ainsi il existe un
ouvert O tel que x € O C V. Alors F := X \ O est un fermé de X contenant A puisque ON A = @, d’ot
A C F.Donc x ¢ A puisque x ¢ F. |
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Corollaire 1.34. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. Alors x est un point d’accumulation de A

si et seulement si x € A~ {x}.

Remarque 1.35. Un point d’accumulation de A est adhérent & A puisque x € A~ {x} C A, mais la
réciproque est fausse. En effet, si A := {x} alors x € A mais x n’est pas un point d’accumulation de A
puisque A\ {x} =@ = @.

Définition 1.36. Soient X un espace topologique et A C X. On dit que A est dense (dans X) si A = X.

Exemple 1.37. Q est dense dans R pour sa topologie usuelle.

1.2.2 Intérieur

Proposition 1.38. Soient X un espace topologique et A C X. Il existe un plus grand ouvert de X contenu dans
A. On le note A et on I'appelle intérieur de A.

Démonstration. Notons % 1’ensemble des ouverts de X contenus dans A. Alors A := | J oey O est un
ouvert de X contenu dans A. Montrons que c’est le plus grand.
Soit U un ouvert de X contenu dans A alors U € % d’out A = | J oey ODU. [ |

Remarque 1.39. On a vu dans la démonstration que 4 est la réunion des ouverts de X contenus dans
A.

Proposition 1.40. Soient X un espace topologique et A C X. Alors A est un ouvert si et seulement si A=A

Proposition 1.41. Soient X un espace topologique et A C X. Alors X~ A= X~ Aet X~ A= X A.

Démonstration. On a que X ~ A est un fermé de X contenant X « A (puisque Ac A). Montrons que
c’est le plus petit : soit F un fermé de X contenant X \ A alors X \ F est un ouvert de X contenu dans

Ad’ott X~ F C A etpuis X « A C F. Ainsi on a bien montré que X « A = X « A.
En appliquant la premiére égalité 2 X ~ A, il vient X\ X A= Adout X v A= X \ A. n
Proposition 1.42. Soit X un espace topologique.

(1) X =X.

(2) SiAcC X alors A C A.

(3) SiAc BcC Xalors A C B.

(4) Si Ac X alors A = A.
(5) L'intérieur d'une intersection ﬁnie est l'intersection des intérieur :

siA,..., A, eP(X)alorsﬂl LA =N, A
(6) Sz(A),eIEP(X)’alorsﬂA cAiet|JA4 CUA

iel iel iel iel
Remarque 1.43. Les inclusions du dernier point peuvent étre strictes.
Proposition 1.44. Soient X un espace topologique et A C X, alors A = {x € X : Aestun voisinage de x}.

Démonstration. Soit E == {x € X : A est un voisinage de x}.
Soit x € E alors il existe un ouvert O tel que x € O C A. Puis O ¢ A d'ot1 x € A. Ainsi E C A.
Soit x € A alors x € A C A avec A ouvert, donc A est un voisinage de x. Ainsix € E.Dou E=A. N

1.2.3 Frontiere

Définition 1.45. Soient X un espace topologique et A C X. On définit la frontiére (ou le bord) de A par
0A = A~ A.
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Proposition 1.46. Soient X un espace topologique et A C X.
(1) 0A=ANX~A;
(2) 0A estun ferméde X ;
(3) 0A = d(X \ A);
(4) A=AUJA;
(5) A=A~ 0A;
(6) A est un fermé si et seulement si 0A C A;
(7) A est un ouvert si et seulement si 0AN A = @.

Proposition 1.47. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. Alors x € 0A si et seulement si pour
tout voisinage de x dans X, onaVNA# @etV Nn(X~A) # Q.

1.3 Limite(s) d’une suite

Définition 1.48. Soient X un espace topologique, (x,),cn € X une suite d’éléments de X et £ € X.
On dit que (x,,), converge vers ¢ si pour tout voisinage V' de £ dans X, il existe N € N tel que pour
toutneN,sin> N alorsx, € V.

Proposition 1.49. Soient X un espace topologique, (x,),en € X" une suite d’éléments de X, ¢ € X et ¥
une base de voisinages de ¢. Alors (x,), converge vers ¢ si et seulement si pour tout V€ 7', il existe N € N
tel que pour tout n € N, sin > N alors x, € V.

Exemples 1.50. e Si X := R muni de sa topologie usuelle, on retrouve bien la définition vue en
début de licence : une suite réelle converge vers £ € R si et seulement si

Ve>0,ANeN, VneN, n > N = |x,- 7| Le.

e Soit X un espace topologique discret. Alors une suite (x,), converge vers £ si et seulement si elle
est constante égale a £ a partir d"un certain rang.

e Soit X un espace topologique grossier. Alors toute suite (x,), converge vers tout élément ¢ de
X.

Le dernier point de I'exemple précédent montre qu'une suite peut admettre plusieurs limites.
L'énoncé suivant stipule que dans un espace topologique séparé, si une suite admet une limite alors
cette derniére est unique.

Proposition 1.51. Soient X un espace topologique séparé, (x,),en € X une suite d’éléments de X et £,¢' €
X. Si (x,), converge vers ¢ et vers ¢ alors £’ = ¢.

Démonstration. Supposons par I'absurde que ¢ # ¢’ alors il existe V' un voisinage de £ et V' un voisi-
nage 7' telsque VnV' =@.

Puisque (x,), converge vers 7, il existe N € N tel que si n > N alors x,, € V. De méme, il existe
N’ e Ntelquesin > N’ alors x, € V'. Posons M := max(N,N') alors x;; € VNV’ = @, d’ott une
contradiction. [

Proposition 1.52. Soient X un espace topologique et A C X. Si (x,),cn est une suite d’éléments de A qui
converge vers £ € X alors ¢ € A.

Démonstration. Soit (x,),cy est une suite d’éléments de A qui converge vers £ € X. Soit V un voisinage
de 7 alors il existe N € N tel que x5 € V d’ol1 x5y € V' N A. On a montré que pour tout voisinage de
C,VNA#@,ie €A [

L'exemple suivant montre que la réciproque est généralement fausse : il se peut qu'un point adhé-
rent de A ne soit pas limite d"une suite d’éléments de A.
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Exemple 1.53. Considérons par exemple R muni de la topologie codénombrable, i.e. O est un ouvert
si et seulement si R « O est dénombrable? ou O = @. Posons 4 = R ~ {0}.

Montrons d’abord que 0 € A. Soit V un voisinage de 0 alors il existe un ouvert O tel quex € O C V.
Ainsi X ~ O est dénombrable (puisque O # @) et X~V C X~ 0. Donc X \V est dénombrable. Puisque
A n’est pas dénombrable, il y a forcément un élément de A qui n’est pasdans X ~\V,ie. VN A # @.
Donc V N A # @ pour tout voisinage de 0, i.e. 0 € A.

Supposons par 'absurde qu’il existe une suite (x,),cn d’éléments de A qui converge vers 0. Alors
V =R {x, : n € N} est un voisinage ouvert de 0. Ainsi il existe N € N tel que x5 € V, d’olt une
contradiction.

En revanche, on verra dans la suite que la réciproque est vraie pour les espaces métriques (Pro-
position 2.15).

Définition 1.54. Soient X un espace topologique et (x,), € X" une suite d’éléments de X. Une suite
extraite (ou sous-suite) de (x,), est une suite de la forme (x ),y OU @ : N — N est une application
strictement croissante.

@(n

Proposition 1.55. Soit X un espace topologique. Si (x,), est une suite d'éléments de X convergeant vers ¢
alors toute suite extraite converge aussi vers £.

1.4 Continuité

La définition suivante de la continuité généralise naturellement celles vues les années précédentes :
fonctions réelles, applications définies sur une partie d"un espace vectoriel normé...

Définition 1.56. Soient X et Y deux espaces topologiques. On dit qu'une application f : X — Y est
continue en x € X si pour tout voisinage V' de f(x) dans Y, il existe un voisinage U de x dans X tel
que f(U)CV.

Proposition 1.57. Soient X et Y deux espaces topologiques. L'application f : X — Y est continue en x € X
si et seulement si pour tout voisinage V de f(x)dans Y, f (V) est un voisinage de x dans X.

Démonstration. Supposons que f : X — Y soit continue en x € X. Soit V' un voisinage de f(x) dans
Y, alors il existe un voisinage U de x dans X tel que f(U) C V. PuisU C Yy c 1), done
7Y (V) estun voisinage de x.

Supposons que pour tout voisinage ¥ de f(x) dans Y, f~!(V) est un voisinage de x dans X. Soit V/
un voisinage de f(x) dans Y, alors U := f “1(V)estun voisinage de x dans X et f(U) = f(f vy cv.
Donc f est continue en x. |

Définition 1.58. Soient X et Y deux espaces topologiques. On dit qu'une application f : X — Y est
continue si elle est continue en tout point x € X.

Exemples 1.59. e Une application constante est continue.
e Lidentitéid : X — X est continue.

Proposition 1.60. Soient f : X — Y etg : Y — Z deux applications continues. Si f est continueen x € X
et si g est continue en f(x) alors g o f est continue en x.

Proposition 1.61. Soient f : X — Y une application continue entre deux espaces topologiques, A C X et
a € A. Si f est continue en aalors f|, © A — Y est continue en a pour la topologie induite sur A.
En particulier, si f est continue alors f| 4 est continue pour la topologie induite.

Remarque 1.62. En revanche, il se peut que f |4 SOit continue en a sans que f ne le soit. Considérons
par exemple f : R — R défini par f(x) = 1six € Qet f(x) = 0sinon. Alors f|q et f|g.q Sont continues
mais f n’est nulle part continue.

*Par dénombrable, dans ces notes on entend en bijection avec une partie de N.
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Proposition 1.63. Si f : X — Y est une application continue en x € X et (x,),ey € X' une suite
convergeant vers x alors (f(x,)),en €st une suite de Y convergeant vers f(x).

Démonstration. Soient f : X — Y une application continue en x € X et (x,),eny € X N une suite
convergeant vers x. Soit V' un voisinage de f(x) alors f ~L(V) est un voisinage de x. Donc il existe
N € N tel que pour tout n € N, sin > N alors x, € f~!(V). Ainsi, si n € N vérifien > N, on a

f(x,) € V.On a bien montré que (f(x,)), converge vers f(x). |

Remarque 1.64. Attention, il se peut que (f(x,)), converge vers f(x) pour toute suite (x,,), convergeant
vers x sans que f ne soit continue en x.

Considérons f =1id : (R,¥) - (R, %) ou € est la topologie codénombrable (voir Exemple 1.53)
et % est la topologie usuelle sur R. En adaptant ’argument de I'exemple 1.53, on montre que si (x,,),
converge vers 0 pour % alors (x,,), est constante égale a 0 et converge donc aussi pour %. En revanche,
f n’est pas continue en 0 puisque f _1((—1, 1)) = (-1, 1) n’est pas un voisinage de 0 pour € (en effet,
(=1, 1) ne contient pas d’ouvert).

Nous verrons dans la suite que ce phénomene n’est pas possible lorsque le domaine est un espace
métrique (voir Proposition 2.18).

Les caractérisations suivantes de la continuité sont vraiment fondamentales en topologie.

Proposition 1.65. Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques. Les énoncés suivants
sont équivalents :
(i) f est continue;
(ii) pour tout O ouvertdeY, f ~1(0) est un ouvert de X ;
(iii) pour tout F fermédeY, f~V(F) est un fermé de X.

Démonstration.

Montrons que (i) = (ii). Supposons que f soit continue. Soit O un ouvert de Y. Soit x € f~!(0)
alors O est un voisinage ouvert de f(x). Puisque f est continue, f _1(0) est un voisinage de x. Donc
f£71(0) est voisinage de chacun de ses points, c’est donc un ouvert.

Montrons que (ii) = (i). Soit x € X. Soit V' un voisinage de f(x). Alors il existe un ouvert O de
Y tel que f(x) € O C V. Par hypothese, f ~1(0) est un ouvert. Puisque x € f ~10) c f~1(v), on a bien
que f~1(V) est un voisinage de x. Donc f est continue.

Montrons que (ii) = (iii). Supposons (ii). Soit F un fermé de Y alors f~!(Y \ F) est un ouvert,
donc fN(F) = X~ f~'(Y \ F) est un fermé.

Montrons que (iii) = (ii). Supposons (iii). Soit O un ouvert de Y alors f~!(Y \ O) est un fermé,
donc f~1(0) = X ~ (Y \ O) est un ouvert. |

Définition 1.66. Un homéomorphisme est une bijection f : X — Y entre deux espaces topologiques
telle que f et f ~! soient continues.

Définition 1.67. On dit que deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s'il existe un ho-
méomorphisme f : X =Y.

1.5 Compacité

Définition 1.68. Soit X un espace topologique. On dit qu'une partie K C X est un quasi-compact de X

si de tout recouvrement par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e. si (O;);cy est

une famille d’ouverts de X telle que K C J,; O; alors il existe J C I fini tel que K C J,c; O;.
En passant au complémentaire, on obtient la caractérisation suivante.

Proposition 1.69. Soient X un espace topologique et K C X. Alors K est un quasi-compact de X si et
seulement si pour toute famille (F;);cy de fermés X telle que ();c; F; C X ~ K alors il existe J C I fini tel que
Nies Fi € X~ K.

Définition 1.70. On dit qu'un espace topologique X est quasi-compact si X est un quasi-compact de X.
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Proposition 1.71. Soient X un espace topologique et A C X. Alors A est un quasi-compact de X si et seulement
si A est un espace topologique quasi-compact pour la topologie induite.

Démonstration. Supposons que A soit un quasi-compact. Soit (O;),c; une famille d’ouverts de A telle
que A = |J,¢; O;. Par définition de la topologie induite, pour i € I, il existe U; un ouvert de X tel que
0; =U;nA.Onadonc A C | J,¢; U;. Puisque A est un quasi-compact, il existe une partie J C I finie
telle que A C |J,c; U;. Finalement, A = |J,,;(U; N A) = J,; O;.

Réciproquement, supposons que A soit un sous-espace topologique quasi-compact. Soit (0,);cy
une famille d’ouverts de X telle que A C |J,¢; O;. Alors A = | J,,;(0; n A). Puisque, pour tout i € I,
O; N A est un ouvert de A et que A est un espace topologique quasi-compact, il existe J C I fini tel que
A =,e;,(0;nA).Donc A C |J,c;O;. [ |

Définition 1.72. On dit qu'un espace topologique est compact s'il est séparé et quasi-compact. On dit
qu'une partie d’un espace topologique est un compact si c’est un espace topologique compact pour
la topologie induite.

Remarque 1.73. Si X est un espace topologique séparé, alors une partie est un compact si et seulement
c’est un quasi-compact. En effet, on a vu qu'un sous-espace topologique d"un espace topologique
séparé est séparé.

Proposition 1.74. Une union finie de quasi-compacts est quasi-compacte.

Remarque 1.75. Si X n’est pas un espace topologique séparé, une union finie de compacts peut ne
pas étre compacte. On considére X := {0, 1} muni de la topologie grossiére. Alors {0} et {1} sont des
compacts maos {0} U {1} = {0, 1} n’est pas compact (car non séparé).

Proposition 1.76. Toute partie fermée d'un espace (quasi-)compact est (quasi-)compacte.

Démonstration. Soit X un espace topologique quasi-compact et F C X un fermé. Soit (0,);c; une
famille d’ouverts de X telle que F C |J,c; O;. Alors X = (X ~ F) U |J,,; U; et il existe donc J C I fini

tel que X = (X \ F)U |J,c; U;. Ainsi F C | J,¢; U;. On a bien montré que F est un quasi-compact. M

La réciproque est vraie dans un espace topologique séparé, mais est fausse en général.
Proposition 1.77. Un compact d"un espace topologique séparé est fermé.

Démonstration. Soit X un espace topologique séparé et K un compact de X. On va montrer que X \ K
est voisinage de chacun de ses points.

Soit x € X \ K. Puisque X est séparé, pour tout y € K, il existe O, un ouvert de X contenant x et
U, un ouvert de X contenant y tels que O, NU, = @. Puisque K C U U, ilexiste y,, ..., y, € K tels
que K c Ui, U,

Alors O := ﬂ:’zl Oy,- est un ouvert contenant x. De plus, pouri =1, ... ,n,0na OnUy'_ C Oy,-nUy,- =@3.
AinsiOnK c|Ji,0nU, c@,ie.OC X K.

On a montré que pour tout x € X \ K, il existe un voisinage ouvert O de x tel que O C X ~ K, donc
X \ K est un ouvert et K est un fermé. |

yeK

Exemple 1.78. On consideére X := {0, 1} muni de la topologie grossiere. Alors {0} est un compact mais
n’est pas fermé.

Proposition 1.79. Dans un espace topologique séparé, une intersection non vide de compacts est un compact.

Démonstration. Soit X un espace topologique séparé et (K;);c; une famille de compacts de X ot I # @.
Alors K = [),¢; K; est un fermé de X comme intersection de fermés (puisque X est séparé).

Soit iy € I, alors K = K N K;  est un fermé de K; qui est compact, donc K est un espace topologique
compact. |

Remarque 1.80. Dans un espace topologique qui n'est pas séparé, l'intersection de deux (quasi-
)compacts peut ne pas étre un quasi-compact.

Considérons X := NLI{a, b} muni de la topologie 0 := P(N)U {NU{a}, NU{b}, X}. Alors K, := NU {a}
et K, := NU {b} sont deux quasi-compacts de X mais K, N K, = N n’est pas un quasi-compact de X.
Voir I'exercice 1.25 pour l'intersection de deux compacts n’étant pas un quasi-compact.
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Proposition 1.81. L'image d’un quasi-compact par une application continue est un quasi-compact.

Démonstration. Soit f : X — Y une application continue. Soit K un quasi-compact de X. Soit (O;);cs
une famille d’ouverts de Y telle que f(K) C [J,¢; O;- Alors K C FYf(K)) Uier o).

Puisque K est quasi-compact et que, pour i € I, f~(0;) est un ouvert de X, il existe J C I fini tel
que K C U,y £71(0). Puis f(K) C f (Ujey £710)) = Uiey £F(f710)) € U,ey O

On a bien montré que tout recouvrement de f(K) par des ouverts admet un sous-recouvrement
fini, i.e. que f(K) est quasi-compact. n

Corollaire 1.82. Soit f : X — Y une application continue ou Y est un espace topologique séparé. Si K est un
(quasi-)compact de X alors f(K) est un compact de'Y.

1.6 Connexité
1.6.1 Caractérisations et premieres propriétés

Définition 1.83. On dit qu'un espace topologique est connexe s’il ne s’écrit pas comme union disjointe
de deux ouverts non vides.

Proposition 1.84. Soit X un espace topologique. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) X est connexe;
(ii) X ne s’écrit pas comme union disjointe de deux fermés non vides;
(iii) Toute application continue f : X — {0,1}, out {0, 1} est muni de la topologie discréte, est constante;
(iv) Les seules parties X a la fois ouvertes et fermées sont @ et X ;

Démonstration.
(i)=(ii) Supposons (i). Soient F; et F, deux fermés de X telsque X = F U F, et FFNF, = @.
Alors F, = X \ F| et F| = X \ F, sont ouverts. Par connexité, l'un est vide.
(ii)=>(iii) Supposons (ii). Soit f : X — {0, 1} continue, avec {0, 1} espace discret.
OnaX=/f"'Ousrto. Puisque 7710) et 7'(1) sont des fermés, I'un est vide. Si f~1(0) = @
alors f = letsi f71(1) = g alors f = 0.
(iii)=(iv) Supposons (iii). Soit A une partie de X ouverte et fermée. Alors y, : X — {0,1} est continue
pour la topologie discrete car )(;1({0,1}) =X, )(ZI(Q) =@, )(;1({0}) =X Aet ;(;1({1}) =A
sont ouverts. Par hypothése, y, est constante. Si y, =0alors A =@etsi y, =1alors A = X.
(iv)=(i) Supposons (iv). Soient O, et O, deux ouverts de X telsque X =0, L0, et O, N O, = @.
Alors O; = X0, est fermé. Par hypothese, soit O; = @,s0itO; = X etalors O, = X~0;, =@. B

Remarque 1.85. Si X est un espace topologique connexe, pour montrer quun énoncé P(x) est vrai
pour tout x € X, il suffit de montrer que {x € X : P(x)} est ouvert, fermé et non vide.

Définition 1.86. Soit X un espace topologique. On dit qu'une partie A C X est un connexe de X si A
est un espace topologique connexe pour la topologie induite.

Proposition 1.87. L'image d’un connexe par une application continue est un connexe.

Démonstration. Soient f : X — Y une application continue et C C X un connexe de X.

Soit ¢ : f(C) = {0, 1} une fonction continue o1 {0, 1} est muni de la topologie discréte.

Alorsy :=@-o f : C — {0,1} est continue, donc constante égale a a € {0, 1} puisque C est connexe.
Soit y € f(C) alors il existe x € C tel que y = f(x) et p(») = w(x) = a. Donc ¢ est constante.

Ainsi f(C) est connexe. |

Proposition 1.88. L'adhérence d'un connexe est connexe.

Démonstration. Soient X un espace topologique et A un connexe de X.

Soient 0,, 0, deux ouverts de X telsque O, N A # @ et A = (0, N A) LU (0, N A).

Soit x € O, N A4, alors puisque x est adhérent a A et que O, est un voisinage ouvertde x,ona O;NA # @.
Deplus A =An A= (0O, N A)U (0, N A). Ainsi, puisque A est connexe, O, N A = @. D'oti, O, N A=Q
(sinon, comme ci-dessus, on aurait O, N A # @). On a bien montré que A est connexe. [ |
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Proposition 1.89. Si (A,);c; est une famille de connexes d'un espace topologique X telle que ();c; A; # @
alors | J,c; A; est un connexe de X.

Démonstration. Soit (A;);c; une famille de connexes de X telle qu'il existe a € [),c; A; # @-

Notons A := | J,¢; 4;. Soient O, et O, deux ouverts de X tels que A = (0} N A) L (O, N A).

Supposons sans perte de généralité que a € O;. Soiti € I, puisque A; = ANA; =(0;NA)U(O,NA),
que a € O; N A et que A, est connexe,ona O, N A; =@.Donc O, N A =J,;(0,nA4) =0.

On a bien montré que A est connexe. [

1.6.2 Connexes de R

Proposition 1.90. On considére R muni de sa topologie usuelle. Alors les connexes de R sont exactement les
intervalles.

Démonstration. Montrons d’abord par contraposée que les connexes de R sont des intervalles. Soit
A C R qui nest pas un intervalle alors il existe a,a, € Aet x € Rtelsquea; < x < a, etx € A. On
a alors A = (] — 00, x[NA) U (]x, +o0[NA) avec | — o0, x[NA # @ et |x, +0[NA # @. Donc A n’est pas un
connexe.

Réciproquement, soit I un intervalle de R. Supposons par 1’absurde que I n’est pas un connexe.
Alors il existe O et O, deux ouverts de R telsque I = (O NnI)U(O,NnI)avecO, NI #@,i=1,2.
Soient a; € Oy N1 eta, € O, N I, sans perte de généralité on peut supposer que a; < a,. Notons
S = {x € [aj,a,] : [a;,x] C O;}. Alors a; € S et § est majoré par a, donc s := sup S existe.
Remarquons que nécessairement a; < s < a,, d’otts € I C O; U O, puisque [ est un intervalle.
Premier cas : s € O,. Puisque O, est un ouvert, il existe ¢ > 0 tel que |s — €, s + €[C O,. Par définition

de s, il existe b €]s — &, s] N S. Mais alors [al, s+ 5] = [ay.b]U [b, s+ g] C lay, blUls — &, s + €[C O, ie.

s+ 3 € S, d’ott une contradiction.
Deuxiéme cas : s € O,. Puisque O, est un ouvert, il existe ¢ > 0 tel que |s — ¢, s + €[C O,. Par définition
de s, il existe b €]s — €,5] N S. Alors b € O; N O, N I, d’ou1 une contradiction. [ |

Remarque 1.91. On déduit de la proposition précédente que le théoréme des valeurs intermédiaires
est un cas particulier de la Proposition 1.87.

1.6.3 Composantes connexes

Proposition 1.92. Soient X un espace topologique et x € X. Alors il existe un plus grand connexe de X
contenant x. On I'appelle composante connexe de x.

Démonstration. Notons # 'ensemble des connexes contenant x. Notons que {x} € %. Puisque x €
Nces C, ona que | oo C est un connexe contenant x. Montrons que c’est le plus grand.
Soit A un connexe contenant x alors A € # d’oit A C Jco C. n

Proposition 1.93. Soient X un espace topologique et x € X. Alors la composante connexe de x est un fermé.

Démonstration. Notons C la composante connexe de x. Puisque C est encore un connexe contenant x,
onaC C C.Donc C = C et C est un fermé. |

Proposition 1.94. Soient X un espace topologique et x, y € X. Notons respectivement C,. et C,, les composantes
connexes de x et de y. Si C, N C,, # @ alors C,, = C,.

Démonstration. Supposons que C, N C,, # @, alors C, U C,, est un connexe. Puisque C, U C, est un
connexe contenant x,ona C, c C,UC, Cc C,,dou C, = C, U C,. De méme C), = C, U C,,.

Donc C, =C,. ]

Corollaire 1.95. Les composantes connexes de X forment une partition de X.
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1.7 Topologie produit

Définition 1.96. Soit (X;),c; une famille d’espaces topologiques. On appelle topologie produit la plus
petite topologie sur [[,c; X; telle que pour touti € I, pr; : [[,c; X; = X; est continue.

Sauf mention explicite du contraire, ce sera toujours la topologie considérée sur un produit d’espaces
topologiques.

Proposition 1.97. Soit (X;),c; une famille d’espaces topologiques. Alors

B = {HU,- : Pour tout i € I, U; est un ouvert de X et il existe J C I fini tel queVi € I~ J, U; = Xl-}
il
est une base de la topologie produit sur [],c; X;.

Proposition 1.98. Soit (X;),c; une famille d’espaces topologiques. Alors, pour touti € I,pr; : [l;ef Xi = X;
est ouverte.

Proposition 1.99. Soient (X,),c; une famille d’espaces topologiques, (x,,),en une suite d'éléments de [],c; X;
et ¢ € [[;e; X;. Alors x,, converge vers ¢ si et seulement si, pour tout i € I, (pr,(x,)),) converge vers pr,(£).

Remarque 1.100. Soit X un espace topologique, I un ensemble, (f,),cn une suite d’éléments de X Iet
f € X'. Alors (f,), converge simplement vers f si et seulementsi f, converge vers f pour la topologie

produit sur X’ = [],c; X.

Proposition 1.101. Soient (X,),c; une famille d’espaces topologiques et Y un espace topologique. Alors f
Y — [, X, est continue si et seulement si pour touti € I, pr;of : Y — X est continue.

Proposition 1.102. Un produit d’espaces topologiques séparés est séparé.
Le théoréme suivant est équivalent a ’axiome du choix.

Théoreme 1.103 (Théoreme de Tychonoff). Un produit d’espaces topologiques quasi-compacts est quasi-
compact.

Démonstration. TODO [ |

Corollaire 1.104. Un produit d’espaces topologiques compacts est compact.
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Exercices

Exercice 1.1. Combien y a-t-il de topologies sur un ensemble a 0, 1, 2 ou 3 éléments?

Exercice 1.2 (Une topologie est caractérisée par ses voisinages).
(1) Soit X un espace topologique et 7° : X — P(P(X)) l'application qui a x € X associe 7(x)
I’ensemble des voisinages de x.
Montrer que
(i) Vxe X, 7 (x) # @;
(ii) Vxe X, VW € 7 (x), x € V;
(iii) Vx € X, VV € 7 (x), VW € PX), VC W = W € 7 (x);
(iv) Vxe X, YW, W €7 (x), VnW € 7 (x);
(V) Vxe X, VW e 7 (x), W € 7 (x),Vye W,V € 7 (y).
(2) Soit X un ensemble et 7" : X — P(P(X)) une application vérifiant (i)—(v).
Onnote O := {O € P(X) : Vx€ 0, O € 7 (x)}.
(a) Montrer que O est une topologie sur X.
(b) Soit x € X. Montrer si ¥ C X est un voisinage de x pour O alors V' € 7'(x).
(c) Soit ScXetO:={xe X : §e7(x)}. Montrer que O € 0.
(d) Soit x € X. Montrer que tout V' € 7'(x) est un voisinage de x pour 0.

Exercice 1.3. Soit X un ensemble.
(1) Soit % c P(X). Montrer que & est une base d’une topologie sur X si et seulement si
(i) X =Uopes O;
(i) Lintersection de deux éléments de % s’écrit comme union d’éléments de 3.
(2) Montrer qu'une partie 8 C P(X) vérifiant
(i) X = Upes 07
(ii") YO;,0, € B, 0, N0, € &B.
est une base d’une topologie sur X.
(3) Est-ce qu'une base d"une topologie sur X vérifie nécessairement (ii") ?

Exercice 1.4. Soit X un espace topologique séparable, i.e. admettant une partie dénombrable dense.
Montrer que toute famille d’ouverts non vides deux a deux disjoints est dénombrable.

Exercice 1.5. Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques. Montrer que f est
continue si et seulement si, pour tout A C X, f (A) cf (A)

Exercice 1.6. Soient X un espace topologique et A C X. Montrer que A = @ si et seulement si tout
ouvert non vide de X contient un ouvert non vide ne rencontrant pas A.

Exercice 1.7. Montrer que {(x,y) € R" X R" : (x,y) est une famille libre} est un ouvert de R" x R".

Exercice 1.8 (Théoréme de Kuratowski).
(1) Soit X un espace topologique.
(a) Montrer que pour toute partie A de X, on a A C A
—

= —c
(b) En déduire que pour toute partie A de X, on a A =
(c) En déduire qu’a partir d'une partie A de X, on ne peut pas obtenir plus de 14 parties dif-
férentes en appliquant successivement le complémentaire et 'adhérence (en commengant
soit par 'un, soit par 'autre).
(2) Trouver une partie A de R pour laquelle on atteint 14 parties.

Exercice 1.9. Soit X un espace topologique.
(1) Montrer que si A et B sont deux ouverts disjoints de X alors A N B= o.
(2) Montrer que si A et B sont deux fermés de X tels que AU B = X alors A U B=X.
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Exercice 1.10.
(1) Montrer que si X est un espace topologique séparé alors pour x € X, {x} est un fermé.
(2) Quid de la réciproque?

Exercice 1.11. Soit X un espace topologique. On dit que x € X est une valeur d’adhérence de la suite
(x,), € XN si pour tout voisinage V dexonaVne N, IN e N, N >netxy € V.
(1) Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence d"une suite (x,), € X N est ﬂ {x, : p2n}.

neN

(2) Montrer que toute limite est valeur d’adhérence.
(3) Montrer que toute valeur d’adhérence d’une suite extraite est valeur d’adhérence.
(4) Montrer que toute limite d’une suite extraite est valeur d’adhérence’.

(5) Montrer que si X est séparé et si £ est limite de (x,), alors ¢ est 'unique valeur d’adhérence.

Exercice 1.12 (Espace dénombrablement compact).
Soit X un espace topologique. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
(i) Tout recouvrement dénombrable de X par des ouverts admet un sous-recouvrement fini;
(ii) Tout ensemble dénombrable de fermés d’intersection vide admet un sous-ensemble fini d’inter-
section vide;
(iii) Toute suite décroissante de fermés non vides a une intersection non vide;
(iv) Toute suite (x,), € X" admet une valeur d’adhérence;
(v) Toute partie infinie de X admet un point d’accumulation.
Indication : on pourra montrer que chaque énoncé est équivalent au suivant.

Exercice 1.13. Soit X un espace séparé. Montrer que si A, B C X sont deux compacts disjoints alors il
existe U et V' deux ouvertstelsque ACU,BCVetUNV =@.

Exercice 1.14. Soient f,g : X — Y deux applications continues avec Y séparé. Montrer que si f et g
coincident sur une partie dense, i.e. {x € X : f(x) =g(x)} = X, alors f = g.

Exercice 1.15. Soient X un espace topologique quasi-compact et Y un espace topologique séparé.
(1) Montrer quesi f : X — Y une application continue alors f est fermée (i.e. I'image d'un fermé
est un fermé).
(2) En déduire quesi f : X — Y est une bijection continue alors f~! est continue.

Exercice 1.16. Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques. Montrer que f est
continue si et seulementsig : X — T, défini par g(x) := (x, f(x)), est un homéomorphisme ot
[, € X XY estle graphe de f muni de la topologie induite par la topologie produit sur X X Y.

Exercice 1.17. Soit X un espace topologique. Montrer que X esthoméomorphea A := {(x,x) : x € X}
comme sous-espace de X X X pour la topologie produit.

Exercice 1.18. Soit X un espace topologique. Montrer que X est séparé si et seulement si A := {(x, x) :
x € X} est un fermé de X x X pour la topologie produit.

Exercice 1.19. Soient X et Y deux espaces topologiques.
(1) Montrer que si Y est quasi-compact alors la projection pry : X XY — X est une application
fermée.
(2) Montrer quesi f : X — Y est continue et que Y est séparé alors le graphe de f est un fermé de
X XY.
(3) Montrer que si Y est compact alors une application f : X — Y est continue si et seulement si
son graphe est un fermé de X X Y pour la topologie produit.

Exercice 1.20. Montrer qu'un ensemble infini est un espace connexe pour la topologie cofinie.

Exercice 1.21. Montrer qu'un espace topologique X est connexe si et seulement si pour toute partie
BFAC X,onadA+@.

30n verra que la réciproque est vraie dans un espace métrique, cf Exercice 2.13.
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Exercice 1.22 (Don’t overthink...). Est-ce qu'une intersection quelconque de fermés denses est dense ?

Exercice 1.23 (Topologie produit). Montrer les propositions concernant la topologie produit (sauf le
théoréme de Tychonoff)

Exercice 1.24 (Topologie des boites). Soit (X;),c; une famille d’espaces topologiques.
(1) Montrer qu'il existe une topologie sur [[,.; X; dontunebaseest % = {[[,c; U; : U, ouvertde X;}.
On l'appelle topologie des boites.

(2) Montrer que si I est fini alors la topologie boite et la topologie produit coincident.

(3) Montrer que si les X; sont séparés alors [[,c; X; est séparé pour la topologie des boites.

(4) (a) On considere {0, 1} muni de la topologie discrete. Montrer que la topologie des boites sur
{0, 1}N = 1,0 {0, 1} coincide avec la topologie discréte.

(b) Conclure qu'un produit d’espaces quasi-compacts n’est pas nécessairement quasi-compact

pour la topologie des boites.

iel

Exercice 1.25 (Topologie quotient). Soient X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence
sur X. On appelle topologie quotient la plus petite topologie sur X/~ telle que l'application naturelle
p . X — X/~ soit continue.
(1) Montrer que O C X/~ est un ouvert de X/~ si et seulement si p_l(O) est un ouvert de X.
(2) Soit Y un espace topologique. Montrer que f : X/~— Y est continue si et seulement si f o p :
X — Y l'est.
(3) Montrer que si X est quasi-compact (resp. connexe) alors X/~ l'est aussi.
(4) La droite a deux origines. On considére R X {0,1} muni de la relation ~ définie par Vx € R~
{0}, (x,0) ~ (x, 1).
(a) Montrer que R x {0, 1} est séparé.
(b) Montrer que R x {0, 1}/~ n’est pas séparé.
(c) Montrer que dans un espace non séparé, l'intersection de deux compacts peut ne pas étre
quasi-compact.
(5) Onsuppose que p : X — X/~ est ouverte. Montrer que X/~ est séparé si et seulement si ~ est
un fermé de X x X.
(6) Onsuppose que X est compact. Montrer que X/~ est séparé si et seulement si ~ un est fermé de
X X X si et seulement si p est fermée.
(7) Soient Y un espace topologique et g : X — Y continue.
Montrer que si Vx|, x, € X, x; ~ x, => g(x;) = g(x,) alors il existe § : X/~— Y continue telle
que g =ge°p.
(8) On considére R?> muni de la relation (x;, ;) ~ (x5, ¥,) © x| + y% =X, + y%. Montrer que R?/~ est
isomorphe a R.
(9) On considere [0, 1] (comme sous-espace de R) muni de la relation 0 ~ 1. Montrer que [0, 1]/~
est isomorphe a S'.



J.-B. Campesato Université d’Angers — Analyse fonctionnelle 17

2 Espaces métriques

2.1 Distances et boules

Définition 2.1. Une distance sur un ensemble X est une applicationd : X X X — R telle que
(i) Vx,ye X,d(x,y)) =0 x=y;
(ii) Vx,y € X, d(x,y) =d(y,x);
(iii) Vx,y,z € X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Un espace métrique est la donnée d’un couple (X, d) ot X est un ensemble et d une distance sur X.

Proposition 2.2. Soitd : X — X — R une distance, alors Vx,y € X, d(x,y) > 0.
Démonstration. Soient x,y € X.Onaalors 0 =d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) =2d(x,y)doud(x,y) >0. W
Exemples 2.3. e d : R - R — R défini par d(x, y) := |x — y| est une distance sur R.

e Soit X un ensemble alors d : X X X — R défini par d(x,y) = 0six = yetd(x,y) = 1 sinon est
une distance que 'on appelle distance discrete.

Proposition 2.4. Soient (X, d) un espace métrique et Y C X. Alors la restriction djy,y : Y XY — Rest une
métrique sur Y. On dit que (Y, d|y.y) est un sous-espace métrique de (X, d) et que dy, est la distance
induite sur Y par d.

Définition 2.5. Soient (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0. On note
® B(a,r):={x € X : d(a,x) <r}laboule ouverte centrée en a de rayon r;
® By(a,r):={x € X : d(a,x) < r} laboule fermée centrée en a de rayon r;
e S(a,r)={x € X : d(a,x) =r} la sphére centrée en a de rayon r.

2.2 Topologie d'un espace métrique

Proposition 2.6. Soit (X, d) un espace métrique. Alors O = {O € P(X) : Vx € O, 3e > 0, B(x,¢) C O}
est une topologie sur X.

Remarque 2.7. Sauf mention explicite du contraire, la topologie considérée sur un espace métrique
sera toujours celle de I'énoncé précédent.

Exemples 2.8. e d : R - R — R défini par d(x, y) := |x — y| induit la topologie usuelle de R.

e Soit X un ensemble alors d : X X X — R défini par d(x, y) = 0six = yetd(x, y) = 1 sinon induit
la topologie discrete sur X.

Proposition 2.9. Soient (X, d) un espace métrique et Y C X. Alors (Y, dyy) est un sous-espace topologique
de (X, d), i.e. la topologie induite sur Y par la distance d|yy coincide avec la topologie induite en tant que
sous-espace topologique.

Proposition 2.10. Soit (X, d) un espace métrique.
e Une boule ouverte est un ouvert.
Une boule fermée est un fermé.
Une sphére est un fermé.
L'ensemble des boules ouvertes de X forment une base de la topologie induite par d.
Une partie V de X est un voisinage de x si et seulement si 3¢ > 0, B(x,e) C V.

Soit x € X. Alors ¥ = {B (x, %) : ne N~ {0}} est une base dénombrable de voisinages de x.

Remarque 2.11. Soient (X, d) un espace métrique, a € X etr > 0. On a B(a,r) C B f(a, r) mais il se
peut que cette inclusion soit stricte.

Considérons X un ensemble ayant au moins deux éléments muni de la distance discréte. Soit x € X,
alors B(x, 1) = {x} = {x} ¢ X = B,(x, ]).

En revanche, nous verrons qu’il y a toujours égalité dans les espaces vectoriels normés, voir Proposi-
tion 3.10.
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Proposition 2.12. Un espace métrique est toujours sépare.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et x, y € X avec x # y. Posons 6 := %d (x,y) > 0.
Supposons par I'absurde qu'il existe z € B(x, ) N B(y, é) alors d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) <26 = d(x,y),
d’ot1 une contradiction. Donc B(x, 5) N B(y,68) = @. [ |

2.3 Limites et continuité

Proposition 2.13. Soient (X, d) un espace métrique, (x,), € X" et £ € X. La suite (x,), converge vers ¢ si
et seulement si

Ve>0,ANeN,VneN, n> N = d(x,,7)<e.

Remarque 2.14. Puisqu'un espace métrique est séparé, si une suite admet une limite alors cette der-
niere est unique.

La proposition suivante est une réciproque de 1.52 dans les espaces métriques : on en déduit une
caractérisation séquentielle des fermés.

Proposition 2.15. Soient (X, d) un espace métrique, A C X et x € X. Alors x € A si et seulement s'il existe
une suite d’éléments de A qui converge vers x.

Démonstration. Soit x € A. Pour n € N, il existe x, €B (x, ﬁ) N A. Vérifions que (x,), converge vers

n)n
x. Soit € > 0. Puisque R est archimédien, il existe N € N tel que NLH < &.Pourn > N, on a donc

d(x,x,) < n+L1 < NLH < €. Donc (x,,), est une suite d’éléments de A qui converge vers a. |

Corollaire 2.16. Soient (X,d) un espace métrique et A C X. Alors A est un fermé si et seulement si toute
suite convergente d'éléments de A converge dans A.

Proposition 2.17. Soient f : (X,dy) — (Y,dy) une application entre deux espaces métriques et x, € X.
Alors f est continue en x si et seulement si

Ve>0,3n>0,Vx € X, dy(x,xg) <n = dy(f(x), f(xg) < e.

La proposition suivante est une caractérisation séquentielle de la continuité dans les espaces mé-
triques (voir Proposition 1.63 et Remarque 1.64).

Proposition 2.18. Soit f : (X,d) — Y ou (X,d) est un espace métrique et Y un espace topologique. Soit
x € X, alors f est continue en x si et seulement si pour toute suite (x,), € xN convergeant vers x, (f(x,)),
converge vers f(x).

Démonstration. L'implication directe découle de la proposition 1.63. Montrons contraposée de la réci-
proque. On suppose que f n’est pas continue en x. Alors il existe V' un voisinage de f(x) tel que

Vn>0,3ye X,dx,y)<net f(x)&V.
Soit n € N, alors il existe x,, € X tel que d(x, x,) < ﬁ et f(x,) € V. Alors la suite (x,), converge vers

x mais (f(x,)), ne converge pas f(x). |

2.4 Compacité

Définition 2.19. On dit qu'une partie A d"un espace métrique (X, d) est bornée s’il existe C > 0 tel que
Val,az S A, d(al,az) <C.

Proposition 2.20. Une partie d'un espace métrique est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule
(ouverte ou fermée).
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Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et A C X.

Supposons que A soit bornée. Alors il existe C > 0 tel que Va,,a, € A, d(a;,a,) < C.51 A =@, il
n'y a rien a démontrer. On peut donc supposer qu’il existe a € A. Soit x € A alors d(a,x) < C donc
AC Bs(a,C)et AC B(a,C +1).

Réciproquement, supposons qu’il existe x € X et r > 0 tels que A C By(x,r). Soient a;,a, € A
alors d(a,,a,) < d(ay,x) + d(a,,x) < 2r. Donc A est bornée. [ |

Proposition 2.21. Une partie compacte d’un espace métrique est fermée et bornée.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique et K C X un compact. Si K = @ alors K est borné. On
peut donc supposer qu'il existe a € K. Alors K C |, B(a, n+1). Par compacité, il existe ny, ... ,n, € N
tels que K C U;Zl B(a,n;). Posons N := max(ny, ...,n,). Alors K C B(a, N + 1). Donc K est bornée.
Puisque la topologie induite par d est séparée, on déduit de la Proposition 1.77 que K est un
fermé. [ |

Remarque 2.22. On verra dans la suite que la réciproque est vraie pour les espaces vectoriels nor-
més de dimension finie (Proposition 3.20). Elle est généralement fausse, déja pour tous les espaces
vectoriels normés de dimension infinie (toujours Proposition 3.20).

Dans les espaces métriques, la compacité admet la caractérisation séquentielle suivante.

Théoreme 2.23. Soient (X, d) un espace métrique et A C X. Alors A est compact si et seulement si toute suite
d’éléments de A admet une sous-suite convergeant dans A.

Remarque 2.24. Si X est un espace topologique quelconque, les deux implications peuvent étre fausses.

Considérons X := [0, 1]1*! alors X est compact d’apres le théoréme de Tychonoff. Montrons que X
n’est pas séquentiellement compact. Considérons (f,), € X N ot fn(x) est le n-éme chiffre de 'écriture
dyadique de x. Supposons qu'il existe ¢ : N — N tel que (f,,), converge. Posons x := }2° mektD)
alors f o(m(X) = 1 sinestimpair et £, (x) = 0 sinon. D’ot1 une contradiction.

Réciproquement, considérons X := { fe{o,}® : (1) est dénombrable} pour la topologie in-
duite. Soit (f,), € X". Posons S = [,y fi (1) alors S est dénombrable et (f,), est une suite de
{0}®5'x {0, 1} qui est métrisable (voir Exercice 2.3) et compact (par le théoréme de Tychonoff) donc
(f,), admet une sous-suite convergente. En revanche, X n’est pas compact (on peut vérifier que X est
dense dans l’espace compact {0, 1}}).

Remarque 2.25. Attention, on demande bien que la limite de la sous-suite soit dans A. Par exemple,
si on consideére (R, d(x,y) = |x — y|) alors toute suite d’éléments de (-1, 1) admet une sous-suite
convergente d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrafs mais (-1, 1) n’est pas compact puisque ce
n’est pas un fermé.

Lemme 2.26. Soient (X,d) un espace métrique, (x,), € X Netx e X.
Sipourtout e >0, {n €N : d(x,,x) < €} est infini alors (x,), admet une sous-suite convergeant vers x.

Démonstration. Supposons que pour toute > 0, E, := {n € N : d(x,,x) < €} est infini. Construisons
par récurrence une application strictement croissante ¢ : N — N telle que Vn € N, d(x, x,,)) < ﬁ
Puisque E, # @, il existe ¢(0) € E, tel que d(x ), x) < 1.

Supposons @(0) < -+ < @(n) déja construits. Puisque E_1 est infini, il existe ¢(n + 1) € N tel que

n+2

1
pn+1)> @) et d(x(p(nﬂ),x) <.

On vérifie ensuite aisément que (x,,,), converge vers x. n

Lemme 2.27. Soient (X,d) un espace métrique et A C X telle que toute suite d'éléments de A admet une
sous-suite convergeant dans A. Si (O;);e; est une famille d’ouverts de X telle que A C | J,c; O; alors

Ir>0,Vxe A, diel, B(x,r) CO,.



20 2.5. Complétude J.-B. Campesato

Démonstration. Soit (O;),c; est une famille d’ouverts de X telle que A c |
surde que Vr > 0, 3x € A, Vi € I, B(x,r)N O} # @.

Soit n € N, alors il existe x,, € A tel que pour touti € I, B (x,,, nl—1> N O; # @. Par hypothese, il existe

O,. Supposons par 1’ab-

iel

@ : N — N strictement croissante telle que (x,)),en cOnverge vers x € A. Il existe i € I et e > 0 tels

que B(x,¢) C O;.

Puisque (x ), converge vers x, il existe N; € N tel que pour toutn € N, sin > N alors d(x, X)) < %
. s a1 . . 1 £

Puisque R est archimédien, il existe N, € N tel que il <3

Posons N := max(N;, N,). Soit y € B (x(p(N), ﬁ) alors

£ 1 £ 1
d(x,y) < d(x, +d W<+ ———— <+ <
() < d(x, X)) + dlxgn) ) < 3 oM +1 -2 " Ny+1 °°
Ainsi B (x(p(N), —¢(1\;)+1 ) C B(x,¢€) € O,. D’'ou une contradiction. |

Démonstration du Théoréme 2.23.

Supposons que A soit un compact. Soit (x,,), une suite d’éléments de A.

Supposons par I'absurde que (x,), n"admette pas de sous-suite convergente dans A, alors, d’apres le
premier lemme, pour tout x € A, il existe e, > Otel que {n €N : x, € B(x,¢,)} est fini.

Puisque A C |J, 4 B(x.€,), il existe x|, ..., x, € A tels que A C |J;_; B(x;, &)

DoncN=J_{neN : x, € B(x,, £,,)}, d’ott une contradiction puisque I'ensemble de droite est fini.

Réciproquement, supposons que toute suite d’éléments de A admet une sous-suite convergeant dans
A. Puisque X est séparé, il suffit de montrer que A est quasi-compact.

Soit (0;),c; une famille d’ouverts telle que A C |J,.; O;. D’apreés le deuxiéme lemme, il existe Ir > 0
telqueVx € A, Ji € I, B(x,r) C O;.

Supposons par I’absurde que (O;);c; n"admette pas de sous-recouvrement fini. On peut donc construire
par récurrence une suite (x,),cy telle que

iel

n
VneN, x,.1 € AN | B(x.1).
i=0

Par hypothese, il existe ¢ : N — N une application strictement croissante telle que (x,,,)), converge
vers x € A. Ainsi il existe N € N tel que pour tout n € N, sin > N alors d(x, x,,,)) < % On a donc

d(X Ny Xp(N+1)) S d(Xgpnys X) +d(Xpn41), X) < %r < r.Sauf que d(x (), X (v +1y) > T par construction.

D’ot1 une contradiction. [ |

2.5 Complétude

2.5.1 Suites de Cauchy

Définition 2.28. Soit (X, d) un espace métrique. On dit quune suite (x,,),en € X est de Cauchy si
Ve>0,IN eN,Vp,geN,p>Netg> N = d(xp,xq)SS.

Proposition 2.29. Une suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (x,),cn une suite d'un espace métrique (X, d) convergeant vers £ € X. Soit € > 0.
Alors il existe N € N tel que pour tout n € N, sin > N alors d(x,¢) < %
Soient p, g € N tels que p,q > N alors d(x,,x,) < d(x,,x) +d(x,x,) < .
Donc (x,), est bien une suite de Cauchy. |

Proposition 2.30. Une suite de Cauchy est convergente si et seulement si elle admet une sous-suite convergente.

Dans ce cas, puisqu’un espace métrique est séparé, on déduit de la Proposition 1.55 que la suite et
la sous-suite ont méme limite.
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Démonstration. La premiére implication est claire, montrons la réciproque.
Soit (x,),en une suite de Cauchy d’un espace métrique (X, d). Supposons qu’il existe ¢ : N = N une
application strictement croissante telle que (x,,,), converge vers £ € X. Soit £ > 0.

Puisque (x,), est de Cauchy, il existe N; € N tel que pour tout p,q € N, si p,q > N, alors d (xpx,) <
Puisque (x ), converge vers 7, il existe N, € N tel que pour toutn € N, sin > N, alors d(x ), £) <
Posons N := max(Ny, N,). Soit n € Ntel que n > N, alors d(x,,?) < d(x,, X)) + d(xym) < €.
Donc (x,), converge vers Z.

IO ™

2.5.2 Espaces complets

Définition 2.31. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. On dit que A est un complet de X si toute
suite d’éléments de A converge dans A.
On dit que X est un espace complet si X est un complet de X.

Proposition 2.32. Un compact est un complet.

Démonstration. Une suite de Cauchy d’éléments d'un compact admet une sous-suite qui converge
dans le compact, donc elle converge dans le compact d’apres la Proposition 2.30. [

Proposition 2.33. Un complet est un fermé.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et A un complet. Soit (x,), est une suite d’éléments
de A qui converge vers £ € X. Ainsi (x,), est de Cauchy et converge donc dans A. Puisqu'un espace
métrique est séparé, on a forcément £ € A. Donc A est un fermé d’apres le Corollaire 2.16. n

Proposition 2.34. L'intersection d'un complet et d’un fermé est un complet.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique, A un complet et F un fermé. Soit (x,), une suite de
Cauchy d’éléments de A N F. Puisque A est complet, (x,,), converge vers ¢ € A. Puisque F est fermé,
on a forcément £ € F. Donc A N F est un complet. n

Corollaire 2.35. Soit (X, d) un espace métrique complet. Les fermés de X sont exactement les complets de X.

2.5.3 Le théoréme du point fixe de Banach-Picard

Théoréme 2.36. Soient (X, d) un espace métrique complet non vide et f : X — X une application contrac-
tante, i.e.
dk € [0, 1[, Vx,y € X, d(f(x), f(»)) < kd(x, y).

Alors f admet un unique point fixe, i.e. il existe un unique x € X tel que f(x) = x.

Démonstration. Soit x, € X et, pour n € N, x,,; = f(x,). On vérifie aisément par récurrence que
vheN, d(x,,,x,) < k"d(x, xy). Soient m,n € N tels que m < n alors

m n m

1 :k d(xpxo) <

1= kd(xl,xo) m 0.

n—1 n—1
- k
d(xn, xm) S 2 d(xi+1’ xi) = 2 kld(xl, Xo) =
i=m i=m
Ainsi (x,), est une suite de Cauchy et elle converge donc vers x € X. Soit n € N, alors

d(f(x),x) <d(f(x), f(x,) +d(f(xp), x,) +d(x,, x) < kd(x,x,) + k"d(x, %) + d(x,, x) otes 0.
Ainsi d(f(x),x) =0, i.e. f(x) = x.

Montrons 1'unicité. Supposons par1’absurde qu’il existe un autre y € X tel que y # xet f(») = f(x).
Alors d(x,y) = d(f(x), f(»)) < kd(x,y), d’ot k > 1. On obtient ainsi une contradiction. [ |

Remarque 2.37. Le résultat n’est plus vrai pour k = 1 comme on peut s’en convaincre en considérant

f [0, +00[— [0, 4+oo[ défini par f(x) = Vx? + 1.

Il est néanmoins vrai lorsque 'inégalité est stricte et que le domaine est compact, voir I'exercice 2.17.
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2.54 Lemme de Baire

Théoreme 2.38. Dans un espace métrique complet, une intersection dénombrable d'ouverts denses est dense.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique complet et (O,),cn une famille dénombrable d’ou-
verts telle que Vn € N, O, = X. On note S := )

wen Oy Soient x € X et V' un voisinage ouvert de x.

On va construire par récurrence une suite (x,,r,) € (X X [R{)N telle que

1
VneN,O<rn§2—n

VneN, Bs(x,,r,) CO,NV
Vn € N, Bf(xn+1,rn+1) C Bf(xn,rn)

Puisque x € X = O,, il existe x, € Oy N V. Puisque O, N V est un ouvert, il existe ¢ > 0 tel que

£

B(xy,€) C OgNV.En posant ry, = min( 1), ona By(xg,ry) C B(xp,e) COyNVetd<ry<l.

Es
Supposons x,, ..., x, déja construits. Puisque x, € X = O,,,, il existe x,,,; € B(x,,r,) N O, .
Puisque B(x,,r,) N O, est un ouvert, il existe € > 0 tel que B(x,,,€) C B(x,,r,) N O, .

1
° Bf(xn+1,rn+1) C B(x,,1,€) C B(x,,r,) C Bf(xn,rn);
® Bi(Xpp15rp41) C B(x,y1,€) C B(x,,r,) N O,y CBy(x,,r,)NO0,,; CVNO,,, et

1
< s

En posant r,,; == min >, ona

e O<rn+1

Soient m,n € N tels que m < n alors

n—1 n—1
d(x,, xy) < d(x; 1,x;) < l = p~m+l _g-ntl < o-m+l 0
n>=m i+1> i i —_
i=m i=m

m—+00

Donc (x,), est une suite de Cauchy, et converge donc vers £ € X.
Soit m € N. Puisque pour n > m, x, € B;(x,,r,,) fermé, on a que ¢ € B;(x,,r,) C O, N V. Donc
£ €SNV etainsi SNV # @. Donc x € S. On a bien montré que X = S. |

En passant au complémentaire, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.39. Si un espace métrique complet non vide est réunion d’une famille dénombrable de fermés,
alors au moins un de ces fermés est d’intérieur non vide.

2.6 Espaces métriques produits

Proposition 2.40. Soient (Xy,d;), ..., (X, d,) des espaces métriques. Soit N : R" — R une norme croissante
pour l'ordre produit®.

Alors d @ [T, X; x [Tie; X; = R défini par d ((xy,....%,), ..., ¥) = N(dy(xp, y1)s oo dy(x,,3,) est
une distance sur []'_, X; dont la topologie coincide avec la topologie produit.

Démonstration. Posons X := []'_; X;. Commengons par montrer que d : X X X — R est une distance.

e Soient x,y € X tels que d(x, y) = 0.
Alors N(d{(x1,y1),....d,(x,,¥,) = 0douVi = 1,...,n di(x;,y;) = 0ie. Vi = 1,...,n, x; = y;.
Donc x = y.

e Soit x € X alors d(x,x) = N(d;(x{,xy), ...,d,(x,,x,)) = N(@) =0.

e Soient x,y € X.
Alors d(x,y) = N(d(x1,y1), ..., d,(x,,¥,)) = N(d (1, x1), ..., d,(y,, X)) = d(p, x).

4Sivie {1,...,n}, x; < y, alors N(x) < N(»). Par exemple || - ||, pour p > 1 ou p = co.
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e Soient x,y,z € X. Alors

d(x,z) = N(d(xq,2;),...,d,(x,,2,))

S N(dl(x]’yl) + d](y]s Zl)a ’dn(xneyn) + dn(yna Zn))
par inégalité triangulaire des distances d; et croissance de N

S N(dl(-xl’yl)’ ’dn(-xn’ yn)) + N(dl(y]a Zl)’ ’dn(ynazn))
par inégalité triangulaire de N

=d(x,y)+d(y,z)
Donc d est une distance sur X.

Montrons qu'un ouvert de (X, d) est un ouvert pour la topologie produit. Soit O un ouvert de
(X, d). Soit x € O. Alors il existe € > 0 tel que B,(x,€) C O.

Posons 7 = m Soit y € []j-; Bqy (x;,n) alors

d(x’ ,V) = N(dl(xl’ yl)’ 7dn(xn’ yn))
< N(,...,n) par croissance de N
=nN(,...,1)

=Z<e
2

Donc x € H?:l B, (x;,1) C By(x,€) C O. Ainsi O est un ouvert pour la topologie produit.

Montrons qu'un ouvert de X pour la topologie produit est un ouvert pour d. Soit O un ouvert de
X pour la topologie produit. Soit x € O. Alors il existe des ouverts U; de X; tels que x € [[\_, U; C O.

Pouri=1,...,n, il existe ¢; > 0 tel que B, (x;, ¢;) C U;. Puisque R" est de dimension finie, les normes
N et ] - || sont équivalentes et il existe donc a > O tel que || - ||, < aN(:).
Soit # := w Soit y € B,(x,n) alors

di(-xia y;) < Il(d](xl’y])7 7dn(xn’ yn))”oo < aN(dl(xl’yl)7 7dn(xn7yn)) = ad(xey) <an < E;.
Donc x € By(x,y) C [i2; By, (x;-€) C []i=; U; € O. Donc O est un ouvert pour d. [ ]

Remarque 2.41. Nous verrons dans l'exercice 2.3 qu'un produit infini dénombrable d’espaces mé-
triques est métrisable (i.e. admet une distance donnant la topologie produit) mais que ce n’est jamais
le cas pour un produit infini non dénombrable d’espaces métriques contenant au moins deux élé-
ments.

Proposition 2.42. Un produit fini d’espaces complets est complet.
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Exercices

Exercice 2.1. On considére X :=]0,4+oo[. Et d : X X X — R défini par d(x, y) := |§ - ﬂ

(1) Montrer que d est une distance sur X.
(2) Déterminer B(1,1).
(3) La partie A =]0, 1] est-elle bornée ? est-elle fermée ?
(4) Soient a € X et r > 0. Déterminer B(a, r).
Indication : on pourra distinguer les cas r > % etr< é

Exercice 2.2 (Comparaison de distances).
On dit que deux distances d; : X X X — Retd, : X X X — R sont fortement équivalentes s’il existe
a,f > 0tels que Vx,y € X, ad;(x,y) < d,(x,y) < pd;(x, ).

(1) Montrer que l’équivalence forte est une relation d’équivalence.

(2) Montrer que deux distances fortement équivalentes définissent la méme topologie.

o 1% =il di(x, ) = X 1x; =yl et dy(x, y) == \V Yim1 (e = y)?
sont trois distances fortement équivalentes sur R".
(4) (a) Montrer quesid : X X X — R est une distance sur un ensemble X alors 6 : X x X — R
défini par 6(x, y) = min(d(x, y), 1) est une distance sur X.
(b) Montrer que d et 6 définissent la méme topologie.
(c) Deux distances définissant la méme topologie sont-elles nécessairement fortement équiva-
lentes?
(5) Méme question avec 6(x, y) :=

(3) Montrer que d(x, y) :== max,_;

.....

d(x.y)
1+d(x,y)"
Exercice 2.3 (Produit infini dénombrable d’espaces métriques).

(1) Soient ((X,,,d,)),cn une suite d’espaces métriques.
oo

1 d,(x,,y,)

——— est une
=201+ dy(xy 9,)

(a) Montrer qued : H X, X H X, — R défini par d((x,),, (¥,),) =
neN neN
distance.

Indication : on pourra utiliser I'exercice précédent.
(b) Montrer que d induit la topologie produit.
(c) Montrer que siles X, sont complets alors [],cy X, est complet.
(2) Soient ((X;,d;));c; une famille d’espaces métriques telle que Vi € I, #X; > 1 et I n’est pas dé-
nombrable. Montrer qu’il n’existe pas de distance sur [],c; X; induisant la topologie produit.
Indication : on pourra montrer que le produit n’admet pas de base dénombrable de voisinages.

Exercice 2.4. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que d : X X X — R est continue.

Exercice 2.5 (Espaces ultramétriques).
On considére (X, d) un espace ultramétrique, i.e. un ensemble X muni une applicationd : XXX - R
telle que
(i) Vx,ye X,d(x,y) =0 x=y;
(ii) Vx,y € X, d(x,y) =d(y,x);
(iii) Vx,y,z € X, d(x,z) < max(d(x,y),d(y, z)) (inégalité ultratriangulaire).
(1) Montrer que d est une distance.
(2) Soienta,a’ € X et0 < r <r'.Si B(a,r) N B(a',r") # @ alors B(a,r) C B(da',r").
(3) Montrer que tout point d'une boule ouverte en est un centre.
(4) Montrer que toute boule ouverte est un fermé.
(5) Montrer que toute boule fermée est un ouvert.
(6) Montrer qu'une suite (x,), € X" est de Cauchy si et seulement si lim,,_, .., d(x,, X,,;) = 0.
Continuons avec quelques exemples.
(7) Montrer que tout ensemble est un espace ultramétrique pour la distance discrete.
(8) Soit E un ensemble. Montrer que X := EN est un espace ultramétrique pourd : X X X - R
définie par d(x, y) := m
(9) Soit p un nombre premier. Montrer que Q est un espace ultramétrique pourd : Q X Q - R
définie par d(x, y) := p ),
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Exercice 2.6. Montrer que dans un espace métrique, tout fermé s’écrit comme intersection dénom-
brable d’ouverts.

Exercice 2.7. Montrer qu’'on ne peut pas munir un ensemble infini d’'une métrique induisant la topo-
logie cofinie.

Exercice 2.8. Soit (X,d) un espace métrique, Y un espace topologique séparé et f : X — Y une
application. Montrer que f est continue si et seulement si sa restriction a tout compact est continue.

Exercice 2.9. (1) Montrer que si un espace topologique est compact alors toute partie de cardinal
infini admet un point d’accumulation.
Indication : on pourra utiliser I'exercice 1.12.
(2) Montrer que la réciproque est fausse en général.
(3) Montrer que la réciproque est vrai dans un espace métrique.

Exercice 2.10 (Espaces précompacts). On dit qu'un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout
€ > 0, X admet un recouvrement par un nombre fini de boules ouvertes de rayon «.
(1) Montrer qu'un espace précompact est borné.
(2) (a) Montrer qu'un espace métrique précompact admet une base dénombrable.
(b) En déduire qu'un espace métrique précompact est séparable, i.e. admet une partie dénom-
brable dense.
(3) Montrer qu'un espace métrique est précompact si et seulement si toute suite admet une sous-
suite de Cauchy.
Indications : étant donnée une suite (x,), de X, on pourra construire une suite décroissante de parties
S, C X telle que pour tout k, S, est inclus dans une boule de diamétre 27 et (n € N : x, € S} } est
infini. Pour la réciproque, on pourra montrer sa contraposée.
(4) En déduire qu'un espace métrique est compact si et seulement s’il est précompact et complet.

Exercice 2.11 (Suites de Cauchy et continuité uniforme).
Soient (X, dy) et (Y, dy) deux espaces métriques. On dit qu'une application f : X — Y est uniformé-
ment continue si

Ve>0,3n>0,Vx,x, €X,dy(x,xy) <n = dy(f(x)), f(xy)) <e.

(1) Montrer qu'une application uniformément continue est continue.

(2) Montrer que la réciproque est généralement fausse.

(3) Montrer qu'une application continue sur un compact est uniformément continue (théoreme de
Heine).

(4) Montrer que si (x,), est une suite de Cauchy de X et que f : X — Y est uniformément continue
alors (f(x,)), est une suite de Cauchy de Y.

(5) Onsuppose que Y est complet. Soit A C X. Montrer que toute application uniformément conti-
nue A — Y se prolonge de facon unique en une application continue A-Y.

Exercice 2.12. Soient (X,dy) et (Y, dy) deux espaces métriques. Soient (x,,),cn €t (¥,),en deux suites
de X. On suppose que (x,), est une suite de Cauchy et que lirp d(x,,y,) =0.
n—+00

Montrer que (y,), est une suite de Cauchy.

Exercice 2.13 (Démonstration alternative de la caractérisation séquentielle de la compacité dans un
espace métrique). Soit (X, d) un espace métrique.
(1) Soit (x,), € XN. Montrer que ¢ est valeur d’adhérence’ de (x,), si et seulement si (x,), admet
une sous-suite convergeant vers 7.
(2) En déduire que toute suite a valeurs dans un compact K € X admet une sous-suite convergeant
dans K.
Indication : voir l'exercice 1.12.

5Voir l’exercice 1.11.
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Exercice 2.14 (Propriété des fermés emboités). Soit (X, d) un espace métrique.
Pour A C X, on note diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A} € [0,+0] le diameétre de A.
On dit que (X, d) vérifie la propriété des fermés emboités si pour toute suite décroissante de fermés
non vides (F,), dont le diamétre tend vers 0, I'intersection ),y F, est un singleton.
(1) Montrer qu'un espace métrique complet vérifie la propriété des fermés emboités.
(2) Réciproquement, montrer qu'un espace métrique vérifiant la propriété des fermés emboités est
complet.
Indication : on pourra utiliser les exercices 1.11 et 2.13.

Exercice 2.15 (Distance a une partie). Soit (X, d) un espace métrique.
On fixe A une partie non vide de X. Pour x € X, on note d(x, A) := inf . 4 d(x, a).
(1) Montrer que Vx € X, d(x,A) =0 & x € A.
(2) Montrer que d(-, A) : X — R est 1-lipschitzienne.
(3) En déduire que si A est fermé et que si B est un compact tel que AN B = @ alors il existe 6 > 0
tel que V(a,b) € AX b, d(a,b) > 6.
(4) Montrer le résultat de la question précédente n’est plus vrai si B est un fermé qui n’est pas
compact.

Exercice 2.16 (Distance de Hausdorff). Soit (X, d) un espace métrique non vide. Pour A, B C X deux
parties non vides et bornées, on définit la distance de Hausdorff entre A et B par

beB a€A

dg (A, B) := max {sup d(b, A),sup d(a, B)} .

(1) Montrer que pour A, B C X non vides et bornées, dj; (A, B) € R.
(2) Montrer que pour A, B C X non vides et bornées, d; (A, B) = sup, .y |d(x, A) — d(x, B)|.
(3) Pour A C X ete > 0, on définit 'épaississement de rayon r de A par A, := (J,c4 Bs(a, €).
Montrer que pour A, B C X non vides etbornées,onady (A, B) =inf{¢ >0 : ACB,, BC A,}.
(4) Soient A, B C X deux parties non vides et bornées.
On note € := dy (A, B). Montrer que A C B_E et BC A_‘E
(5) Soient A, B C X deux parties non vides et bornées telles que d (A, B) = 0. Montrer que A=B.
(6) Onnote B:={A € P(X) : A# @, Abornée et fermée}.
Montrer que dy : B X B = R est une distance.
(7) On suppose que (X, d) est complet. Lobjectif est de montrer que (13, dj;) I'est aussi.
Soit (A,,),, une suite de Cauchy de (B, dp).
Onnote £ := {x € X : ilexiste(x,), € XN telle queVneN, x, € A, et x =lim
semble des limites des suites (x,), € X" telles que Vn € N, x,, € A,.
(a) Montrer que L # @.
(b) Montrer que L est fermé.
Indication : on pourra considérer une suite de suites puis étudier la suite diagonale.
(c) Montrer que L est borné.
Indication : on pourra utiliser que (A,), est de Cauchy et que si dy (A, A,,) < € alors A, C (A,,),.
(d) Montrer que lim,_,, A, = L.
Indication : étant donné € > 0, on pourra montrer que A, C L, et L C (A,), pour n assez grand.
(e) Conclure.
(8) On suppose que (X, d) est compact. L'objectif est de montrer que (B, dy) 'est aussi.
(a) Montrer que (B, dy) est complet.
(b) On fixe € > 0.

i. Justifier qu'il existe x|, ..., x, € X telsque X c J;_, B (xk, %)

4
n—+00 xn} l'en-

Pour I c {1,...,n} telque I # @, onnote F; :=J,c; B <xi, %)
ii. Montrer que pour A € B,ilexiste I C {1,...,n} telque I # @ et A C F;.
iii. Montrer que dy (A, F) < €.

iv. En déduire que (B, dy) est précompact (voir I'exercice 2.10).

(c¢) Conclure. Indication : utiliser I’exercice 2.10.
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Exercice 2.17 (Un autre théoreme du point fixe).
(1) Soient K une partie compacte d'un espace métrique (X,d) et f : K — K une application conti-
nue vérifiant
Vx,y€ K, x#y = d(f(x), f(y) <d(x,). (H)

Montrer que f admet un unique point fixe.
Indication : on pourra considérer ¢ : K — R définie par ¢(x) = d(x, f(x)).
(2) Soit f : R > Rdéfinieparf(x)=x+lJ+xsix>Oetf(x)= 1six<0.
(a) Montrer que f est continue et vérifie (H) pour la valeur absolue.
(b) Montrer que f n"admet pas de point de fixe.
(¢) Y a-t-il une contradiction avec le résultat de la premiére question?

Exercice 2.18 (Complétion d'un espace métrique).
On appelle complété d’un espace métrique (X, d) un espace métrique complet (X, d) tel qu’il existe
11 X > X telle que Vx,y € X, d@(x), 1(y) = d(x, y) et 1(X) = X.

(1) Montrer qu’alors 1 est une injection continue.

(2) Montrer que si f : X — Y est une application uniformément continue o1 Y est un espace
métrique complet, alors il existe une application uniformément continue f : X — Y telle que
f=1e
Indication : on pourra utiliser l'exercice 2.11.

(3) En déduire que le complété d'un espace métrique, s’il existe, est unique a isométrie pres.

(4) Lobjectif de cette question est de montrer 1’existence du complété®. On note C I’ensemble des
suites de Cauchy de X.

(a) Montrer que 6 : C X C — R définie par 6((x,),. (y,),) = lim,_,  d(x,, y,) est bien définie.

(b) Montrer que § induit une distance d : X x X — Rsur X = C/~ oi1 (x,), ~ (W), &
(X ) =0

(c) Montrer que: : X — X qui a x associe la classe d’équivalence de la suite constante égale a
x est une isométrie.

(d) Montrer que «(X) = X.

(e) Montrer que X est complet.
Indication : pour (a,,), une suite de Cauchy de X, on peut associer une suite (x,,), de E vérifiant
VneN, ci(t(xn),an) < ﬁ

(f) Conclure.

®Une autre approche qui utilise que 1’espace vectoriel normé des fonctions bornées 3(X) est complet pour la norme || - ||,
consiste a considérer l'isométrie 1 : X — B(X) définie par 1(x) : y — d(x,y) — d(a, y) pour a € X fixé.
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3 Espaces vectoriels normés

Les espaces vectoriels considérés dans ce cours sont tous réels, i.e. le corps des scalaires est R.

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soit E un espace vectoriel.

On appelle norme sur E une fonction || - || : E — R vérifiant :
(i) VAeR,Vx € E, ||Ax|| = |Alllx]|
(ii) Vx € E, [lx]| =0 = x=0

(iil) Vx.y € E. Ilx + yll < lIx|| + Ilyll (inégalité triangulaire)

On appelle espace vectoriel normé un couple (E, || - ||) olt E est un espace vectoriel et || - || une norme sur
E.
Proposition 3.2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alors
(1) llojf =0,
(2) Vx € E, |Ix]| 2 0,
(3) Vx,ye E, [lIx| = lI¥lll < |Ix — y|l (inégalité triangulaire inversée).
Démonstration. (1) Pour éviter toute confusion, on note 0 € E et 0 € R. Alors ||0]] = ||0- 0] =
0|0 = 0.
(2) Soitx € E alors 0= ||0]| = [|x — x| < [Ix[l + || = x| = lIx|l + | = {[Ix]| = 2]|x]|, d’ou [|x]| > 0.

(3) Soient x,y € Ealors ||Ix|| = [lx — y + yll < llx = yll + [yl ot [Ix[| = Iyl < [lx = yll.
De méme, ona ||yl - [Ix|| < [ly = x|l = | = L|llx = yll = lIx = ylI.
Donc [[Ix]| = [[y[ll = max (llx[| = [[yIl, Iyl = lIx]D) < llx = ylI. u

Proposition 3.3. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F C E un sous-espace vectoriel. La restriction
de || - || a F est une norme sur F, appelée norme induite.

Exemples 3.4. Soit d € N~ {0}. Les fonctions suivantes sont des normes sur RY.
1/p

d
(1) II-1, : RY - R définie par [|(x;. ... x)ll, = | D x| otup>1,
k=1

2) Il lle : R? - R définie par [|(x1, ..., x|l = max (|x;], ..., |x4]).
On vérifie aisément que || - ||, et || - || sont des normes.
Concernant || - ||, lorsque p > 1, on pourra consulter I’exercice 3.6.
La norme || - ||, s’appelle norme euclidienne sur RY.

Exemple 3.5. Soit X un ensemble. On considére E 1'espace vectoriel des fonctions X — R bornées.
On définit || - ||, : £ = Rpar || f|lo :=sup{|f(x)| : x € X}.

Alors || - || est une norme sur E. Elle s’appelle norme de convergence uniforme puisque (f,,), tend uni-
formément vers f si et seulementsi || f, — f||, tend vers 0.

3.2 Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 3.6. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alorsd : E X E — E défini par d(x,y) := ||y — x||
est une distance sur E.

Remarque 3.7. Sauf mention explicite du contraire, la topologie considérée sur un espace vectoriel
normé sera toujours celle induite par la distance de I'énoncé précédent.

Proposition 3.8. Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E. Alors (F, ||-|||r)
est un sous-espace topologique de (E, || - ||).

Nous présentons ci-dessous quelques résultats propres aux topologies induites par une norme.
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Proposition 3.9. Soient (E,|| - ||) et A C E. Alors A est bornée’ si et seulement s'il existe C > 0 tel que
Vx € A, ||x|| £C.

Proposition 3.10. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, x € E et r > 0. Alors B(x,r) = B(x,r).

Démonstration. Puisque B(x,r) C B r(x,r) et que Bs(x,r) est un fermé, on a B(x,r) C B r(x,r).
- . — _ L -
Réciproquement, soit v € B;(x,r). Pour n € N, posons v, := x + (1 — ) (v —x) alors v, € B(x,r)

~ (11— Ny _ ol = -
pulsquellun—x||—<1 n+1>||u x||$<l n+1>r<r.Deplus||u 0]l = =5 llo = x| ——> 0. Donc

v € B(x,r). [ |

Proposition 3.11. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors toute suite de Cauchy (x,), € EN est bornée,
ie. il existe M < 0 tel queVn €N, ||x,|| < M.

Démonstration. Soit (x,), € EN une suite de Cauchy. Il existe N € N tel que pour tout p,q € N, si
p,q > N alors||x,—x,|| < 1.Soitn € Ntelquen > N alors |[x,,[[—||xx |l < |||x,,|| - ||xN||| <lx,—xnll <1
d'ott [|lx,|l < 1+ |Ixyll. Posons M := max{||xgll,..., [lxyll, 1+ [[xyll} > O0alorsVr €N, [|x,|| <M. R

Corollaire 3.12. Une suite de convergente d'un espace vectoriel normé est bornée.

Corollaire 3.13. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact non vide.
Alors min ||x|| et max ||x|| sont bien définis.
xeK xeK

Démonstration. Montrons que max ||x|| est bien défini, la démonstration est similaire pour le mini-
xXe

mum.

Puisque K est compacte et non vide, {||x|| : x € K} est une partie majorée et non vide de R.

Ainsi M := sup ||x|| est bien défini. Il reste a montrer que M est atteint.
xeK

Soit n € N, alors, par définition de la borne supérieure, il existe x, € K tel que M — % < |lx,|l £ M.
Puisque K est compacte, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (x(p(n))n converge vers
¢ € K. Puisque M — % <M - ﬁ < ||x,ll £ M, en passant a la limite il vient ||Z|| = M.

Il existe donc bien ¢ € K tel que ||| = sup ||x]|. [ |
xekK

3.3 Applications linéaires continues

Proposition 3.14. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || ) deux espaces vectoriels normés.
Soit f : E — F une application linéaire, alors les énoncés suivants sont équivalents :
(i) f est continue;
(ii) f est continueen 0;
(i) 3M 20, Vx € E, [If )l < MlIxll .

Démonstration.

e Limplication (i)= (ii) est vraie car une application continue est continue en chaque point de son
domaine par définition.

e Montrons que (ii)=> (iii).
Supposons que f soit continue en 0. Alors il existe # > 0 tel que

Vx€E, |xllg<n = II/®llp <1

Soit x € E {0} alors ||/ (2=x) | < 1doulf Gl < 2ixllp- B 17Ol = 0 < 2ol

IxIl £

1 .
Donc M := . convient.

"Pour la distance induite par la norme, voir Définition 2.19.
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e Montrons que (iii)=(i).
Supposons qu’il existe M > 0 tel que Vx € E, || f(x)||p < M||x]||g.

Soient x € E et € > 0. Posons 7 := MLH alors n > 0.
Soit y € E tel que ||x — y||g < n alors
M
NFC) =D =11/ =Wllp < Mllx=yllg S6M+1 <e.

On a bien montré que
Vx € E,Ve>0,In>0,Vy € E, |lx—yllp <n = /)= fOlF <6,
i.e. que f est continue. |

Corollaire 3.15. Soient (E, || - ||g) et (F,|| - || p) deux espaces vectoriels normés. On note L .(E, F) l'espace
vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
Pour L € L .(E, F), on pose ||L||| := sup |[L)||f.

llxll g<1
Alors
(1) VL € L(E, F), [IL|ll < oo,
L(x L(x
(2) Si E # {0} alors VL € L (E, F), ||L|| = sup NEGNr _ LGN _ sup ||LG)|p,
w0 Xl oquuiiper IXNE =t
(3) Il - Il est une norme sur L,(E, F), appelée norme d’opérateur ou norme subordonnée,

(4) VL € L(E,F),Vx € E, [|[L)|lp < ILINIx] £,
(5) Si(G,||-|lg) est un espace vectoriel normé, alorsVL € L (E, F), VK € L (F,G), IK-L||| < [IKIILII-

3.4 Comparaison de normes

Définition 3.16. Soit E un espace vectoriel. Soient N et N’ deux normes sur E.
On dit que N et N’ sont équivalentes si

Ja,p>0,Vx € E, aN(x) < N'(x) < BN (x).
Proposition 3.17. 1l s’agit d'une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes sur E.

Exemple 3.18.
(1) Vx € RY, |Ixlle < lIxll; < dllx]l-
(2) Vx € R, [Ixlloo < IIxlly < Vlxloo.
(3) En particulier, les normes || - ||, || - |l> et || - [l sont équivalentes sur RY.

Proposition 3.19. Soit E un espace vectoriel. Deux normes N et N' sur E sont équivalentes si et seulement
si elles définissent la méme topologie® sur E.

Démonstration.

e Supposons que N et N’ soient deux normes équivalentes sur E. Montrons qu'un ouvert pour
N' estun ouvert pour N (par symétrie, on a aussi qu'un ouvert pour N est un ouvert pour N').
Soit O un ouvert pour N'. Soit x € O. Alors il existe € > 0 tel que By (x,€) C O.

Il existe # > 0 tel que Vx € E, N'(x) < SN (x).

Soit y € By (x,%) alors N'(x — y) < fN(x — y) < €. Donc By (x,%) C By/(x,€) C O.

Ainsi O est un ouvert pour N.

e Supposons que N et N soient deux normes sur E définissant la méme topologie.
La boule unité By (0, 1) est un ouvert pour N et donc pour N'.
Ainsi, il existe € > 0 tel que By/(0,€) C By(0, 1).

Soit x € E~ {0}. Alors 3-£—x € By:(0,€) C By(0,1). Ainsi N (mx> <1ie EN@) < N'(x).

On a donc montré que Vx € E, %N (x) £ N'(x). L'autre inégalité s’obtient de facon similaire en
intervertissant N et N'.
Donc N et N’ sont équivalentes. |

8j.e. une partie est ouverte pour N si et seulement si elle est ouverte pour N'. On pourra comparer avec 1'exercice 2.2
pour le cas métrique.
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3.5 Cas dela dimension finie

Proposition 3.20. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, alors les énoncés suivants sont équivalents
(i) E est de dimension finie;
(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes;

(iii) Les compacts de E sont les parties fermées et bornées;

(iv) La boule unité férmée B (0, 1) est un compact.

Lemme 3.21. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B = (e, ..., e ) une base de E.
d
On définit || - || : E = R par Z Aell = max, |4;], alors
P - i=1,...,
(1) || - llo est une norme sur E,

(ii) Pour tout a > 0, B (0, a) est un compact de (E, || - ||),
(iii) Les compacts de (E, || - ||) sont les fermés bornés.

Démonstration. (i) C’est laissé en exercice.
(ii) Soita > 0. Soit (x,), une suite d’éléments de B,(0, a). On note x,, = 3, Ale;.
Alors |/1,1,| < |Ix,ll < a. Ainsi (/1,1,),, est une suite réelle bornée.
Donc il existe ¢; : N — N strictement croissante telle que (/l(lp l(n))” converge vers | € [—a, al.

De méme, il existe ¢, : N — N strictement croissante telle que (}”il(w(n)))” converge vers £, €
[—a, a]. Et ainsi de suite.
On pose @ := @ o @, o -+ o @,. Alors @ est strictement croissante et (ﬂ’(p(n))n converge vers 7.

On pose £ := (¢, ..., £4) alors £ € B(0,a) et | X — Cllee < Xy 14 = £;] —— 0.

@(n) n—+oo
Donc B(0, a) est un compact de (E, | - |l)-
(iii) On sait déja qu'un compact est fermé et borné (voir Proposition 2.21). Il reste a vérifier qu'un
fermé et borné est compact.
Soit K une partie fermée et bornée. Puisque K est bornée, il existe a > 0 tel que K C B(0, a).
Donc K est un fermé inclus dans un compact et est donc compact. [

Lemme 3.22 (Lemme de Riesz). Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, F C E un sous-espace vectoriel
fermé tel que F # E et a €0, 1[. Alors il existeu € E tel que ||u]| = 1 et Vx € F, ||x —u|| > a.

Démonstration. Soit v € E~ F.Notons 6 := inf{|lv—x|| : x € F}|.Onaé > 0 puisque F est un fermé’.

Puisque % > 6, il existe xy € F tel que 6 < [|[v — xg| < %. Posons u := ﬁ alors |Ju| = 1.
—*0
Soit x € F alors

1 0
Ix —ul| = — |[llv = xpllx + x¢ — V|| > ———— > «.
llo = xoll ” “ llo = xoll
Donc u convient. [}
Démonstration de la Proposition 3.20.
Montrons (i) = (ii). On fixe B = (e, ..., e;) une base de E.
Montrons d’abord queid : (E, || - ||) = (E, || - ||) est continue.
Soit x € E. Notons x = )’ 4,e; alors
d d
Ixll = || dey| < D 1 llel
i=1 i=1
d
<max(lle; ... llegl) Y 14l
i=1
<dmax(lfe|l, ..., llegIDllxll

Soient (X, d) un espace métrique, F C X un fermé et a € X tels que inf{d(x,a) : x € F} = 0. Alors, pour toutn € N, il
existe x, € F tel que d(x,x,) < ﬁ Ainsi (x,), est une suite d’éléments de F fermé qui converge vers x, donc x € F.
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On a donc montré qu’il existe M := d max(|le;||, ..., lley|]) > 0 tel que Vx € E, ||id(x)|| < M ||x| -
Puisque id : E — E est linéaire, on déduit de la Proposition 3.14 que id : (E, || - ||) = (E. || - ||) est
continue.

Montrons ensuite que S == {x € E : ||x||, = 1} est un compact de (E, || - ||).
Tout d’abord S est un fermé de (E, || - || ) comme image réciproque d'un fermé par une fonction conti-
nue: S = (| - [l) 7" ({1}).
De plus S est inclus dans B . (0,1) qui est un compact de (E, || - [|)-
Donc S est un compact de (E, || - ||,) comme fermé inclus dans un compact.
Enfin, S est un compactde (E, ||-||) comme image d"un compact parid : (E, ||||,) = (E, ||-]|) continue.

Donc « := min g || x|| et f := max,cg || x|| existent. De plus, a, f > 0 puisque 0 & S.

Soit x € E~ {0} alors X € 5 donc a < Hﬁ” < petainsi allx|ly < 1]l < Allxllw-
On a bien montré qu’il existe a, f > 0 tels que Vx € E, a||x|l, < [Ix|| < BlIx]ls, i-e. que || - |l et - |le
sont équivalentes. Donc toutes les normes de E sont équivalentes a || - || .

Montrons (ii) = (iii). Supposons que toutes les normes sur E sont équivalentes.

Soit K une partie fermée et bornée de (E, || - ||). Alors, puisque les normes sont équivalentes, on vérifie
que K est un fermé borné de (E, || - ||,)- Ainsi K est un compact de (E, || - ||,) et donc de (E, || - ||
puisque les normes définissent la méme topologie.

Réciproquement, les parties compactes sont fermées et bornées d’apres la Proposition 2.21.

Montrons (iii) = (iv). C’est clair puisque la boule unité fermée est fermée et bornée

Montrons (iv) = (i). Supposons que B/(0, 1) soit compact. Supposons par l'absurde que E soit de

dimension infinie. Par compacité, il existe x1, ..., x, € B;(0,1) tels que B;(0,1) c J_, B (xi, i) Po-

sons F := Vect(x, ..., x,). Alors F est un fermé'’. Comme E est de dimension infini, on a de plus que

F ¢ E. On déduit donc du lemme de Riesz qu’il existe u € E tel que |lul]| = 1 etVx € F, ||[x —u|| > %

4 2 4
contradiction. Ainsi E est de dimension finie. [ |

Puisque u € B;(0,1), il existe i = 1,...,ntel que u € B <xi, l) et ainsi + < llu — x;|| < 1 Dot une

Corollaire 3.23. Soient (E, || - ||g) et (F,|| - || ) deux espaces vectoriels normés avec E de dimension finie.
Alors toute application linéaire E — F est continue, i.e. L.(E, F) = L(E, F).

Démonstration. On fixe B = (ey, ..., e,;) une base de E.

Puisque E est de dimension finie, || - || et || - ||, sont équivalentes et il existe donc g > 0 tel que
Vx € E. ||xll < Allxl -

Soit f : E — F une application linéaire. Soit x € E.

Posons M := max(|| f (el g, ---» | f(ey)ll p) et notons x = Y’ A,e; alors

1role = |7 (X 4e)|, = HZ Auf(e)

Donc f est continue d’apres la Proposition 3.14. [

< YA Fe|lp < M Y141 < Mlixllo < MBIl .
F

Proposition 3.24. Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie et (x,), € E N une suite de
Cauchy. D'apres la proposition 3.11, il existe M > 0 tel que Vn € N, x,, € B/(0, M). Puisque B,(0, M)
est fermé et borné, c’est un compact. Donc (x,),, admet une sous-suite convergeant dans B (0, M). On
déduit de la proposition 2.30 que (x,), converge. [ |

n)n

190n utilise aussi qu'un sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé, voir le corollaire 3.25. La démonstration du
corollaire repose sur le fait que les fermés bornés d'un espace vectoriel normé de dimension finie sont compacts, ce que I'on
a démontré puisque (i) = (iii).
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Corollaire 3.25. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Si F C E est un sous-espace vectoriel de dimension
finie alors F est un fermé de E.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit (x,),cn une suite d’élé-
ments de F qui converge vers £ € E. Alors (x,), est une suite de Cauchy et, puisque F est complet,
converge dans F. Puisqu’un espace vectoriel normé est séparé, on a bien £ € F. Ainsi F est un fermé
de E. [

Remarque 3.26. TODO En utilisant que tout espace vectoriel admet une base (et donc 1’axiome du
choix), on peut montrer que les réciproques des deux corollaires précédents sont vraies : un espace
vectoriel normé (E, || - ||) est de dimension finie si et seulement si toute application linéaire (E, || - ||) —
(F, |l - ll p) est continue si et seulement si tout sous-espace vectoriel est fermé.

Une conséquence du lemme de Baire et du corollaire précédent est qu'aucun espace vectoriel nor-
mé de dimension infinie dénombrable n’est complet.

Proposition 3.27. Un espace vectoriel normé de dimension infinie dénombrable n’est pas complet.

Démonstration. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et B = (e,),cy une base de E. Supposons
par I’absurde que E soit complet.
Puisque pour toutn € N, F, := Vect(ey, ..., ¢,) est fermé (car sous-espace vectoriel de dimension finie)

et que E = o F,, on déduit du corollaire 2.39 qu'il existe n € N tel que F, soit d'intérieur vide.

Il existe donc x € F, et r > O tels que B(x,r) C F,.Soit y € E ~ {x}. Posons z := x + - =2 alors

2 flx=yll

z € B(x,r). Donc y = %Hx —yllx - %llx —y|lz + x € Vect(B(x,r)) C F,.
Ainsi F, = E, d’ot1 une contradiction. [
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Exercices

Exercice 3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels.

Soient || - || r une norme sur F et f € L(E, F) une application linéaire de E dans F.
On définit N : E - R par N(x) := || f(x)| g-

Montrer que N est une norme sur E si et seulement si f est injective.

Exercice 3.2. Soient E un espace vectoriel et N : E — R vérifiant
(i) Vx e E~{0}, N(x) >0
(i) N(@)=0

(iii) VAe R, Vx,y € E, N(x+ Ay) < N(x) + [A|N ()

Montrer que N est une norme sur E.

Exercice 3.3. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
(1) Montrer que Vx,y € E, ||Ix|| + [yl < llx+ yll + llx — ylI.
(2) Endéduire que Vx,y € E, ||x|| + Iyl <2max([|x + yll, llx — ).
(3) La constante 2 peut-elle étre améliorée ?

Exercice 3.4. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On fixe a,b € E etr,s > 0.
(1) Montrer que si By(a,r) C B(b,s) alors [la=b|| < s —r.
(2) Montrer que si By(a,r) N By(b,s) = @ alors [la —b|| > r +s.

Exercice 3.5. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et V' un sous-espace vectoriel de E.
(1) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de E.
(2) On suppose maintenant que V # @.
(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel que B(0,¢) C V.
(b) Endéduire que V = E.

Exercice 3.6. Soient d € N\ {0} et p > 1. On définit || - ||, : RY > R par

1/p

i
M=
=
—

IGeps e x I, =

(1) Onpose g := ﬁ de sorte que g > 1 et%+é = 1.
Montrer que Va, b > 0, ab < % +2
(2) Montrer I'inégalité de Holder :

d d 1/p d 1/q
d p q
Vx.y €R ,2|xk)’k|$ Z|xk| Z|Yk|
k=1 k=1 k=1
On pourra commencer par appliquer la question précédente d a := Ill);lfll = I:i_fll
p q

Le cas p = q = 2 est appelé inégalité de Cauchy-Schwarz.
(3) Endéduire que || - ||, est une norme sur RY.
(4) Montrer que lim |[|x], = [|x]l -
p—+oo

Exercice 3.7. Soient p € N\ {0} et a, b € R vérifiant a < b.

b
On définit || - ||, : C%(a, b],R) > R par || f]l, := </ |f(x)|”dx>

(1) Montrer que || - ||, est une norme sur C%(a, b], R).
On pourra adapter les solutions de I'Exercice 3.6 en remplagant Y, par [.
(2) Montrer que lim [1/1l, = 1|/ llw-

1/p

Exercice 3.8. Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour R4 -l D (R%,]] - ll2)
et R, [ - Ilo)-
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Exercice 3.9. Montrer que les couples (E, || - ||) suivants sont des espaces vectoriels normés :
(1) E=R[X]et] |, : XaX Y l|a|m oimeR,,.
(2) E =R{x},'espace vectoriel des séries entieres réelles de rayon de convergence > p et

-l Y ax = Y laglm

i>0 i>0

oum,p e R, yetm<p.
(3) E = Lip([a, b]) 'espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur [a, b], ott a < b, et

1l = 1l + sup LSO
x,y€la,b] IX - yl
x#y

00 00 l/p
(4) E=¢P = {(xn)neN eRN 1 Y x,IP < oo} et [[(x,)ll, = (Z |xn|”> ol p € [1, ool.
n=0 n=0

(5) E=¢%:={(x,)hen € RN bornée} et [|(x,),ll o = Sup,p 1x,-

(6) E = B(X, F) I'espace vectoriel des applications X — F bornées et || f|| := sup || f(x)||r olt X est
xeXx
un ensemble non vide et (F, || - || ) est un espace vectoriel normé.

Exercice 3.10. TODO : Parler d’espace topologique quotient avant Soient (E, || - ||) un espace vectoriel
normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que 1'espace vectoriel E/F muni de I'appli-
cation

E/F - R
I-lers x  — infllul
uex
est un espace vectoriel normé.
Exercice 3.11. Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé.
Montrer que l'application || - || : (E, || - llg) = (R,] - |) est une application continue.

Exercice 3.12. On considére E := > 1'espace vectoriel des suites réelles (x,),cn bornées muni de la

norme [|(x,),en|l = sup |x,].
neN

On définit l'opérateur de Cesaro T : E — E par T((x,),en) = V)peny OU Y, = ﬁ X
(1) Montrer que T est bien défini.
(2) Montrer que T est une application linéaire continue et déterminer sa norme d’opérateur.

Exercice 3.13. Les questions suivantes sont indépendantes.
(1) On définit || - [|o, : M,(R) = R par [|(a;)ll = max(|a;;|).
(a) Vérifier rapidement que || - ||, est une norme sur M, (R).
(b) Montrer que VM, N € M,(R), [MN]||o, <n|[M||,IN|ls-
(c) En déduire quesi || - || : M,(R) - R est une norme sur M,(R) alors il existe C > 0 tel que
VM,N € M,(R) [MN]| < C|IM||[|N]|.
(2) Montrer que 'ensemble des matrices symétriques M ,(R) est un fermé.
(3) Montrer que GL,(R) est un ouvert dense de M,(R).
(4) Soit A € M,(R) tel que (A¥),cy converge vers B. Montrer que B est diagonalisable.

Exercice 3.14. Soient a, b € R vérifiant a < b.
(1) Montrer que Vf € C%(a,b],R), | f1l; < Vb —allf],.
(2) Montrer que Vf € C([a, b],R), || f1l, < Vb —allf |-

(3) Montrer que lesnormes || - ||y, || - [|, et || - || sont deux a deux non équivalentes sur C%(a, b], R).
Indice : pour n € N, on pourra considérer f, : [a, b] — R définie par f,(x) = (x — a)".
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Exercice 3.15. Soit FE := R[X].

n n
e . k |ak|
(1) On définit N; : E —» R par N, <I;)ak)( > = ,;)2_"
Montrer que N; est une norme sur E.

(2) Montrer que X" —— 0 pour la norme N;.

n—+oo
n n n |a |
g . k
(3) On définit N, : E —» R par N, <k20aka> = kzoak + Z ETa
Montrer que N, est une norme sur E.
(4) Montrer que X" — 1 pour la norme N,.
n—+00
(5) Les normes N, et N, sont-elles équivalentes?
Exercice 3.16. On considere A = {f € € ([0, 1],R) : f(1) > 0}.
(1) Montrer que A est un ouvert de ¢’ ([0,1], R) pour la norme || - || -
Indication : pour f € A, on pourra considérer B(f, f(1)).
(2) Montrer que A n’est pas un ouvert de ¢’ ([0,1],R) pour la norme || - ||;.

Indication : pour f € A, on pourra considérer g € ¢ ([0, 11, R) définie par g(x) = f(x) — f(1)x" pour
n € N bien choisi.
(3) Lesnormes | - ||, et || - ||; de C° ([0, 1], R) sont-elles équivalentes?

Exercice 3.17. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et K C E un compact.
Montrer qu’il existe un ouvert U tel que K C U et U est un compact.

Exercice 3.18. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et V' un sous-espace vectoriel de E.
(1) Montrer que V estun sous-espace vectoriel de E.
(2) On suppose maintenant que V # @.
(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel que B(0,¢) C V.
(b) En déduire que V = E.

Exercice 3.19. Soient E et F deux espaces vectoriels.

Soient || - || r une norme sur F et f € L(E, F) une application linéaire de E dans F.
On définit N : E — R par N(x) := || f(x)|| p-

Montrer que N est une norme sur E si et seulement si f est injective.
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Exercice 3.20. On rappelle qu'une partie A d'un espace vectoriel E est convexe si tout segment joignant
deux éléments de A est entiérement inclus dans A, autrement dit si

(1)
(2)

(3)

(4)

Vx,ye A, VA€ [0,1], (1 — Dx+ Ay € A.

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
Montrer que la boule unité fermée B;(0,1) := {x € E : ||x|| < 1} est une partie convexe de E.
L'objectif de cette question est de montrer que, dans la définition d"une norme, on peut remplacer l'inégualité
triangulaire par la propriété que la boule unité fermée est convexe.
Soient E un espace vectoriel et || - || : E = R, une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
o VAER,Vx € E, |lAx]| = |Alllx]l;
e VxeE, |x||=0 = x=0;
e B;(0,1):={x€E : [x|]| <1} est une partie convexe de E.

(a) Soient x,y € E~ {0}. Montrer que v := W}r”y”(x + ) € B0, 1).

(b) En déduire que || - || est une norme sur E.
L'objectif de cette question est de montrer que toute partie convexe, bornée, d'intérieur non vide dont
Uintérieur contient O est la boule unité d" une norme.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E une partie convexe, bornée et d’intérieur
non vide telle que 0 € K.
On définit p : E — R par p(x) :=inf{t > 0 : tx € K} (p s’appelle la jauge de K).

(a) Montrer que p est bien définie.

Indice : on pourra utiliser que K # @.

(b) Etant donné x € E, donner une interprétation géométrique du nombre p(x).

(c) Montrer que K = {x € E : p(x) <1}.

(d) i. Montrer que p~'(0) = ﬂ tK.

>0
ii. En déduirequeVx € E, p(x) =0 = x =0.
Indice : on pourra utiliser que K est bornée.

(e) Montrer que VA € R, Vx € E, p(Ax) = | A|p(x).

(f) En déduire que p est une norme sur E.
L'objectif de cette question est de montrer que toute partie convexe, bornée, d'intérieur non vide est ho-
méomorphe a la boule unité fermée.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E une partie convexe, bornée et d’intérieur
non vide telle que 0 € K.
On définit f : K — B;(0,1) par f(x) = p(x)ﬁ six#0et f(0)=0.

(a) Montrer que f est bien définie.

(b) Montrer que f est un homéomorphisme.

Indice : on pourra commencer par déterminer la réciproque de f .
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4 Espaces de Banach

4.1 Définition et une caractérisation via les séries absolument convergentes

Définition 4.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Nous avons déja vu qu'un espace vectoriel normé de dimension finie était un espace de Banach et
qu’il n’existe aucun espace vectoriel normé de dimension infinie dénombrable.

Proposition 4.2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors E est un espace de Banach si et seulement si
toute série absolument convergente est convergente.
De plus, si Yo est absolument convergente alors || Y52 x,|| < Yoo 1%,I-

Démonstration. Supposons que E soit complet. Soit Y2, x,, une série absolument convergente de E.
Pour p € N,onnote S, :== Y"_, x, la p-eme somme partielle.

Soit € > 0. Puisque la série est absolument convergente, il existe N € N tel que pour tout p € N si
p2Nalors 32 llx,|l <e.

Soient p,q > N avec g > p > N alors ||S, — S, < ZZ

dans E complet et la série converge.

_p1 IIxIl < €. Donc (S,), est une suite de Cauchy

Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente est convergente.
Soit (x,),eny € EN une suite de Cauchy. Soit k € N alors il existe N, € N tel que pour tout p,q € N
sip,q > Ny alors ||x, — x || < 27k Définissons ¢ : N - N par @(0) := Nyet,pourk €N, p(k + 1) :=
max(@(k) + 1, Ny ), alors @ est strictement croissante.

o) . . o
Posons y, = X, et, pour k € N, yii1 = X041y = Xy Alors 2070 1yell < x40l + 1 et ainsi la série
> heo Vi est absolument convergente et donc convergente.
Puisque pour tout n € N, x,,,y = Y ko Yk, on en déduit que (X p(n))n st convergente. Ainsi (x,), est
convergente puisqu’il s’agit d"une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente. [

4.2 Les théoreme de Banach-Schauder et quelques conséquences

Théoreme 4.3 (Théoréme de Banach-Schauder). Soit f : (E, ||-||g) = (F, |- || p) une application linéaire,
continue et surjective entre deux espaces de Banach. Alors il existe r > 0 tel que B(0,r) C f (B(0,1)).

Démonstration.

Lemme. 1l existe r > 0 tel que Vn € N, B(O 4 ) Cf(B <O ! ))

o » o+l

Pour n € N, notons F, := f(B(0,n + 1)). Comme f est surjective,ona F = UneN F,. Puisque F est
complet, on déduit du corollaire 2.39 qu’il existe N € N tel que Fy soit d’intérieur non vide. Alors il
existe v € Fy et e > 0 tels que B(v,€) C Fy.
Remaquuons11 que —v € Fy de sorte que B(0,¢) = B(v,e) —v C Fy + Fy = Fop.

. . — I3 .

Ainsi, r := N convient. U

Soit y € B(0, r). On va construire par récurrence une suite (x,), € E N telle que

r
on+2’

1
V€N, llx,ll < S etlly = fxo + -+ x)l <

Puisque y € B(0,r) C f <B (0, %)), il existe x, € B (O, %) tel que ||y — f(xg)ll < i.

Supposons xg, ..., x,, déja construits. Puisque y — f(xy + ==+ + x,) € B <O L) cf <B (0 : )) il

> on+l > on+2

. 1
existe x,,; € B <0, W) tel que ||y — f(xg + -+ x,) = f(x, DIl < 2}%

NUtiliser que I'image est un sous-espace vectoriel et que tout point adhérent d’une partie est limite d’éléments de cette
partie.
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La série )7, x, est absolument convergente dans E complet, donc elle est convergente et de plus
1 .
||ZZ°=O xn” < Yoo llxll < Xosy a1 = L. Puisque Vn € N, ||y — f(xg + - + x,)|| < # i 0 et que

f est continue, on a f (Z;":O xn) =y.Donc y € f(B(0,1)) et B(0,r) C f(B(0,1)). [ |

Théoréme 4.4 (Théoreme de l'application ouverte). Une application linéaire, continue et surjective entre
deux espaces de Banach est ouverte, i.e. I'image d'un ouvert est un ouvert.

Théoreme 4.5 (Théoreme d’isomorphisme de Banach). Une application linéaire, continue et bijective
entre deux espaces de Banach est un isomorphisme bicontinu, i.e. c’est un isomorphisme linéaire et un homéo-
morphisme.

Théoréme 4.6 (Théoréme du graphe fermé). Soit f : (E, || - ||g) = (F, || - || p) une application linéaire
entre deux espaces de Banach. Alors f est continue si et seulement si son graphe est un fermé de E X F.

Remarque 4.7. Tous les énoncés ci-dessus sont équivalents : on a Banach-Schauder = application
ouverte = isomorphisme de Banach < graphe fermé et isomorphisme de Banach = Banach-
Schauder.
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Exercices

TODO : Ajouter des exercices sur Banach—Schauder+ouverte+graphe fermé+iso

Exercice 4.1. TODO : revoir cet exo Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes
Il -1l et]l -] Soit (x,),ey une suite d’éléments de E. Montrer que (x,,), est de Cauchy pour || - || si et
seulement si c’est une suite de Cauchy pour || - ||".

Exercice 4.2. Montrer que les couples (E, || - ||) suivants sont des espaces de Banach :
(1) E =R{x}, I'espace vectoriel des séries entiéres réelles de rayon de convergence > p et

el Y apx = Y laglm

i>0 i>0

oum,p€eR getm<p.
(2) E = Lip([a, b]) 'espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur [a, b], oli a < b, et

/) = I

xyefap) X =V
XFy

© © 1/p
@)E:ﬂ:{ummeRN:Zum<m}amamb=<2um> ot p € [1, ool.
n=0 n=0

(4) E=¢%:={(x)hen € RN bornée} et [|(x,),lle0 = SUP,cy |%,l-

(5) E = B(X, F) l'espace vectoriel des applications X — F bornées et || f|| := sup || f(x)|| r ol1 X est
xeX

A= 1S Nl +

un ensemble non vide et (F, || - || ) est un espace de Banach.

Exercice 4.3. (1) Soient (E, || ||g) et (F,||-||r) des espaces vectoriels normés. On suppose que (F, || -
| 7) est un espace de Banach. Montrer que L .(E, F), équipé de la norme d’opérateur, est un
espace de Banach.

(2) Soit (E, || - |I) un espace de Banach. On munit £.(E) de sa norme d’opérateur. Soit u € L,(F) tel
que [llull < 1.
(a) Montrer que ZneN u" est une série convergente dans E.
(b) En déduire que id —u est inversible.

n
Exercice 4.4. (1) Enconsidérantla famille de polynomes <P” = 2
k=0 P
que l'espace vectoriel normé (R[X], ]| - ||,,,) (c.f. 3.9.(1)) n’est pas complet pour m < p.
On pourra commencer par montrer que si une suite de polynomes converge vers un polynome alors les
suites de coefficients convergent.
(2) Donner une autre démonstration qui tient en trois mots.

Xk

p ) avec p > 0 fixé, montrer
neN

Exercice 4.5. Considérons l'espace vectoriel normé (CO([—l, 11, R), || - lI)- Soit (f,,),>1 la suite de fonc-
tions [-1, 1] — R définies par

—1 si-l<x<-—
Vx€[-11], /() =4nx si-l<x<!
1 sit<x<l
n
(1) Montrer que (f,),>; est une suite de Cauchy.

2) Supposons que cette suite converge vers une fonction f € CO([—I, 1], R).
pp q g
a) Montrer que, pour tout a €]0,1[,on a:
que, p

—a 1
lim/ | f,(H) — f(®)|dt =0et lim/ |f,(t)— f(®|dt=0.
n—oo [ 4 n—oo [
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(b) Montrer que, pour tout a €]0, 1[,
—-a 1
lim 1£,() + 1]dt = 0 et lim/ | £, — 1]dt =
n—-oo a

n—oo [_4

(c) En déduire que, pour tout 7 €]0, 1], f(t) = 1 et pour t € [-1,0[, f() = —1.
(3) Conclure.

Exercice 4.6. Soit (f,),en la suite de ([0, 1], R) définie, pour tout n € N, par :
(i) f,(x)=0pourx € [0, 1] [ 2 21]

(ii) f, est affine par morceaux sur les intervalles [2,%, 231] et [231, 2%,]
ces 3
(it)) 1, (5%=)=n
+00
(1) Montrer que 2 [, est absolument convergente et divergente pour la norme || - ||;.
n=0

(2) Que peut-on en déduire sur (€10, 11, R), || - | D?

Exercice 4.7. L'objectif de cet exercice est de donner une nouvelle démonstration du fait qu'un espace
vectoriel normé de dimension infinie dénombrable n’est jamais complet.

Soit (E, || - |) un espace vectoriel normé de dimension infinie dénombrable. On fixe B = (e,,)en (0
une base de E. On note F, = {0} et, pour n € N~ {0}, F, := Vect(ey, ..., e,).

On considere la suite (4,,),en. (o) définie par 4; = % et, pour n € N~ {0}, 4, =

1 An

- r— — X||.
3x GFn el

(1) Justifier que (4,),>; est bien définie.

(2) Montrer que Vn € N~ {0}, 4, > 0.

(3) Montrer que Vn € N~ {0}, 4,1 < ’13—"

(4) En déduire que Vn € N~ {0}, 4, <37".

(5) On suppose par 'absurde que (E, || - ||) est complet.

An
(a) Montrer qu'il existe # € E tel que Z e ”

+00
A
(b) Montrer qu’il existe N € N~ {0} tel que Z ”—"”en € Fy.
e
n=N+1 n

(c) Montrer que 34y, < %ANH.
(6) Conclure.

Exercice 4.8. On considére (%0([0, ILR) |- ll) et @ € %0([0, 1], R). Montrer qu’il existe une unique
fonction u € €°([0, 1], R) vérifiant, pour tout x € [0, 1],

1
u(x) - % /0 sin(x — Yu()dy = (x).

Exercice 4.9. TODO : Ajouter question avec démonstration utilisant séries géométriques On considere (E, ||-
| g) un espace de Banach et T € Z,(E) tel que ||T|| < 1. On souhaite montrer que Id — T est bijective
d’inverse continue a I'aide du théoreme du point fixe.
(1) Soit y € E. Montrer qu’il existe un unique x € E tel que x — T(x) = y. On notera x(y) € E cet
unique élément.
Indice : Considérer I'application donnée par f () =T(x) + .
(2) Montrer que E 3 y = x(») € E est linéaire continue.
Indice : Pour la continuité, on pourra considérer 'application F : Z,.(E) - Z.(E) donnée par
Fw)=Idg+Tou.

Exercice 4.10. Montrer qu’il existe une unique solution au systéme suivant :

{xl =1 (2 sin(x;) + cos(x,))

X, = % (cos(x;) + 3 sin(x,))



42 Exercices de §4 J.-B. Campesato

avec (xq,x,) € R?

Exercice 4.11. (1) Montrer que, pour tout ¢ € R, le systéme suivant d'inconnue (x, x,) € R?,
1 . 1
x1=§sm(x1+x2)+t, x2=§cos(x1—x2)—t+1

possede une unique solution. On la note (x; (1), x,(1)).
(2) Montrer que t — x,(t) et t = x,(¢) sont continues.

Exercice 4.12. TODO : revoir cet exercice On considére un espace de Banach (E, || - ||). On fixe un ouvert
non vide U et x, € U. On suppose que r > 0 est tel que B;(x(,r) C U. On se donne ;,k > 0 et une
application continue f : (=#,,7;) X U — E telle que, pour tout 7 € (—1;,1,) et tout x, X € B/(x, ),

1t %) = %) < kllx - %]
On fixe 0 < T <t < t; et on pose
X =B%-T.T), B;(x).r) C €([-T,T), E)

qu’on munit de la distance uniforme.
On définit, pour tout x € X et pour toutr € [-T,T1,

t
A(x)(t) = xo + / S (s, x(s))ds .
0

(1) Montrer que X est une partie fermée de %bo ([-T,T1, E).
(2) Justifier que, pour tout x € X, A(x) est une fonction continue sur [-7,T].

(3) Etablir qu'il existe M > 0 tel que, pour tout x € X et tout s € [, 1],
ILf (s, x(s)I < M .

(4) Montrer qu’il existe T > 0 tel que A : X — X et tel que A est contractante.
(5) Conclure.
(6) Interpréter le résultat obtenu.

Exercice 4.13. Soit E 'espace vectoriel C 1[0, 1], R) des fonctions [0,1] — R de classe C' muni de la
norme || - || définie par
IAE= 1 lleo + 1 oo
X
(1) Soit (f,),en une suite d’éléments de E. Pour n € N, on définit F, € E par F,(x) = / f,@®dz.
0
On suppose que (f,,),en converge vers f € E pour lanorme || - || .
X
Montrer que (F,),cn converge vers F € E définie par F(x) = / f(dt pour la norme || - || -
0

(2) Montrer que E est complet.
(3) On considere 'application T': E — E définie par

Vf EE, T(f):x€[0,1]|—>1+/ f(t—1) dteR
0

(a) Montrer que T? est une contraction.
Indice : on pourra commencer par montrer que Vt € [0, 1],¢ — P < 41—1.
(b) En déduire que T a un unique point fixe puis qu’il existe une unique solution a I’équation
différentielle suivante
{y’(z) =y(t-7)

y0)=1
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Exercice 4.14. On considere 1'espace vectoriel (10, 1], R) des fonctions continues définies sur [0, 1] &
valeurs réelles. Pour f € €°([0, 1], R), on pose || fI = sup, o4y |/ (]
(1) On cherche a montrer qu’il existe une unique fonction f : [0, 1] — R continue telle que

Vx € [0,1], f(x) = 11—4 /O xsz sin(f(s))ds .

(a) Pour f € (10,11, R), on pose

[0,1] — R

) : - L / 2 sin(f(s)ds

14 /o

Montrer que cela définit bien une application T : c%([0, 11, R) - ([0, 1], R).
(b) Montrer que T est contractante.
(c) Conclure.



44 5. Applications continues J.-B. Campesato

5 Applications continues

TODO : C(X,Y)ou (X, d) compact et (Y, d) complet + Stone Weierstrass lorsque Y = R + Ascoli. Garder
injection compact pour la partie sur les opérateurs.
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6 Le théoreme de Hahn-Banach et ses conséquences
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7 Topologies faibles
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8 Un peu de théorie spectrale
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9 Espaces de Sobolev
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10 Notions sur les distributions
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