Université d’Angers — 2026/2027
Intégrale de Lebesgue

Feuille de TD n°3

Exercice 1. Les fonctions suivantes sont-elles étagées?
1. 1g sur (R, B(R));

x — |x] sur ([0, 101, B([0, 10));

x — |x] sur (R, B(R));

x  sin x sur (R, Z(R));

x — |sinx] sur (R, B(R)).

G LN

Exercice 2. On munit (N, P(N)) de la mesure y := Z 27k15, .
keN

Calculer y(N),/ﬂ2Ndu et/min(n,3)d;4(n).

Exercice 3. Pour n € N~ {0}, on définit g, : ([0, 1[, ([0, 1)) > (R, B(R)) par g,(x) = 21,
1. Montrer que g, est étagée positive.
2. Déterminer lirp / g,dA.

3. Montrer que (g,),»| converge simplement vers [0, 1[3 x = x € R.

4. Montrer que la suite extraite (g,m),,cn €st croissante et en déduire la valeur de / xdA(x).
[0,1]

Exercice 4. Soient (E, &, y) un espace mesuré et (f,,),cn une suite de fonctions (E, &) — ([0, +o0], B([0, +0]))
mesurables qui converge simplement vers f : E — [0, +o0].

Montrer que s’il existe M > 0 tel que Vn € N, /fndy < M alors / fdu <M.

Exercice 5. Soient (E, &, u) un espace mesuré et (f,),cn une suite décroissante de fonctions (E, o) —
([0, +o0], B([0, +o0])) mesurables. On note f =lim, f,, : E — [0, +o0].

1. Montrer que si/fod,u < o0 alors lirP fndpu = /fd,u.

On pourra proposer deux démonstrations : une utilisant le théoréme de convergence monotone et une utilisant
le théoreme de convergence dominée.
2. Le résultat est-il encore vrai sans hypothese d’intégrabilité sur f,?

Exercice 6.
1. Soient (E, &, u) un espace mesuré et f : (E, ) — ([0, +o0], B([0, +0])) une fonction mesurable.

(a) Montrer que/fdu= liT /min(f,n)d,u.

(b) On suppose que f est a valeurs dans N U {+c0}. Montrer que / fdu= Z u({f > k}).
k>1

2. Calculer / kdv(k) ot v = 3 2‘j_16j (voir Exercice 2).
N

3. Calculer / llJ dA(x).
10,17 X

Exercice 7. Soient (E, &/, u) un espace mesuré et f : (E, ) — (R, B(R)) une fonction intégrable.
On souhaite montrer que

Ve>0,3n>0,VAE o, u(A) <n = /|f|d/1§6.
A

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe A € &/ tel que f soit bornée sur A et |fldu < e.
AC

2. Conclure.
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Exercice 8. Soit (E, &/, u) un espace mesuré.

1. Montrer que Vf € Z1(E, o, ), /fd,u‘ =/|f|d,u<=> (f=0pp.ouf<0pp.).

2. Soient f,g € Ly(E, o, p).
(a) Soit A € o. Montrer que / fdu = /f]]Ady est bien définie.
A

(b) Montrer quesiVA € o, / fdu < / gdp alors f < g p.p.
A A

(c) En déduire quesi VA € «, / fdu = /gdﬂ alors f = g p.p.
A A
3. On consideére ({0}, P({0}), u) ot u est définie par u({0}) := +oo0. Soient f =2 et g = 1.
Montrer que VA € P({0}), / fdu < / gdy mais que f < g p.p. est faux.
A A

Quelle hypothése de la question précédente n’est pas vérifiée ?

Exercice 9. Pour chaque intervalle I des questions suivantes, on considere 1'espace mesuré (I, Z (1), A).
1. Soit a € R. Montrer que 10, 1[> x = x* € R est intégrable si et seulement si & > —1.
2. Montrer que ]1,+00[3 x = x* € R est intégrable si et seulement si & < —1.
3. Existe-t-il a € R tel que ]0, +o0[> x = x* € R soit intégrable ?
4. Montrer que ]0, I[> x — Inx € R est intégrable et calculer / In xd A(x).

10,1[
a—1

5. Soit a € R. Montrer que ]0, +[> x 1x € R est intégrable si et seulement si 0 < a < 1.

Exercice 10 (Autour de l'intégrale de Dirichlet). On définit f :]0, +oo[— R par f(x) := 5 x, et on considére
I'espace mesuré (]0, +oo[, Z(]0, +o0[), 1).

X
dx converge.

1. Montrer que l'intégrale impropre
0 X

| sin x| 2

x Y= “(k+ Drx
3. En déduire que f n est pas intégrable (au sens de Lebesgue) sur ]0, +oo[.

(k+ 1)z
2. Montrer que Vk € N,

4. Montrer que, pour tout n > 1, la fonction f1, ,; est intégrable et que 11r+n / f1odA existe.
’ n—>+oo ’

Y a-t-il une contradiction avec la question précédente ?

Exercice 11. Déterminer les limites suivantes.
nsin (—
1. lim —d/l( ).
n=+00 [0 4oof X(1 4+ x2)

. 1+ nx
2.1 .
e /[0,1] (I+x)" e

Exercice 12.

1. Montrer que/ lrlxd)»( )= Z ok
jo.1r 1 n>1

2. Montrer que / x*dA(x) = 2 — (sophomore’s dream).
nn

10,11 n>1
sin x 1
3. Montrer que / di(x) =
]0’+oo[ex—l ';l’lz'i‘l

Exercice 13. Pour ¢ € [0, +oo[, on pose F(¢) := / te ™ d A(x).
[0,4-c0[
1. Montrer que F est bien définie et expliciter ses valeurs sans signe intégral.

2. La fonction F est-elle continue en 0?
3. Quelle hypothese du théoreme de continuité sous le signe intégral n’est pas vérifiée ?
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Exercice 14 (Intégrale de Gauss). On définit F : R - Ret G : [0, +0c0o[— R par

XU+ X0 \?
F(x) := / ———dA@®) et G(x) = </ e’ dt) .
o1 1+ 2 0

1. Montrer que F est bien définie, de classe C I et que Vx € R, F'(x) = —2x / e‘xz(”’z)d/l(t).
[0,1]

N

. Montrer que G est de classe C.
3. (a) Montrer que Vx >0, F'(x) + G'(x) = 0.

Indication : on pourra effectuer le changement de variable t = xu.
(b) En déduire que Vx > 0, F(x) + G(x) = %.

4. (a) Montrer que lirJJrn F(x)=0.
(b) En déduire que x e est intégrable sur R et que / e_xzdi(x) = /7.
R

2
5. (a) Montrer que/e_Td/l(x)= V2rz.
R
2

X
(b) En déduire que la mesure gaussienne centrée réduite, de densité x — L2 par rapport a 4,
v/

\/2_

est une mesure de probabilité (i.e. la mesure de R vaut 1).

Exercice 15.

2
1. Montrer que x — e™*

etx — xe"‘2 sont intégrables sur (R, Z(R), 1).

—X

2. Montrer que F(t) == / e ’ cos(tx)d A(x) définit bien une fonction F : R — R, de classe C!, et exprimer

R
F' sous la forme d'une intégrale.
3. Montrer que Vt € R, F'() = —%F(t).

2

4. En déduire que Vr € R, F(r) = F(0)e™ 7.}

Probléme (Hors TD - Etude de la fonction I et quelques applications).

On définit I' :]0, +o0[— R par I'(s) := / e dA).
10,400

1. Montrer que I' est bien définie.
2. On définit ¢ :]1,+co[— R par {(s) = Y n™.

n>1
ts—l

Montrer que Vs > 1, / dA@®) = T(s)¢(s).

10400 € — 1
3. On fixe s > 0. Pour n > 1, on définit f, :10,+oo[— R par f,(t) := <1 - %) A T10.n1()-

(a) Montrer que (f,), est croissante et converge simplement vers ]0, +co[3 ¢ = e/~ € R.

N
(b) En déduire la formule d'Euler [(s) = lim -~ 1’; - (s+n)

4. (a) Montrer qu’il n'existe pas de fonction intégrable g :]0, +oo[— R telle que

Vs >0, 5 le™ < g(t) p.p.
(b) Soient 0 < a < b. Montrer que Vs € [a, b], VI > 0, < gl
(c) En déduire que I' est continue sur 10, +oo[.

'On peut montrer que F(0) = \/; (voir ’Exercice 14).
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5. (a) Soient k € N et a > 0. Montrer que 7 | Inz|*1% e est intégrable sur ]0, +oo[.
(b) En déduire que I est de classe C* et que

Vk €N, Vs > 0, T'®(s) = / (In k5~ Le ' d A®).
10,4o00[

(c) Montrer que I' est convexe.

6. (a) Montrer que Vs > 0, I'(s + 1) = sI'(s), puis que Vn € N, I'(n + 1) = n!.
(b) En déduire que I'(s) v

1
s
(c) Montrer qu’il existe s, €]1,2[ tel que I' soit strictement décroissante sur ]0, s,] et strictement
croissante sur [sg, +ool[.

(d) Déterminer lirln I'(s) et li{rn w,puis tracer l'allure du graphe de .
s—+00 s—>+00 §

7. Log-convexité.

(a) Soit ¢ > 0. Montrer que s - ¢*T'(s) est convexe sur ]0, +oo[.
On pourra commencer par étudier, pour t > 0 fixé, la convexité de s ~ ¢’ le™.
(b) En déduire que Vx,y > 0, V0 € [0, 1], T(0x + (1 — 6)y) < T(x)’T(»)'~°.
Pour x # 'y, on pourra choisir ¢ > 0 tel que ¢*I'(x) = ’T ().
I 1
(c) (Inégalité de Gautschi) Montrer que Yx > 0, Vo € [0, 1], x!7° < % < (x + D7, Indication :
X+o
on pourra utiliser la question précédente deux fois.
(d) En déduire que Vo € [0, 1], I'(x + o) ~ x°I(x).
X—=>+00

8. Valeurs aux demi-entiers.

(a) Montrer que Vs > 0, I'(s) = 2/ uzs_le_”zd/l(u).

10,+00[

(b) On admet que? / e'xzd/l(x) = /. Déduire de la question précédente que
R

1\ _ (Cn)!
Vn €N, F<n+§> = oo/

4"
~ .
n—->+oo /ﬂ'l’l

X
9. Formule de Stirling. Pour x > 0, on définit f, : R — R par f,(u) := (1 + %) eV gy > —y/x et

(c) Alaide de la formule d’Euler, en déduire que <2n>
n

fx@) == 0 sinon.

1
(a) Montrer que Vx >0, I'(x + 1) = xx+5e_x/ frda.
R
2

_u
2.

(b) Montrer que Vu € R, hT frw)=e
X—=>4+00

—xh| 2
(c) Pour v > —1, on pose h(v) := v —In(1 + v), de sorte que f,(u) =e ) <‘/;> pour u > —\/z. Montrer
que

2 2

”7, Vo € [0,1], h(v) > 2

Yo €] - 1,0], A(v) > T et VL h(w=(1-In2p.

[

u

(d) Endéduire queVx > 1,Vu €R, 0 < f (u) < e § + ¢ 170 2Dlul,
(e) Endéduire queI'(x+1) ~ V2zx (E) .
X [+ e

-+

(f) En déduire la formule de Stirling n! ~ V2zn <2 )n.
n—+oo e

2Voir 1’Exercice 14.



