Université d’Angers — 2026/2027
Intégrale de Lebesgue

Feuille de TD n°2

Exercice 1. Déterminer les tribus o/ == o({{1,2},{3}}) et B := c({{1}, {2} }) sur {1,2,3}.

Exercice 2. On considére F C E deux ensembles. On définit of := {A € P(E) : AC Fou A° C F}.
1. Montrer que & est une tribu sur E.
2. Montrer que & = o (P(F)).
3. Déterminer la tribu trace o/ de & sur F.
4. Montrer que & = P(E) si et seulement si E \ F posséde au plus un élément.

Exercice 3. Soient of et B deux tribus sur un ensemble E.
1. Montrer que & U % est une tribu si et seulement si & C B ou B C A.
2. Montrer que 6(A UB)=c({AUB : A€ d, BERB}))=c({ANB : A€ d, Be RB}).

Exercice 4. Soit E un ensemble. On définit &f := {A € P(E) : A dénombrable ou A° dénombrable}.
1. Montrer que & est une tribu.
2. Montrer que & coincide avec la tribu engendrée par les singletons de E.

Exercice 5.
1. Montrer qu'une partie dénombrable de R" est un borélien.
2. Montrer que C := {v € R? : 1 < ||v|| <2} estun borélien de R.
3. Montrer que A:={x € R : IneN, |x —n| < 27"} est un borélien de R.

Exercice 6. On considere la topologie usuelle sur R.
1. Montrer que Z(R) =6 ({F € P(R) : F fermé}).
2. Montrer que tout fermé de R est une réunion dénombrable de compacts et en déduire que B(R) =
o ({K € P(R) : K compact}).
3. Montrer que B(R) = o ({[a,b] : a,b € Q}).

Exercice 7. Soit f : E — F une fonction. Montrer les assertions suivantes :
1. Si & est une tribu sur F alors la tribu f~!(%) image réciproque de & par f est la plus petite tribu sur
E rendant f mesurable;
2. Si o est une tribu sur E alors la tribu f,(¢/) image de o par f est la plus grande tribu sur F rendant
f mesurable.

Exercice 8. Soit (f),),en une suite de fonctions mesurables (E, &) — (R, %B(R)). Montrer que les ensembles
suivants sont mesurables :

1. {xe€e E : (f,(x)), est majorée par 1};

2. {xe E : (f,(x)), estbornée};

3. {xe E : (f,(x)), converge vers 0} ;

4. {(x € E : (f,(x)), converge}.

Exercice 9.
1. Montrer que 1g : (R, B(R)) = (R, B(R)) est mesurable.
2. Montrer que si f : R — R est dérivable alors /' : (R, Z(R)) - (R, ZB(R)) est mesurable.
3. Montrer que toute fonction monotone f : (R, B(R)) = (R, %B(R)) est mesurable.

Exercice 10. Soient f : (E, ) — (R, B(R)) une fonction mesurable et M > 0.
{ fx) silf()l <M
Montrer que g : (E, ) — (R, B(R)) définie par g(x) :=4 —M si f(x) < —M est mesurable.
M sif(x)>M

Exercice 11. Donner un exemple d’espace mesurable (E, &) et de fonction f : (E, &) — (R, B(R)) tels que
| f| soit mesurable mais pas f.
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Exercice 12.
1. Montrer que & :={A € P(Z) : AnN=@ouN C A} est une tribu sur Z.
2. Montrer que f : (Z,9) — (Z, ) définie par f(n) := n+ 1 est mesurable et bijective mais que f -1
(Z,9) — (Z,4d) n’est pas mesurable.

Exercice 13. Soient (E, &/, u) un espace mesuré et f : (E, ) — (R, B(R)) une fonction mesurable. Montrer
quesiu({x € E : f(x)>0})>0Oalorsilexistee > Otel que u(fx € E : f(x)>¢e})>0.

Exercice 14. Montrer que u : P(N) — [0, +o0] définie par u(A) := Zae 4 a est une mesure sur (N, P(N)).

Exercice 15. Soient (E, &/) un espace mesurable, (y,,),cn une suite de mesures sur (E, &) et (¢,),,en Une suite
de réels positifs.

1. Montrer que y := 2 ¢, M, est une mesure sur (E, ).

neN
2. Montrer que v(A) := sup u,(A) ne définit pas toujours une mesure.
neN

Exercice 16. Soient (E, &/, u) un espace mesuré et (A,),cn € & N,

1. Montrer que u (liminf, A,) < liminf, u(4,).

2. On suppose u(E) < +oco. Montrer que limsup, u(A,) < u (limsup, A,).

3. Donner un exemple montrant que cette derniere inégalité peut étre fausse si u(E) = +oo.

4. (Lemme de Borel-Cantelli.) On suppose Y,y H(A,) < +oo. Montrer que u (limsup, 4,) = 0.

Exercice 17. On considére R muni de la tribu & := {A € P(R) : A dénombrable ou A° dénombrable} et
u . g — [0, +oco] définie par u(A) = 0 si A est dénombrable et (A) = 1 sinon.

1. Montrer que y est une mesure.

2. Est-ce que y définit une mesure pour & := P(R)?

Exercice 18. Montrer qu’il n’existe pas de mesure y sur (Z, P(Z)) qui soit finie, non nulle et invariante par
translation.

Exercice 19. L'objectif de cet exercice est de démontrer le théoréme de Vitali : il n’existe pas d’espace mesuré
(R, &, ) tel que & contienne toutes les parties bornées, u([0, 1]) = 1 et u soit invariante par translation.
1. Vérifier que Vx,y € R, x ~ y & x — y € Q définit une relation d’équivalence sur R.

2. Montrer que toute classe d’équivalence de R/ ~ admet un représentant dans [0, %]

On choisit un représentant dans [O, %] pour chaque classe d’équivalence et on note A I'ensemble obtenu.
3. Montrer queVr,s € Q, (A+rN(A+s5)#Q = r=s.

1
4. M ( L 1.
ontrer que U A+ k+2> c [0,1]
keN
5. Montrer que R = U (A+r).

reQ
6. Conclure.

Exercice 20. Soit f : R — R définie par f(x) := ax + b, otta,b € R.
1. Montrer que VA € B(R), f(A) € B(R).
2. On note 4 la mesure de Borel-Lebesgue sur (R, Z(R)).
Montrer que y : B(R) — [0, 4+o0] définie par u(A) := A(f(A)) est une mesure sur (R, B(R)).
3. Montrer que VA € Z(R), A(f(A)) = |a|A(A).
On pourra traiter le cas a = 0 séparément avec la convention 0 - +co = 0.

Exercice 21. Soit (E, &/, ) un espace mesuré.

1. Démontrer que toute partie d'un négligeable est négligeable, et toute réunion dénombrable de négli-
geables est négligeable.

2. Montrer que la relation ”f = g presque partout” est une relation d’équivalence sur I'ensemble des
fonctions £ — R.

3. Montrer que si (E, &, u) est complet, si f : (E, ) - (R, B(R)) est mesurable et si g = f p.p., alors g
est mesurable.

4. Montrer que (E,P(E), u) est complet pour toute mesure yu, et que (N, P(N), u) est complet pour la
mesure de comptage.



