
Université d’Angers – 2026/2027

Intégrale de Lebesgue
Feuille de TD n°1

Exercice 1. Soient 𝐸 un ensemble et 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒫(𝐸).
1. Simplifier (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ (𝐵 ∖ 𝐴) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵).
2. Simplifier (𝐴 ∪ 𝐵) ∖ (𝐴 ∩ 𝐵).
3. A-t-on toujours (𝐴 ∖ 𝐵) ∖ 𝐶 = 𝐴 ∖ (𝐵 ∖ 𝐶)?
4. (a) Montrer que 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶).

(b) Montrer que 𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ (𝐴 ∖ 𝐶).

Exercice 2. Soit 𝐸 un ensemble.
1. Montrer que ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐶 ⟹ 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝐶 .
2. Montrer que ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 ⟹ 𝐴 = 𝐵.

Exercice 3. Soit 𝐸 un ensemble.
On rappelle que pour 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴Δ𝐵 ≔ (𝐴 ∪ 𝐵) ∖ (𝐴 ∩ 𝐵) désigne la différence symétrique.

1. Montrer que ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ (𝐵 ∖ 𝐴).
2. Montrer que ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸), (𝐴Δ𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐Δ𝐵 = 𝐴Δ𝐵𝑐 .
3. Montrer que ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴 ∩ (𝐵Δ𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵)Δ(𝐴 ∩ 𝐶).
4. Montrer que ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒫(𝐸), (𝐴Δ𝐵)Δ𝐶 = 𝐴Δ(𝐵Δ𝐶).
5. Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝒫(𝐸). Montrer que 𝐴Δ𝐵 = 𝐶Δ𝐷 si et seulement si 𝐴Δ𝐶 = 𝐵Δ𝐷.

Exercice 4. Soit 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 une fonction.
1. Montrer que les inclusions suivantes vues dans le cours peuvent être strictes.

(a) ∀𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒫(𝐸), 𝑓 (𝐴1 ∩ 𝐴2) ⊂ 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2) ;
(b) ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝐸), 𝑓 (𝐸 ∖ 𝐴) ⊃ 𝑓(𝐸) ∖ 𝑓(𝐴) ;
(c) ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴 ⊂ 𝑓 −1(𝑓 (𝐴)) ;
(d) ∀𝐵 ∈ 𝒫(𝐹 ), 𝑓 (𝑓 −1(𝐵)) ⊂ 𝐵.

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 𝑓 est injective ;
(ii) ∀𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒫(𝐸), 𝑓 (𝐴1 ∩ 𝐴2) = 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2) ;
(iii) ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝐸), 𝐴 = 𝑓 −1(𝑓 (𝐴)) ;
(iv) ∀𝐴 ∈ 𝒫(𝐸), 𝑓 (𝐸 ∖ 𝐴) = 𝑓(𝐸) ∖ 𝑓(𝐴).

3. (a) Montrer que ∀𝐵 ∈ 𝒫(𝐹 ), 𝑓 (𝑓 −1(𝐵)) = 𝐵 ∩ Im(𝑓 ).
(b) En déduire que 𝑓 est surjective si et seulement si ∀𝐵 ∈ 𝒫(𝐹 ), 𝑓 (𝑓 −1(𝐵)) = 𝐵.

Exercice 5. Soient 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 et 𝑔 ∶ 𝐹 → 𝐺 deux fonctions.
1. Montrer que ∀𝐶 ∈ 𝒫(𝐺), (𝑔 ∘ 𝑓)−1(𝐶) = 𝑓 −1 (𝑔−1(𝐶)).
2. Soit 𝐴 ∈ 𝒫(𝐸). Montrer que ∀𝐵 ∈ 𝒫(𝐹 ), (𝑓|𝐴)

−1 (𝐵) = 𝐴 ∩ 𝑓 −1(𝐵).

Exercice 6. Soient 𝐸 un ensemble et 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒫(𝐸).
1. Exprimer 𝟙𝐴∩𝐵 , 𝟙𝐴∪𝐵 et 𝟙𝐴∖𝐵 en termes de 𝟙𝐴 et 𝟙𝐵 .
2. Traduire en termes d’indicatrices les énoncés suivants : 𝐴 ⊂ 𝐵 ; 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ; 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐸 ; 𝐵 = 𝐸 ∖ 𝐴.
3. Traduire en termes d’ensembles les énoncés suivants : 𝟙𝐴 + 𝟙𝐵 ≤ 1 ; 𝟙𝐴 + 𝟙𝐵 + 𝟙𝐶 = 1 ; 𝟙𝐴𝟙𝐵𝟙𝐶 = 0 ;

𝟙𝐴 ≤ 𝟙𝐵𝟙𝐶 .

Exercice 7. Déterminer lim sup𝑛 𝐴𝑛 et lim inf𝑛 𝐴𝑛 dans chacun des cas suivants, et dire si la suite converge.
1. La suite de parties de ℝ définie par 𝐴𝑛 ≔ [0, 1 + (−1)𝑛

𝑛+1 ].

2. La suite de parties de ℝ définie par 𝐴𝑛 ≔ ]− 1
𝑛+1 , 1[ si 𝑛 est impair et 𝐴𝑛 ≔ ]−1, 1

𝑛+1 [ si 𝑛 est pair.
3. La suite de parties de ℕ définie par 𝐴𝑛 ≔ {𝑘 ∈ ℕ ∖ {0} ∶ 𝑘 divise 𝑛}, 𝑛 ≥ 1.
4. La suite de parties de ℤ définie par 𝐴𝑛 ≔ 𝑛ℤ.
5. La suite de parties de ℚ définie par 𝐴𝑛 ≔ {

𝑘
𝑛 ∶ 𝑘 ∈ ℤ}, 𝑛 ≥ 1.
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Exercice 8. Soit (𝐴𝑛)𝑛∈ℕ une suite de parties d’un ensemble 𝐸.
Montrer que (𝐴𝑛)𝑛 converge vers 𝐴 si et seulement si (𝟙𝐴𝑛)𝑛 converge simplement vers 𝟙𝐴.

Exercice 9. Soient (𝐴𝑛)𝑛∈ℕ et (𝐵𝑛)𝑛∈ℕ deux suites de parties d’un ensemble 𝐸.
1. Montrer que lim sup𝑛(𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛) = lim sup𝑛 𝐴𝑛 ∪ lim sup𝑛 𝐵𝑛.
2. (a) Montrer que lim sup𝑛(𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛) ⊂ lim sup𝑛 𝐴𝑛 ∩ lim sup𝑛 𝐵𝑛.

(b) Donner un exemple où l’inclusion est stricte.
3. Énoncer et démontrer les résultats correspondants pour lim inf.
4. On suppose que (𝐴𝑛)𝑛 converge vers 𝐴 et (𝐵𝑛)𝑛 vers 𝐵. Montrer que (𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛)𝑛, (𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛)𝑛 et (𝐴𝑛Δ𝐵𝑛)𝑛

convergent respectivement vers 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 et 𝐴Δ𝐵.

Exercice 10. Soit (𝐴𝑛)𝑛∈ℕ une suite de parties d’un ensemble 𝐸.
Montrer que (𝐴𝑛)𝑛 converge vers 𝐴 si et seulement si 𝐴𝑛Δ𝐴 converge vers ∅.

Exercice 11. Soit 𝐸 un ensemble fini. Montrer que ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸), |𝐴Δ𝐵| = |𝐴| + |𝐵| − 2|𝐴 ∩ 𝐵|.

Exercice 12. Soit 𝐸 un ensemble.
1. On suppose 𝐸 fini.

(a) Pour 𝑘 ∈ {0, 1, … , |𝐸|}, déterminer le cardinal de {𝐴 ∈ 𝒫(𝐸) ∶ |𝐴| = 𝑘}.
(b) En déduire que 𝒫(𝐸) est fini et déterminer |𝒫(𝐸)|.
(c) Trouver une autre démonstration par récurrence sur |𝐸|.

2. Réciproquement, montrer que si 𝒫(𝐸) est fini alors 𝐸 l’est aussi.

Exercice 13. Soit 𝐸 un ensemble fini.
Exprimer |{(𝐴, 𝐵) ∈ 𝒫(𝐸) × 𝒫(𝐸) ∶ 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐸}| en termes de |𝐸|.

Exercice 14. Soient 𝐸, 𝐹 et 𝐺 trois ensembles. Montrer que si 𝐸 ⊂ 𝐹 ⊂ 𝐺 et |𝐸| = |𝐺| alors |𝐸| = |𝐹 |.

Exercice 15.
1. Déterminer |{0, 1}ℕ|.
2. Déterminer |ℕ{0,1}|.

Exercice 16.
1. Déterminer le cardinal de 𝑆 ≔ {𝐴 ∈ 𝒫(ℕ) ∶ 𝐴 est fini}.
2. Est-ce que l’ensemble 𝑇 ≔ {𝐴 ∈ 𝒫(ℕ) ∶ 𝐴 est infini} est dénombrable?

Exercice 17. Montrer qu’un ensemble est infini si et seulement s’il admet une partie propre de même car-
dinal.

Exercice 18. Montrer que |]0, 1[| = |[0, 1]| = |ℝ|.

Exercice 19.
1. Montrer de façon concise que ℝ ∖ ℚ n’est pas dénombrable.
2. Montrer plus précisément que |ℝ ∖ ℚ| = |ℝ|.

Exercice 20. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, |ℝ𝑛| = |ℝ|.

Exercice 21. Existe-t-il un ensemble 𝐸 tel que |𝒫(𝐸)| = ℵ0 ?

Exercice 22.
1. Montrer que |ℝℚ| = |ℝ|.

2. Montrer que Φ ∶ {
𝒞0(ℝ) → ℝℚ

𝑓 ↦ 𝑓|ℚ
est injective.

3. En déduire que |𝒞0(ℝ)| = |ℝ|.


