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Exercice 1. Soient E un ensemble et A, B,C € P(E).
1. Simplifier (AN B)U (B~ A)U (AN B).
2. Simplifier (AU B) ~ (AN B).
3. A-t-on toujours (AN B)~xC = A~ (B~C)?
4. (a) Montrer que AN(BUC) =(A~NB)Nn(A~C).
(b) Montrer que AN(BNC) =(A~B)U(A~C).

Exercice 2. Soit E un ensemble.
1. Montrer que VA, B,C € P(E), AUB=BnNnC = ACBCC.
2. Montrer que VA,B € P(E), ANB=AUB = A=B.

Exercice 3. Soit E un ensemble.

On rappelle que pour A, B € P(E), AAB := (A U B) ~ (AN B) désigne la différence symétrique.
Montrer que VA, B € P(E), AAB = (A~ B)U (B A).

Montrer que VA, B € P(E), (AAB)° = A°AB = AAB°.

Montrer que VA, B,C € P(E), An(BAC) = (AN B)A(ANCC).

Montrer que VA, B,C € P(E), (AAB)AC = AA(BAC).

Soient A, B,C, D € P(E). Montrer que AAB = CAD si et seulement si AAC = BAD.

SANIR I .

Exercice 4. Soit f : E — F une fonction.
1. Montrer que les inclusions suivantes vues dans le cours peuvent étre strictes.
(a) VA, A, € P(E), (A N Ay) C f(A)N f(Ay;
(b) VA€ P(E), f(E~A)D f(E) f(A);
(c) VA€ P(E), AC f7'(f(A);
(d) VB € P(F), f(f'(B)) C B.
2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f estinjective;
(il) YA, Ay € P(E). f(A; N Ay = f(A) N f(Ay);
(iii) VA € P(E), A= f~'(f(A);
(iv) VA€ P(E), f(E~A) = f(E)~ f(A).
3. (a) Montrer que VB € P(F), f (f~'(B)) = BnIm(/).
(b) En déduire que f est surjective si et seulement si VB € P(F), f (f ~I(B)) = B.

Exercice 5. Soient f : E —» Fetg : F - G deux fonctions.
1. Montrer que VC € P(G), (g~ f)~'(C) = f~! (g71(O)).
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Exercice 6. Soient E un ensemble et A, B,C € P(E).
1. Exprimer 1,5, 14yp €t 14 pentermesde 1, et 15.
2. Traduire en termes d’indicatrices les énoncés suivants: AC B; ANB=@g; AUB=E; B=E\ A.
3. Traduire en termes d’ensembles les énoncés suivants : 14, + 15 < 1; 1, + 15+ 1o =1; 1,151, =0;
1,<151c.

Exercice 7. Déterminer limsup, A, et liminf, A, dans chacun des cas suivants, et dire si la suite converge.
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1. La suite de parties de R définie par A, :=

. . il . . . . P .
2. La suite de parties de R définie par A, := 1 [ si n est impair et A, = ] 1 - [ si n est pair.
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3. La suite de parties de N définie par A, :=
4. La suite de parties de Z définie par A,, :
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5. La suite de parties de Q définie par A, :
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Exercice 8. Soit (4,),cn une suite de parties d"un ensemble E.
Montrer que (4,), converge vers A si et seulement si (14 ), converge simplement vers 1 ,.

Exercice 9. Soient (4,),en et (B,),en deux suites de parties d"un ensemble E.
1. Montrer que limsup, (A4, U B,) =limsup, A, Ulimsup, B,.
2. (a) Montrer que limsup,(4, N B,) C limsup, A, Nnlimsup, B,,.
(b) Donner un exemple ott I'inclusion est stricte.
3. Enoncer et démontrer les résultats correspondants pour liminf.
4. On suppose que (4,), converge vers A et (B,), vers B. Montrer que (A,U B,),, (A,N B,), et (A,AB,),
convergent respectivement vers AU B, AN B et AAB.

Exercice 10. Soit (A,),cn une suite de parties d'un ensemble E.
Montrer que (4,), converge vers A si et seulement si A,AA converge vers @.

Exercice 11. Soit E un ensemble fini. Montrer que VA, B € P(E), |AAB| = |A| + |B| — 2|ANn B|.

Exercice 12. Soit E un ensemble.
1. On suppose E fini.
(a) Pourk € {0,1,...,|E|}, déterminer le cardinal de {A € P(E) : |A| = k}.
(b) En déduire que P(E) est fini et déterminer |P(E)|.
(c) Trouver une autre démonstration par récurrence sur |E|.
2. Réciproquement, montrer que si P(E) est fini alors E 1’est aussi.

Exercice 13. Soit E un ensemble fini.
Exprimer |[{(A, B) € P(E)X P(E) : AU B = E}|en termes de |E]|.

Exercice 14. Soient E, F et G trois ensembles. Montrer que si E C F C G et |E| = |G| alors |E| = |F].

Exercice 15.
1. Déterminer |{O, 1}N|.
2. Déterminer |N{0’1}|.

Exercice 16.
1. Déterminer le cardinal de .S := {A € P(N) : A est fini}.
2. Est-ce que I'ensemble T := {A € P(N) : A estinfini} est dénombrable?

Exercice 17. Montrer qu'un ensemble est infini si et seulement s’il admet une partie propre de méme car-
dinal.

Exercice 18. Montrer que |10, 1[| = |[0, 1]| = |R|.

Exercice 19.
1. Montrer de fagon concise que R \ Q n’est pas dénombrable.
2. Montrer plus précisément que |[R\ Q| = |R|.

Exercice 20. Montrer que Vn € N\ {0}, |R"| = |R|.
Exercice 21. Existe-t-il un ensemble E tel que |P(E)| = RX,?

Exercice 22.
1. Montrer que |R?| = |R].
"R) - RY
f = fa
3. En déduire que |C0(R)| = |R].

2. Montrer que ® : { est injective.



