Université d’Angers — 2025/2026

Topologie et calcul différentiel

TD n°1 : topologie des espaces vectoriels normés

Exercice 1.
Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour (R?, ]| - [I), (R%, || - [l,) et (R?, || - [leo)-

Exercice 2.
Soient E un espace vectoriel et N : E — R vérifiant
(i) Vxe E~{0}, N(x)>0
(ii) N)=0
(ili) VAER, Vx,y€ E, N(x+ Ay) < N(x) + [A|N(y)
Montrer que N est une norme sur E.

Exercice 3.
Soientd € N~ {0} et p > 1. On définit || - ||, : RY > R par

d 1/p
1Gers - x )l = D |
k=1
1. On pose g := p%l de sorte que g > 1 et%+é = 1.
Montrer que Va, b > 0, ab < % +2
2. Montrer I'inégalité de Holder :
1/p 1/q

d d d
Vx,yERd,2|Xkyk| < 2|xk|p Z|yk|q
k=1 k=1 k=1

x| 1l

On pourra commencer par appliquer la question précédente d a := I = Dl
p q

Le cas p = q = 2 est appelé inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. En déduire que || - ||, est une norme sur RY.
4. Montrer que lim ||x]|, = [|x|| -
p—>+0

Exercice 4.
Soient p € N\ {0} et a, b € R vérifiant a < b.

b
On définit || - ||, : C%a,b],R) > R par [|f1l, = </ |f(x)|pdx>

1. Montrer que || - ||, est une norme sur C%(a, b], R).
On pourra adapter les solutions de I'Exercice 3 en remplagant Y, par [.
2. Montrer que lir+n 1A, =11/l
p—>+oo

1/p

Exercice 5.
Montrer que les couples (E, || - ||) suivants sont des espaces vectoriels normés :
1. E=R[X]et] |, : X aX = Yla|m oumeR,,.
2. E =R{x}, I'espace vectoriel des séries entieres réelles de rayon de convergence > p et

-l Y apx = ) laglm
i0 i20
oum,p€e R yetm<p.

3. E = Lip([a, b]) l'espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur [a, b], olt a < b, et

I/l = 11l + sup LO=SON
x,y€la,b] |x - yl
x#y
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s s 1/p
4. E=¢P = {(x,,)neN eRN 1 Y x, P < oo} et [(x)ll, = <Z |x,,|"> ot p € [1, .
n=0 n=0

5. E =£% = {(x,),en € RN bornée} et [|(x,),ll o = SUP,,en 1 X4-

6. E = C%[a,b], F) I'espace vectoriel des fonctions [a, b] — F continues || f]| := sup ||f(x)||F ou
x€la,b]
a<bet(F,| | ) estun espace vectoriel normé.
7. E = B(X, F) I'espace vectoriel des fonctions X — F bornées et || f|| := sup || f(x)|| r olt X est un
xeX
ensemble et (F, || - || p) est un espace vectoriel normé.

Exercice 6.

1. Soient (E|, || - [l)s ---» (E,. || - ||,,) des espaces vectoriels normés.
Montrer que (E := E|X...XE,, ||-||) est un espace vectoriel normé, ot || (uy, ..., u,)|| :== max,_ __,(llwl,)-
2. Soit (E;, || - |I;);ey une famille d’espaces vectoriels normés.

Montrer que I’espace vectoriel

E:= {(fi)ie] EHEi ssup [Ifill; < 00}

iel iel

muni de 'application
ey oo R
) (fdier P SUp;cr I1£:1l;

est un espace vectoriel normé.

Exercice 7.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que
I'espace vectoriel E/F muni de I’application

E/F — R
I-lers x  — infllul
uex
est un espace vectoriel normé.
Exercice 8.
Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé.
Montrer que l'application || - || : (E, || - ll[g) = (R, ]| - |) est une application continue.

Exercice 9.

1. On considere l'espace vectoriel normé (R, | - |).
(a) Déterminer I’adhérence et l'intérieur de Q.
(b) Les parties suivantes sont-elles ouvertes ? fermées?
iQ ii. [42, +oo] iii. ]-17, 9] iv. |—m, x| v.Q vi{xeR : 0< |x+1| <2}
2. Les parties suivantes de (R%,]| - |l,) sont-elles ouvertes? fermées?

(@) A={(x,y) €R? : 0<|x+1] <2}

(b) B=={(x,y)eR* : 0<x<y)

(c) C:={(x,y) eR? : |x| <let|y| <1}
(d) D={(x,y) eR? : xeQetyeQ}

(e) E:={(x,y) €eR?> : x¢ Qouy¢ Q}
(f) F={(x,y) € R? : x>+ <4}
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Exercice 10.
Dans cet exercice E désigne 1’espace des matrices carrées de taille n X n a coefficients réels. On munit
E de lanorme || - ||, donnée par

IMllo:= —max [m;].
(i.)E(l,...,n}?
1. Montrer que (4,) converge vers L = (fij) € E si et seulement si pour tout (i, /) € {1,... ,n}z,
hmn—>+oo aij,n = fij‘

2. Etablir que
D IIM, |l < +00 => ) M, converge.

n>0 n>0

3. Montrer que I'ensemble des matrices inversibles, noté GL,(R), est un ouvert de E.
Indice : On pourra considérer une matrice A inversible, remarquer que A + M = A(Id + A™' M),
choisir M de sorte que A~ M Il < 1 et utiliser une série géométrique.

4. Montrer que GL,(R) est dense dans E.

Exercice 11.
On considere E := £* 'espace vectoriel des suites réelles (x,),cn bornées muni de la norme

”(xn)neN” = Sup |xn|'
neN

On définit l'opérateur de Cesaro T : E — E par T((x,),en) = Wpeny OU Y, = —— Z X,
n

1. Montrer que T est bien défini.
2. Montrer que T est une application linéaire continue et déterminer sa norme d’opérateur.

Exercice 12.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
Montrer que S est bornée si et seulement s’il existe a € E et r > 0 tels que S' C B(a, r).

Exercice 13.

1. Montrer qu'une intersection quelconque de compacts est compacte.
2. Montrer qu'une union finie de compacts est compacte.
3. Une union quelconque de compacts est-elle nécessairement compacte ?

Exercice 14.

Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact.

Soit (F,),ecn une suite décroissante de fermés telle que Vn € N, F, N K # @.
Montrer que K N m F, # 2.

neN

Exercice 15.
Les parties suivantes de (R, | - |) sont-elles compactes?

1.7 2.10,1[ 3.]—00,1] 4.10,1] 5. {-42, 7,17} 6. [e, 17[U]17,42]

Exercice 16.

Soient (E, || - ||g) et (F,| - ||p) deux espaces vectoriels normés, S C E et f : S — F une application
continue.

1. Si K est un compactde F, f ~1(K) est-il nécessairement un compact de E?
2. Montrer que c’est toujours le cas si .S est compact.

Exercice 17.
Soient a, b € R vérifiant a < b.
1. Montrer que V.f € C%([a,b],R), | fll; < Vb —allf],.
2. Montrer que Vf € C(a, b],R), |f1l < Vb —allf |-
3. Montrer que lesnormes || - |1, || - ||, et || - [l sont deux a deux non-équivalentes sur C%(a, b], R).
Indice : pour n € N, on pourra considérer f, : [a, b] — R définie par f,(x) = (x — a)".
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Exercice 18.
Soit E = R[X].

n n
a
].. On déflnlt Nl c E—-> R par Nl <2 aka> = Z M
k=0 k=0
Montrer que N, est une norme sur E.

2. Montrer que X" —— 0 pour la norme Nj.

n—->+oo
n

Zak+n

3. On définit N, : E - R par N, <Z aka> =
k=0

k=0
Montrer que N, est une norme sur E.
4. Montrer que X" —— 1 pour la norme N,.

n—->+oo

5. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes ?

Exercice 19.
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Pour a € E, on note

d(a,F):= )1(161; |x —all.

(a) Montrer que pour tout a € E, il existe x € F tel que d(a, F) = ||x — a]|.
(b) Onsuppose que F # E.Soitae E~ Fetx € F telque d(a, F) = ||x — al|.
Montrer qu’il existe b € E tel que d(b, F) = 1 et ||b]| = 1.
2. On suppose maintenant que E est de dimension infinie. Montrer qu’il existe une suite (b,),
d’éléments de E telle que, pour tout n € N, ||b,|| = 1 et d(b,, Vect(b, ..., b,_;)) = 1.
3. En déduire que E est de dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte
(lemme de Riesz).

Exercice 20.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Montrer que F est fermé dans E.

Exercice 21.
Soit (A;);c; une famille de parties connexes par arcs d'un espace vectoriel normé (E, || - ||) telle que

A #2.

iel
Montrer que U A; est connexe par arcs.
i€l

Exercice 22.
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
Que peut-on dire d'une partie A qui est a la fois ouverte et fermée?



