Université d’Angers — 2025/2026
Topologie et calcul différentiel
CC du 24/10/2025.

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.

Soient E et F deux espaces vectoriels.

Soient || - || r une norme sur F et f € L(E, F) une application linéaire de E dans F.
On définit N : E — R par N(x) = || f(X)|| .

Montrer que N est une norme sur E si et seulement si f est injective.

Exercice 2.

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On fixe a,b € E etr,s > 0.
Montrer que si B;(a,r) C B;(b,s) alors |la —b|| < s —r.

Exercice 3.
On considere A = { f € C°([0,1],R) : f(1) > 0}.
(1) Montrer que A est un ouvert de ¢’ ([0, 11, R) pour la norme || - || .

Indication : pour f € A, on pourra considérer B(f, f(1)).
(2) Soit f € A. Pour n € N, on définit g, : [0,1] - R par g,(x) = f(x) — f(1)x".
a. Pour tout n € N, calculer || f — g,ll;-
b. En déduire que A n’est pas un ouvert de ([0, 11, R) pour lanorme || - ||;.

(3) Lesnormes | - ||, et || - |I; de € ([0, 1], R) sont-elles équivalentes?
Exercice 4.
(1) Soient K une partie compacte d'un espace vectorielnormé (E, ||-||) et f : K — K une fonction continue
vérifiant
(H) Vx,yeK,x#y = |[f(x) - fWI <IIx -yl

a. Montrer que la fonction ¢ : K — R définie par ¢(x) = || f(x) — x|| s’annule.
b. En déduire que f admet un unique point fixe.
(2) Soit f : R > Rdéﬁmeparf(x)=x+1+Lxsix>0etf(x): 1six <0.
a. Montrer que f est continue et vérifie (H) pour la valeur absolue.
b. Montrer que f n'admet pas de point de fixe.
c. Y a-t-il une contradiction avec le résultat de la premiére question?

Exercice 5.

s si(xy) # (0,0
On consideére la fonction f : R* — R définie par f(x,y) = { x2+y2 S? (x,y) # (0,0) ‘
0 sinon

(1) Montrer que f admet des dérivées directionnelles en (0,0) le long de e, := (1,0) et e, := (0, 1).
(2) Est-ce que f admet une dérivée directionnelle en (0, 0) le long de v pour tout v € R*?
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Solution de I’exercice 1.

e Supposons que N soit une norme sur E.
Soit x € ker(f) alors N(x) = || f(x)|lr = |[0]| = 0. Donc x = 0 puisque N est une norme.
Ainsi ker(f) = {0}, d’ot1 on déduit que f est injective.

e Supposons que f soit injective.
— Soient x € E et A € Ralors N(4x) = [/ (40l = IAf 0l = A/l 7 = [AIN o).
- Soient x,y € Ealors N(x+y) = [/ (x+y)llr = I/ )+ fODllr S NS+ IS DIlF = NX)+NQ).
— Soit x € E tel que N(x) =0. Alors || f(x)||p =0d’ou f(x) =
Puisque f est injective, on obtient que x = 0.

Ainsi N est une norme sur E.

Solution de I’exercice 2.
Explication : I'idée de la démonstration ci-dessous est de considérer le point de B(a,r) le plus éloigné de b. Ce point
est a distance r de a dans la direction a — b, i.e. x :== a + (a — b). Il peut étre ]udzczeux de faire un dessin.

lla bII
Solution.

Sia=balorsr < s puisque B(a,r) C Bs(b,s). Onadoncbien [la—b||=0<s—r.
Supposons maintenant que a # b alors ||a — b|| # 0. Considérons x = a + = b”( —b).

= r — = r — =
Alors ||x - afl = || —-(a b)H Llla— bl =r.
Donc x € By(a,r) C Bs(b,s). Ainsi

a—>b
T )H
=-(1+ —b
H ( ||a—b||>(“ )H
=11 -b

< " b||)"“ :

=|la—b|+r

szllb—x||=Hb—a—

doul|la—b|| <s—r.

Solution de I’exercice 3.
(1) Soit f € Aalors e := f(1) > 0.
Soit g € B(f,¢e)alors f(1)—g(1) < ||f — gl < €= f(1)dot1 g(1) > 0. Donc g € A.
On a bien montré que Vf €A Je>0, B(f,e) C A, ie. que A estun ouvert de (C°([0,1LR), [ - ll)-

RV ¢))
(2) S =gl —/ | £ (x) = gn(X)|dX—/ SMx"dx = Py
b. Soit € > 0. Puisque || f — g,ll; = f-<|-)1 - 0,il existe N e Ntel que || f —gnll; < e&.

Alors gy € B(f,€) mais gy € A puisque gy (1) =
On a montré que Ve > 0, B(f,¢e) ¢ A, donc A n’est pas un ouvert de (CO ([0, 11, R), I - Il ).
(3) Les normes || - ||, et |l - ||; de ¢’ ([0, 1], R) ne sont pas équivalentes puisque A est un ouvert pour la
premiére mais pas pour la deuxiéme.
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Solution de l’exercice 4.

(1) a.

(2) a.

La fonction ¢ : K — R étant continue sur un compact, elle admet un minimum,

i.e. il existe x; € K tel que Vx € K, @(xg) < @(x).

Supposons que @(xq) # 0 alors || f(xq) — xqll # 0, d’ott f(xq) # xo.

Ainsi, d’apres (H), o(f (xo)) = |/ (f (xp))— fxll < I f(xg) —xgll = @(x). D’otr une contradiction.
Donc ¢(xj) = 0.

D’apres la question précédente, il existe x, € K tel que || f(xy) — x¢ll = @(x) = 0, d’otr f(x() = x,.
Ainsi x, est un point fixe de f.

Soit x; € K un point fixe de f. Alors || f(x;) — f(x)ll = llx; — x¢ll d’ott x5 = x; par (H).

Par conséquent x,, est I'unique point fixe de f.

Montrons que f est dérivable (en particulier que f est continue) et que Vx € R, |f'(x)| < 1.

e f estdérivable sur ] — o0, 0[ et pour tout x €] — 0,0, | f'(x)| =0 < 1.
e f estdérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x €10, +oo[, | f'(x)| =1 — (1+1x)2
o lim JSx)=f0) imf(X)—f(O) — lim %

x—=0~ x—0 x—0t x—0 x—0t x + 1

(0 =0<1.
Soient x, y € R tels que x # y. Alors, d’aprés le théoreme des accroissements finis, il existe £ € R

tel que f(x) = f() = [/ (O(x —y) dout | f(x) = fFWI = [/ (©)Ilx — y| < |x = y|. Donc f vérifie (H).
Supposons par I'absurde qu’il existe x € R tel que f(x) = x.

= 0 donc f est dérivable en 0 et

) . | N L.
e Premier cas : si x > 0. Alors = 0 d’ot1 une contradiction.
e Deuxieme cas : si x < 0. Alors 1 = x < 0 d’ot1 une contradiction.

Donc f n’admet pas de point fixe.
Il n'y a pas de contradiction avec I’existence d"un point fixe obtenue dans la premiére question
puisque le domaine de f est R qui n’est pas compact.

Solution de l’exercice 5.

(1) lim

t—0

t =0 t =0

Donc f admet une dérivée directionnelle en (0,0) le long de e; et O, f 0)=0.

lim

t—0

f(0+tez)_f(0) =hmf(0’t) =lim0=0

t t—0 t t—0

Donc f admet une dérivée directionnelle en (0, 0) le long de e, et d,, f(0) = 0.

(0+1v)—£(0) f@) 1

(2) Posons v = (1,1). Puisque A . = == = 5. n‘admet pas de limite lorsque 7 tend vers 0, f
n’admet pas de dérivée directionnelle en (0, 0) le long de v.




