Université d’Angers — 2025/2026

Théorie des anneaux

1 Généralités sur les anneaux

Exercice 1. Soitd € Z.Si d < 0, on note \/E = i\/—d.
1. Montrer que {a +bVd : abe Z} est le plus petit sous-anneau de C contenant V.

2. Montrer que {a +b\d : abe @} est le plus petit sous-corps de C contenant V.

3. (a) Montrer quesid =1 mod 4 alors {a + #b tabe Z} est un anneau.

: 1+/d . A o .
Indice : on pourra remarquer que +T est solution d'un polyndme quadratique a coefficients entiers.

(b) Est-ce toujours vraisid # 1 mod 4?

Exercice 2. Soient A un anneau et a € A.
Montrer que s’il existe b, c € A tels que ab = ca = 1 alors a est inversible.

Exercice 3.
1. Est-ce que l'application trace tr : M,(R) — R est un morphisme d’anneaux?
2. Est-ce que l'application déterminant det : M,(R) — R est un morphisme d’anneaux?

Exercice 4. Soit f : A - B un morphisme d’anneaux.
1. Montrer que si A est trivial alors B est trivial.
2. Laréciproque est-elle vraie?
3. Montrer que si B est non trivial alors ker(f) n’est pas un sous-anneau de A.

Exercice 5. Soit (4, +,-,0,1) un anneau. On définit @ : AXA - Aet® : AXA - Apar
a®b:=a+b+1 et a®@b:=ab+a+b.

1. Montrer que @ admet un neutre que I'on note e et que ® admet un neutre que ’on note u.
2. Montrer que (4, @, O, e, u) est un anneau isomorphe a (A4, +,-,0, 1).
Indice : on pourra commencer par exhiber une bijection ¢ : A — A compatible avec les lois.

Exercice 6. Déterminer, a isomorphisme prés, tous les anneaux a 2 (resp. 3) éléments.

Exercice 7. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur n,m € N pour qu’il existe un morphisme
d’anneaux Z/mZ — Z/nZ.

Exercice 8 (Anneaux de polyndmes — trés important).
Soit A un anneau. On définit 'ensemble des polyndmes a coefficients dans A, noté A[X], comme 1’ensemble
des suites d’éléments de A a support fini, i.e.

Y(a,)nen € AV, @),en € AIX1& (AN €N, VREN, n> N = a,=0).
Pour (a,),ens (b)) nen € ALX], on définit

(an)neN + (bn)neN = (an + bn)neN

n
(an)nGN ' (bn)neN = <Z akbn—k> .
k=0 neN

On pose 0 := (0,0, ...) € A[X] et 1 :=(1,0,0,...) € A[X]. Pour P := (a,),en € AlX]~ {0}, on définit le degré
de P par deg(P) := max{n €N : a, # 0} et on pose deg(0) := —co.
1. Montrer que (A[X],0, 1, +, -) est un anneau.
2. (a) Montrer que: : A —» A[X] défini par 1(a) = (a,0,0, ...) est un morphisme d’anneaux injectif.
(b) Montrer que pour (a,),cn € A[X], 0na(a,),cn = Z a,X"ouX :=(0,1,0,0,... ... )et,pourn €N,
n>0
on identifie a, € A avec 1(a,) := (a,,0,0,...) € A[X].
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3. Montrer que A est commutatif si et seulement si A[X] 1'est.
4. On suppose que A est un anneau commutatif non trivial.
(a) Montrer que si le coefficient dominant de g € A[X] ~ {0} n’est pas un diviseur de zéro dans A
alors Vf € A[X], deg(fg) = deg(f) + deg(g).
(b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A[X] estintegre
(ii) A estintegre
(iii) Vf,g € A[X], deg(fg) = deg(f) + deg(g)
5. On suppose maintenant que A un anneau commutatif.
(a) Soient f,g € A[X] tels que g # 0 et que le coefficient dominant de g est inversible dans A.
Montrer qu’il existe g, r € A[X] uniquement déterminés par f = qg + r et deg(r) < deg(g).
On appelle q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de f par g.
(b) Soient f € A[X]eta € A.
Montrer que a est une racine de f si et seulement s'il existe g € A[X] tel que f = (X —a)g.
(c) On suppose maintenant que A est un anneau commutatif non trivial.
Montrer que A est intégre si et seulement si tout polyndme non nul f € A[X] possede au plus

deg(f) racines.
Exercice 9. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-anneaux de Z[X]?
1. {PeZ[X] : deg(P)<njouneN 3. {X0 : 0 e7Z[X]}
2. {P e Z[X] : deg(P)=0 mod 2} U {0} 4. {P(X* : PezZ[X]}
Exercice 10. Les applications suivantes sont-elles des morphismes d’anneaux?
1 Z[X] - Z 2 Z[X] - Z
P = P " P = P

Exercice 11 (Trés important).

1. Soient A un anneau commutatif, B un sous-anneau de A et w € A.
d d

(a) Montrerqueev,, : B[X] — A,définiparev,, Z a, X k.= Z aka)k, est un morphisme d’anneaux.
k=0 k=0
Pour P € B[X], on note P(w) := ev,,(P).
(b) Onpose Blw] := {P(w) : P € B[X]}.
Montrer que Blw] est le plus petit sous-anneau de A contenant B et w.
2. On considere maintenant A = C. Soit w € C.
(a) Montrer que Z[w] est le plus petit sous-anneau de C contenant w.
(b) On suppose qu’il existe P € Z[X] unitaire de degré d > 1 tel que P(w) = 0.
Montrer que Z[w] = {ad_la)d'l + - +aw+ay : agap,...,a;_1 € Z}.
(c) Lerésultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas P unitaire?

(d) Soitd € Z, déterminer explicitement Z [\/E] etQ [\/d_] ol \Vd:=iy/dsid <0.

Exercice 12. Parmi les anneaux suivants, lesquels sont integres?
1. Q 2. Z1i] 3. ZI6Z 4. 717 5. CO(R,R)

Exercice 13.
1. Montrer que si z est I'inverse de 1 — yx alors z — 1 = yxz = zyx.
2. En déduire qu’il existe t € A tel que t — 1 = xyt = txy.
3. Conclure que 1 — xy est inversible.

Exercice 14. Montrer qu'un anneau integre fini est un corps.

Exercice 15 (L'anneau H des quaternions).

1. Montrer que H == { (Zl -2

= > D 21,29 € C} C M,(C) est un anneau a division non commutatif.
2 1

2. Montrer que X 2 + 1 € H[X] a une infinité de racines.
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Exercice 16.
On définit le centre d'un anneau A par C(A) = {x € A : Va € A, xa = ax}.
1. Montrer que le centre C(A) est un sous-anneau de A.
2. Déterminer le centre C(H) de H.
. 1 i 0 0 -1
Indice : on pourra considérer I := <0 —i) et J := <1 0 >
Exercice 17.
Soit A un anneau de Boole, i.e. vérifiant Va € A, a* = a.
1. Montrer Va € A, 2a = 0.
2. Montrer que A est commutatif.
3. Montrer que 0 est le seul élément nilpotent de A.
4. Montrer que 1 est le seul élément inversible de A.
5. On suppose que A est integre, déterminer A.

Exercice 18.
Soit E un ensemble.
1. Montrer que (Z2Z)F est un anneau de Boole.
ZRZ)* - P(E)
foe
3. En déduire que (P(E), A, N) est un anneau de Boole.
On rappelle que la différence symétrique de A, B € P(E) est définie par AAB := (AU B)~ (AN B).

2. Montrer que ¢ : est bijective.

Exercice 19.
1. (a) MontrerqueVa,bEZ,a+b\/§:0©a=b=0.
(b) En déduire que Va,b,c.d € Z, a+b\/§=c+d\/§©a=cetb=d.
2. OnconsidéreA::Z[\/E] = {a+b\/§ : a,beZ}.

Pour a,b € Z, on note N (a + b\/E) = a? — 2b°.
(a) Montrer que Vz,z' € A, N(zz') = N(z)N(z).
(b) Montrer queVz € A, z€ A* & |[N(z)| = 1.
(c) Ondéfinit W= {z € A* : z> 1}.
Montrer que si a + b\/z € Walors -1 <a—-by2<1.

(d) En déduire que sia+ b\/z € W alors a,b > 0.
(e) Montrer que W admet un plus petit élément, que 1'on note w := min(W’) dans la suite.
(f) Soit z € A*N]O, +oo].

i. Montrer qu'il existe un entier n € Z tel que 0"~ < z < @".

ii. Montrer que z = @".

(g) Déterminer A™.

2 Idéaux & passage au quotient

Exercice 20.

On considére C(]0, 1]) I'anneau des fonctions f : [0, 1] = R continues.

Montrer de deux fagons différentes que I := { fec’o,1)) : f(0)= 0} est un idéal de €°([0, 1)).
Indication : pour la premiére méthode, on pourra utiliser la définition, et pour la seconde, remarquer que I est le noyau
d’un morphisme d’anneaux.

Exercice 21. Montrer que les idéaux de Z sont les nZ ot n € N.

Exercice 22.

Soit f : A = B un morphisme d’anneaux.
1. Montrer que si f est surjectif alors I'image d"un idéal de A par f est un idéal de B.
2. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas f surjectif?
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Exercice 23.
1. Montrer qu'un anneau a division A posséde exactement deux idéaux, a savoir {0} et A.
2. (a) Montrer que M,(Z/2Z) n’est pas un anneau a division.
(b) Montrer que pour tout a, b, c,d € Z/2Z, on a dans M,(Z/27) :

(1) (2 0)= (%)
1 0/\c d a b
(0 o)=(a )
c d/\1 O d ¢
(00) (€ 2)(00)=(6 o)
0 0/\c d)\0 O 00
(c) En déduire que M,(Z/2Z) possede exactement deux idéaux.
(d) Est-ce que la réciproque de I'énoncé de la question (1) est vraie?
3. Montrer qu'un anneau commutatif est un corps ssi il possede exactement deux idéaux.
4. Soient A un anneau a division, B un anneau et f : A - B un morphisme d’anneaux.

(a) Montrer que si B n’est pas trivial alors f est injectif.
(b) Que se passe-t-il si B est trivial?

Exercice 24.

On définit I'ensemble des nombres décimaux par D := {ﬁ ra€”Z keN }
1. Montrer que D est un anneau intégre pour les lois usuelles.

2. Déterminer I'ensemble D* des inversibles de D.

3. (a) Montrer que si I est un idéal de D alors I N Z est un idéal de Z.

(b) En déduire que D est principal.

Exercice 25.

On considere [ := (2, X) I'idéal de Z[ X ] engendré par 2 et X.
1. Montrer que I = {P € Z[X] : P(0)=0 mod 2}.
2. Est-ce que I est un idéal principal ?

Exercice 26. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.
On définit le radical de I par \/— = {x €A dneN~{0}, x" € I}.

1. Montrer que VT est un idéal de A.

2. Montrer que \/ \/_ = \/7

3. Déterminer \/T pour A = Z et I = nZ otin € N.
4. Montrer que 0 est le seul nilpotent de A/ VT.

4

Exercice 27. Pour chacun des anneaux suivants, exhiber un anneau isomorphe “plus simple” :
1. A[X]/(X — a) oul A est un anneau commutatif et a € A.
2. Z[XV2X - 1)

Exercice 28. Le but de cet exercice est de démontrer le deuxiéme théoréme d’isomorphisme.
Soient A un anneau, B un sous-anneau de A et I un idéal de A.

1. Montrer que B + I est un sous-anneau de A.

2. Montrer que BN I est un idéal de B.

3. Montrer que [ est unidéal de B + I.

4. Montrer que les anneaux B/B N I et (B + I)/I sont isomorphes.

Exercice 29 (Caractéristique d’un anneau).
Soit A un anneau.
1. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux ® : Z — A.
2. Montrer qu’il existe un unique ¢ € N tel que ker(®) = c¢Z.
Cet entier ¢, que I'on note car(A), est appelé la caractéristique de A. C’est le plus petit entier ¢ > 0 tel que

I1+1+--4+1=0,
— ——

¢ fois

sil existe, et sinon car(A) = 0 (on dit alors que A est de caractéristique nulle).
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3. Déterminer la caractéristique des anneaux suivants :
(a) Z (c) Q (e) ZIAZ X ZI8Z X Z/12Z
(b) Z/InZ ouneN (d) 213z x 7/4AZ (f) @x z/4z

4. Montrer que A contient un sous-anneau isomorphe a Z/ car(A)Z.

5. On suppose dans cette question que p := car(A) est un nombre premier.

(a) Montrer que Vk € {1,...,p—1}, pl(i).
(b) Montrer que si a, b € A vérifient ab = ba alors (a + b)” = a” + b*.

(c) En déduire que si A est commutatif alors est un morphisme d’anneaux.

al

6. Montrer que si A est integre alors car(A) est soit nulle soit un nombre premier.

Exercice 30.
1. Déterminer les idéaux premiers de Z.
2. Déterminer les idéaux maximaux de Z.

Exercice 31.
1. Montrer que tout idéal de Z/8Z est principal.
2. L'anneau Z/8Z est-il principal ?
3. Montrer que Z/8Z admet quatre idéaux que I’'on donnera explicitement.
4. Montrer que Z/8Z admet un unique idéal premier.

Exercice 32.
L'idéal I de A est-il premier ? maximal?

1. A=Q[X), I =(X?>-2) 4. A=R[X], I =(X-2) 7. A=2Z[i,I =1+
2. A=Z[X), I =(X?>-2) 5. A=R[X], I =(X?>+1) 8. A=27Z[X],I=(nX)
3. A=R[X), I = (X?-2) 6. A=C[X],I=(X*+1) ottn € N {0}

Exercice 33.
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant.
1. Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal premier de B alors f ~1(I) est un idéal premier de A.
2. Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal maximal de B alors f~!(I) est un idéal maximal de A.
3. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal premier de B alors I N A est un idéal premier de A.
4. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal maximal de B alors I N A est un idéal maximal de A.

Exercice 34.

On considere I'unique morphisme d’anneaux © : Z — Z[i]/(i — 3), i.e. O(n) := n.
1. Montrer que © induit un isomorphisme 6 : Z/10Z — Z[i]/(i — 3) puis déterminer oL
2. Lidéal (i — 3) de Z[i] est-il premier ? maximal ?

Exercice 35.
Soit A un anneau de Boole (voir I’Exercice 17).
1. Montrer que si I est un idéal de A alors A/I est un anneau de Boole.
2. (a) Montrer que si I est un idéal premier de A alors A/l ~ Z/27.
(b) En déduire que tout idéal premier de A est maximal.
(c) Soit I un idéal premier. Montrer que Vx,y € A~NI, x+y € I.
3. (a) Montrer que Vx,y € A, (x,y) = (x +y + xy).

(b) En déduire que tout idéal de A finiment engendré est principal.
Exercice 36.

1. Soit A un anneau principal. Montrer que tout idéal premier non nul de A est maximal.
2. L'énoncé de la question précédente est-il vrai si A est un anneau quelconque?
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Exercice 37.
Soit A un anneau. On dit que a € A est nilpotent s’il existe n € N\ {0} tel que a" = 0.
On dénote I'ensemble des nilpotents de A par Nil(A).
1. Montrer qu'un nilpotent non nul est un diviseur de zéro.
2. Montrer que si a € Nil(A) alors —a € Nil(A).
3. Montrer que si a € Nil(A) alors 1 + a et 1 — a sont inversibles.
4. On suppose désormais que A est commutatif.
(a) Montrer, de deux fagons différentes, que Nil(A) est un idéal de A.
(b) Montrer que 0 est le seul nilpotent de A/ Nil(A).
(c) Montrer que Vu € A*, Va € Nil(A), u+a € A" etu—a € A"
(d) Montrer que Nil(A) est l'intersection des idéaux premiers de A.

Exercice 38.
Soit A un anneau commutatif.
1. Soit f € A[X]~{0}. Montrer que f est un diviseur de zéro de A[ X ] si et seulement s’il existe d € A~ {0}
telquedf =0.
2. Soit f = ag+a; X + ayX> + - 4+ a,X" € A[X].
(a) Montrer que f € Nil(A[X]) si et seulement si ag, a, ..., a, € Nil(A).
(b) Montrer que f € (A[X])" si et seulement siqy € A" et ay, ..., a, € Nil(A).
Pour les deux questions précédentes, on pourra utiliser I'exercice précédent.
3. (a) Montrer que si A est integre alors (A[X])* = A* et Nil(A[X]) = {0}.
(b) Le résultat précédent est-il vrai pour un anneau commutatif non trivial quelconque?

Exercice 39.
Montrer que si A est un anneau commutatif alors A \ A* est la réunion des idéaux maximaux de A.

Exercice 40.
Soit A un anneau commutatif non trivial.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A posséde un unique idéal maximal m,

(i) A\ A* estunidéal,

(ili) Vae A,a€ A*oul —a € A%,

(iv) il existe un idéal maximal I telqueVae I, 1 —a € A™.
On dit alors que A est un anneau local et que A/m est le corps résiduel de A.

Exercice 41.
1. Montrer que les idéaux (X — 1) et (X 2+ X + 1) sont comaximaux dans Q[X].

2. On consideére maintenant I'anneau Z[ X].
(a) Montrer que ZIX1 = Z/—M induit un isomorphisme Z[X1/(X —1,3) = Z/3Z.
P ~  P()
(b) Montrer que (X —1,3) = (X — LX>+X+1).
(c) Lesidéaux (X — 1) et (X2 + X + 1) sont-ils comaximaux?
(d) Montrer que le morphisme canonique Z[X] — Z[ X /(X —1)XZ[ X /(X 24X +1)n'est pas surjectif.

Exercice 42.
Soient (4,0, 1, +, -) un anneau commutatif et a, b € A.
Montrer que a et b sont étrangers si et seulement si a € (A/(b))*.

Exercice 43.
Pour chacun des morphismes canoniques suivants, montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme et déterminer
sa réciproque.

1. 21307 — Z12Z X 7137 X ZI5Z

2. RIXT/(X* 4+ X?) > RIXV(X?) X RIXT/(X?+ 1)
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3 Divisibilité dans les anneaux

Exercice 44.

1. (a) Montrer que Z[X1/(2) ~ (Z/2Z)[X].
(b) En déduire que (Z[X1/(2))* = {1}.

2. On considére A = Z[X/(2(X? = 1)).
(a) Montrer que les inversibles de A sont Tet—1.
(b) Montrer que 2 et 2X sont associés.
(c) Montrer qu'il n’existe pas u € A* tel que 2X = 2u.
(d) Y a-t-il une contradiction avec le résultat du cours stipulant que deux éléments sont associés si

et seulement s’ils sont multiples 1'un de 1’autre par un inversible ?

Exercice 45.
Soit A un anneau intégre.
1. Montrer que si a, b € A ont un ppcm alors ils ont un pged.

2. La réciproque est-elle vraie? On pourra considérer 2 et 1 + i /3 dans 7 [z\/g]

Exercice 46.
Soit A un anneau commutatif.
1. Montrer que si 7z € A est irréductible et si u € A* est inversible alors ur est irréductible.
2. Soient z, 7" € A deux éléments associés de A.
Montrer que 7 est irréductible si et seulement si z’ 1'est.
Attention : I'anneau A n’est pas supposé intégre.

Exercice 47.
Soient A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) == |z|*.
1. Expliciter {z€ A : N(z) <10}.
2. (a) Montrer que Vz,w € A, zlw => N(z)|N(w).
(b) Etudier la réciproque.
3. (a) MontrerqueVze€ A, z€ A* & N(z) = L.
(b) En déduire que A™ = {+1, +i}.
. Les éléments 2 et 3 sont-ils des irréductibles de A?
. (a) Soit z € A. Montrer que si N(z) est un nombre premier alors z est un irréductible.
(b) Etudier la réciproque.
. Les éléments 2 + i et 2 — i sont-ils des irréductibles de A?
. Lister les éléments z € A irréductibles vérifiant N(z) < 10.
. (a) Décomposer 10, 1 + 5i, 6 + 8i et —13 + 9i en produit de facteurs irréductibles.
(b) En déduire un pged et un ppcm de 1 + 5i et 6 + 8i.

Q1 W=~

x® N O

Exercice 48.
1. Montrer que Z/6Z est un anneau noethérien non integre n’admettant pas d’irréductible.

2. Montrer que (5) est un idéal premier de Z/6Z.

3. Y a-t-il une contradiction avec le résultat du cours énongant que si () est premier non nul alors 7 est
irréductible ?

4. Montrer qu’aucun élément non nul et non inversible de Z/6Z s’écrit comme le produit d"un inversible
et d’irréductibles.

Exercice 49.
Soit A un anneau commutatif non trivial. On suppose qu’il existe N : A — N vérifiant :
(i) Vae A, N(@=0sa=0
(ii) Va€ A, N(a)=1 & a € A*
(iii) Va,b € A, N(ab) = N(a)N(b)
1. Montrer par récurrence sur N(a) que tout élément a € A ~ {0} s’écrit de la forme a = ux, --- 7, ol
u € A* et ot les x; sont irréductibles.
2. Cette écriture est-elle nécessairement unique ?
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Exercice 50.
On considere I'anneau Z i\/g .

1. Montrer que 2 est irréductible.
2. Montrer que (2) n’est pas premier.

3. Lanneau Z [i \/5] est-il factoriel ?

Exercice 51.
On considére A := {P € Q[X] : P0) e Z}.
1. Montrer que A est un anneau intégre pour les lois usuelles.
2. Montrer que A* = {x1}, i.e. que les inversibles de A sont 1 et —1.
3. (a) Soit P € A tel que P(0) = 0. Montrer que Vm € Z ~ {0}, m|P.
(b) Montrer que les irréductibles de A sont :
e +p, oll p est un nombre premier;
e +P,ou P estun irréductible de Q[X] tel que P(0) = 1.
4. Montrer que X ne s’écrit pas comme produit d"un inversible et d’irréductibles.
5. Est-ce que A est factoriel ?

6. Est-ce que A est noethérien?
X

7. Montrer que 1'idéal (277 ne N~ { 0}) n’est pas principal.
Exercice 52. Soit A:= {P € Q[X] : P'(0) =0}.
1. Montrer que A est un anneau integre contenant X Zet X°.
2. Déterminer A*.
3. A-t-on X2| X3 dans A?
4. Montrer que X2 et X° sont irréductibles et non associés dans A.
5. Exhiber un élément de A admettant deux décompositions distinctes en facteurs irréductibles.
6. Lideal (X?) de A est-il premier ?
7. Montrer que I'idéal I == (X2, X*) de A n’est pas principal.
8. Montrer que les diviseurs unitaires communs a X > et X% dans A sont 1, X% et X°.
9. En déduire que X° et X° n‘ont pas de pgcd.
10. Justifier de 4 facons différentes que A n’est pas un anneau principal.
11. Montrer que tout élément P € A s’écrit sous la forme P = ay + a3 X°> + X?Q o1 Q € A et ay, a; € Q.
12. Identifier 'anneau A/I avec un anneau plus simple.
13. I est-il un idéal maximal de A?

Exercice 53.
1. Montrer que Z[i] est un anneau euclidien pour le stathme v(z) := 1z|2.

2. Montrer que Z [\/5] est un anneau euclidien pour le stathme v (a +bv/2 ) = |a® — 2%

Exercice 54. Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un corps, (ii) A[X] est euclidien, (iii) A[XT] est principal.

Exercice 55. On se place dans 'anneau R[X].
1. Pour chacun des couples suivants, déterminer un pgcd, un ppcm et une relation de Bézout.
(@) X>+ X +detX>+X+2
(b) X*+2X2 - X +5et X* +3X2+ X +1
() X°4+2X3+ X+ X +letX* -1
2. Les anneaux suivants sont-ils des corps? Si oui, les identifier a un corps plus simple.
(a) RIX/(X? + X +4) () RIXI/(X>+ X +2)

Exercice 56. Soit A un anneau de Bézout, i.e. un anneau integre ot tout idéal finiment engendré est principal.
1. Montrer que deux éléments quelconques de A ont un pgcd.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est noethérien, (ii) A est un anneau principal, (iii) A est factoriel.
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Exercice 57. L'objectif de cet exercice est de résoudre I"équation diophantienne suivante
(E) x¥*-y*=2, x,yeZ

1. Déterminer les inversibles de A.

2. Justifier rapidement que A est factoriel.

3 = zz dans A.

On considere (x, y) une solution de (E) et on pose z := y + i V2 de sorte que x
3. Montrer que x et y sont impairs.
4. Montrer que z et Z sont premiers entre eux dans A.
5. En déduire qu'il existe w € A tel que z = w® dans A.

6. Conclure : déterminer les solutions de (E).

Exercice 58 (Somme de deux carrés).
Soient A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) := |z
1. (a) Montrer queVz € A, z € A* & N(z) = 1.
(b) En déduire que A™ = {+1, +i}.
2. On considere £ :== {neN : Ja,beN, n= a’ + bz} I'ensemble des entiers qui s’écrivent comme la
somme de deux carrés d’entiers.
(a) Montrer que sin,m € X alors nm € Z.
(b) Soit p un nombre premier.
i. Montrer que p € X si et seulement si p n’est pas un irréductible de A.
ii. Montrer que A/(p) =~ Z[X/(X? + 1, p) ~ (ZIpZ)[X1/(X? + 1).
iii. En déduire que p n’est pas irréductible dans A si et seulement si —1 est un carré modulo p si
etseulementsip=2oup=1 mod 4.
(c) Soitn € N {0, 1}. Montrer que n € X ssi v,(n) est pair pour tout premier p =3 mod 4.

Exercice 59.
(I) PREMIERE PARTIE : quelques propriétés des idempotents.
On rappelle qu'un élément x € A d’un anneau A est appelé idempotent si x* = x.

(1) Quels sont les idempotents d'un anneau integre ?
(2) Soit A un anneau. Montrer que si a € A est idempotent alors 1 — a l’est aussi.

Dans la suite de cette partie, on fixe A un anneau commutatif et a,b € A deux idempotents.

(3) (a) Montrer que a + b — ab est idempotent.
(b) Montrer que (a,b) = (a+ b — ab).
(4) (a) Montrer que b|a si et seulement si a = ab.
(b) En déduire que (a) = (b) si et seulement si a = b.

(II) DEUXIEME PARTIE : anneaux absolument plats.
On dit qu'un anneau A est absolument plat s'il est commutatif et siVa € A, a € (a?).

(5) Montrer qu'un corps est absolument plat.

(6) On suppose dans cette question que A est un anneau absolument plat.
(a) Soit @ € A. Montrer qu'il existe b € A tel que a = ba’.
(b) Montrer que, pour a et b comme dans la question précédente, ba est idempotent et (a) = (ba).
(c) En déduire que tout idéal principal de A est engendré par un idempotent.

(7) Soit A un anneau commutatif. Montrer que A est absolument plat si et seulement si tout idéal
finiment engendré de A est engendré par un idempotent.
Indice : on pourra utiliser (6)(c) et (3).

(II) TroISIEME PARTIE : anneau des idempotents.
Dans cette partie, on considére A un anneau commutatif et B := {a €EA: a= a}.

(8) Ondéfinite : AXA —» Aparaeb:=a+b—2ab.
Montrer que B est stable par e, i.e.sia,b € Balorsaeb € B.

(9) Montrer que - admet un neutre dans B, que l'on note e.
(10) Montrer que (B, e, -, e, 1) est un anneau commutatif.
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Exercice 60.

L'objectif de cet exercice est de montrer que Z [@] est principal mais n’est pas euclidien.

(I) PREMIERE PARTIE.
L'objectif de cette partie est de montrer que si A est un anneau euclidien alors il existe x € A\ A* tel
que la restriction 7| 4+ ;10 : A" U {0} — A/(x) de la projection canonique (quia y € A* U {0} associe y
la classe de y modulo I'idéal (x)) est surjective.

(1) Montrer que si A est un corps alors un tel x existe.
(2) On suppose maintenant que A est un anneau euclidien qui n’est pas un corps et dont le stathme
est noté v.
(a) Justifier qu’il existe x € A non nul et non inversible tel que v(x) soit minimal.
(b) Montrer qu'un tel x convient.
(3) Déterminer un tel x pour les anneaux euclidiens suivants :
L(Ryv=1) 2.(Zv:=|-]) 3.R[X],v:=deg) 4. (Z[ilv=]?)

(II) DEUXIEME PARTIE.

1+iy/19
2

(1) Calculer a + a et aa et en déduire que a est racine d'un polynéme unitaire a coefficients entiers
de degré 2 que 'on exhibera.

(2) Pour z € A, on pose N(z) := zz.
(a) Montrer que Ya,b € Z, N(a + ba) = a* + ab + 5b*.
(b) Montrer queVz € A, z€ A* & N(z) = 1.
(c) En déduire que A™ possede deux éléments.

(3) Conclure des questions des deux parties précédentes que A n’est pas euclidien.
Indice : on rappelle que Z/2Z est I'unique anneau d deux éléments et que Z/3Z est I'unique anneau a trois
éléments, a isomorphisme pres.

On pose a := et on considére A := Z[a] ={a+ba € C . a,beE Z}.

(ITII) TROISIEME PARTIE.
(1) Soienta,b e A~ {0}. Montrer qu'il existe ¢,r € A tels que
e r=00uN() < N(O).
e a=bg+roula=bg+r.

Indice : on pourra écrire % =u+va € Cavecu,v € Q et considérer deux cas : v & ]n + %,n + %[ et

veE ]n + %,n + %[ ou n = |v| est la partie entiére de v.
(2) (a) Montrer que A ~ Z[X]/(X? - X +5).
(b) En déduire que A/(2) est un corps, i.e. que (2) est un idéal maximal de A.
(3) Montrer que A est un anneau principal.
Indice : on pourra adapter la démonstration de la proposition stipulant qu’un anneau euclidien est principal
en remplagant la division euclidienne par le résultat de la question (1) et avec une disjonction de cas.

Exercice 61. Quel est le point commun entre un Nazgil et un schéma affine?

‘\ W, W v

\I/é W % v W %;ﬁ \l/é 50{2/10 /%/ W 3/9
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