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Exercice 1. Les trois questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
(1) a. Qu’est-ce qu’un anneau à division?

b. Que signifie que deux éléments 𝑎 et 𝑏 d’un anneau commutatif 𝐴 sont associés?
(2) Déterminer un pgcd puis une relation de Bézout de 1 + 5𝑖 et 6 + 8𝑖 dans ℤ[𝑖].
(3) Soit 𝐴 un anneau commutatif dont tout idéal est premier.

a. Montrer que 𝐴 est intègre.
b. Montrer que 𝐴 est un corps.

Exercice 2.
On considère l’ensemble 𝐴 ≔ ℤ/3ℤ × ℤ/3ℤ. On définit ⊕ ∶ 𝐴 × 𝐴 → 𝐴 et ⊙ ∶ 𝐴 × 𝐴 → 𝐴 par

(𝑎, 𝑏) ⊕ (𝑐, 𝑑) ≔ (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑) et (𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐, 𝑑) ≔ (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐).

On pose 𝟘 ≔ (0, 0) et 𝟙 ≔ (1, 0).
(1) Montrer que (𝐴, ⊕, ⊙, 𝟘, 𝟙) est un anneau commutatif non trivial.
(2) a. Montrer que si (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 ∖ {𝟘} alors 𝑎2 + 𝑏2 ∈ (ℤ/3ℤ)∗.

b. En déduire que (𝐴, ⊕, ⊙, 𝟘, 𝟙) est un corps.
Indication : étant donné (𝑎, 𝑏) ≠ 𝟘, on pourra chercher un inverse de la forme (𝑎𝑥, −𝑏𝑥).

(3) Montrer que 𝐵 ≔ {(𝑎, 0) ∶ 𝑎 ∈ ℤ/3ℤ} est un sous-corps de 𝐴.

Exercice 3. Quelques propriétés des anneaux réguliers au sens de von Neumann.
On dit qu’un anneau 𝐴 est régulier si ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∃𝑢 ∈ 𝐴, 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎.
(1) a. Un anneau à division est-il régulier?

b. L’anneau ℤ est-il régulier?
(2) On considère 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux.

Montrer que si 𝐴 est un anneau régulier alors Im(𝑓 ) l’est aussi.
(3) Soient 𝐴 et 𝐵 deux anneaux. Montrer que 𝐴 et 𝐵 sont réguliers si et seulement si 𝐴 × 𝐵 l’est.
(4) Soit 𝐴 un anneau régulier.

On rappelle que son centre 𝐶(𝐴) ≔ {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎} est un sous-anneau de 𝐴.
a. Soient 𝑎 ∈ 𝐶(𝐴) et 𝑢 ∈ 𝐴 tels que 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎. Montrer que 𝑎𝑢 ∈ 𝐶(𝐴).
b. En déduire que 𝐶(𝐴) est régulier.

(5) Montrer que si 𝐴 est un anneau intègre et régulier alors 𝐴 est un corps.
(6) Montrer que si 𝐴 est un anneau commutatif et régulier alors 0 est le seul nilpotent de 𝐴.

On rappelle qu’un élément 𝑎 ∈ 𝐴 est nilpotent s’il existe 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} tel que 𝑎𝑛 = 0.
(7) Soit 𝐴 un anneau commutatif.

a. Montrer que si 𝐴 est régulier alors tout idéal principal de 𝐴 est engendré par un idempotent (i.e.
un élément 𝑒 ∈ 𝐴 vérifiant 𝑒2 = 𝑒).

b. Réciproquement, supposons que pour tout 𝑎 ∈ 𝐴 il existe 𝑒 ∈ 𝐴 tel que (𝑎) = (𝑒) et 𝑒2 = 𝑒.
Montrer que 𝐴 est régulier.

(8) a. Soient 𝑝 un nombre premier et 𝜈 ∈ ℕ ∖ {0}.
Montrer que ℤ/𝑝𝜈ℤ est régulier si et seulement si 𝜈 = 1.

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} pour que ℤ/𝑛ℤ soit régulier.
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Exercice 4.
On considère l’anneau 𝐴 ≔ ℤ [𝑖√5] = {𝑎 + 𝑖𝑏√5 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} muni de l’application 𝑁 ∶ ℤ [𝑖√5] → ℕ
définie par 𝑁(𝑧) = |𝑧|2.
(1) a. Montrer que 𝑧 ∈ 𝐴∗ si et seulement si 𝑁(𝑧) = 1.

b. Montrer que 𝐴∗ = {±1}.
(2) Résoudre l’équation 𝑁(𝑧) = 9 d’inconnue 𝑧 ∈ 𝐴.
(3) a. Montrer que les éléments 2 + 𝑖√5, 2 − 𝑖√5 et 3 sont irréductibles et deux à deux non associés.

b. En déduire deux décompositions distinctes de 9 en produit d’irréductibles.
(4) a. Montrer directement à partir de la définition que l’idéal (3) n’est pas premier.

b. Montrer que 𝐴/(3) ≃ ℤ[𝑋]/(3, 𝑋2 + 5).
c. Montrer que ℤ[𝑋]/(3, 𝑋2 + 5) ≃ ℤ/3ℤ × ℤ/3ℤ.
d. En déduire une nouvelle démonstration du fait que l’idéal (3) n’est pas premier.

(5) Montrer que 9 et 3 (2 + 𝑖√5) n’ont pas de pgcd dans 𝐴.
Indication : on pourra commencer par lister les diviseurs communs.

(6) On considère l’idéal 𝐼 ≔ (3, 1 + 𝑖√5).

a. Montrer que 𝐼 = {𝑎 + 𝑖𝑏√5 ∶ 𝑎 ≡ 𝑏 mod 3}.
b. En déduire que 𝐼 ≠ 𝐴.
c. Montrer que 𝐼 n’est pas principal.

(7) Justifier de quatre façons distinctes que 𝐴 n’est pas un anneau principal.
(8) 𝐴 est-il un anneau euclidien pour 𝑁 ? Pour un autre stathme?
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Solution de l’exercice 1.

(1) a. On dit qu’un anneau 𝐴 est à division si 𝐴∗ = 𝐴 ∖ {0}.
b. On dit que 𝑎 et 𝑏 sont associés si 𝑎|𝑏 et 𝑏|𝑎.

(2) L’algorithme d’Euclide, avec 𝑁(𝑧) ≔ |𝑧|2 donne

6 + 8𝑖 = (1 + 5𝑖)(2 − 𝑖) + (−1 − 𝑖) où 𝑁(−1 − 𝑖) = 2 < 26 = 𝑁(1 + 5𝑖)
1 + 5𝑖 = (−1 − 𝑖)(−3 − 2𝑖) + 0

Donc un pgcd de 1 + 5𝑖 et 6 + 8𝑖 est −1 − 𝑖.
De plus −1 − 𝑖 = (6 + 8𝑖) × 1 + (1 + 5𝑖) × (−2 + 𝑖).

(3) a. Puisque l’idéal (0) est premier, on a que 𝐴 ≃ 𝐴/(0) est intègre.
b. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}. Puisque (𝑥2) est premier et que 𝑥2 ∈ (𝑥2), on obtient que 𝑥 ∈ (𝑥2).

Ainsi, il existe 𝑎 ∈ 𝐴 tel que 𝑥 = 𝑎𝑥2. Puisque 𝐴 est intègre et 𝑥 ≠ 0, on obtient 1 = 𝑎𝑥.
Donc 𝑥 est inversible.

Solution de l’exercice 2.

(1) Montrons que (𝐴, ⊕, ⊙, 𝟘, 𝟙) est un anneau commutatif non trivial.
• (𝐴, ⊕, 𝟘) est un groupe commutatif (c’est le produit de groupes usuel).
• ⋅ est associative : soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑒, 𝑓 ) ∈ 𝐴 alors

(𝑎, 𝑏) ⊙ ((𝑐, 𝑑) ⊙ (𝑒, 𝑓 )) = (𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐𝑒 − 𝑑𝑓, 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒) = (𝑎𝑐𝑒 − 𝑎𝑑𝑓 − 𝑏𝑐𝑓 − 𝑏𝑑𝑒, 𝑎𝑐𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐𝑒 − 𝑏𝑑𝑓)
et
((𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐, 𝑑)) ⊙ (𝑒, 𝑓 ) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) ⊙ (𝑒, 𝑓 ) = (𝑎𝑐𝑒 − 𝑏𝑑𝑒 − 𝑎𝑑𝑓 − 𝑏𝑐𝑓 , 𝑎𝑐𝑓 − 𝑏𝑑𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐𝑒).
Donc (𝑎, 𝑏) ⊙ ((𝑐, 𝑑) ⊙ (𝑒, 𝑓 )) = ((𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐, 𝑑)) ⊙ (𝑒, 𝑓 ).

• Montrons que 𝟙 est le neutre de ⊙ : soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 alors (𝑎, 𝑏)⊙(1, 0) = (𝑎⋅1−𝑏⋅0, 𝑎⋅0+𝑏⋅1) = (𝑎, 𝑏)
et (1, 0) ⋅ (𝑎, 𝑏) = (1 ⋅ 𝑎 − 0 ⋅ 𝑏, 1 ⋅ 𝑏 + 0 ⋅ 𝑎) = (𝑎, 𝑏).

• ⊙ est commutative : soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴 alors

(𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) = (𝑐𝑎 − 𝑑𝑏, 𝑑𝑎 + 𝑐𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⊙ (𝑎, 𝑏).
• ⊙ est distributive par rapport à ⊕ : soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑒, 𝑓 ) ∈ 𝐴 alors

(𝑎, 𝑏) ⋅ ((𝑐, 𝑑) ⊕ (𝑒, 𝑓 )) = (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑐 + 𝑒, 𝑑 + 𝑓)
= (𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 − 𝑏𝑑 − 𝑏𝑓 , 𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑒)
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) ⊕ (𝑎𝑒 − 𝑏𝑓 , 𝑎𝑓 + 𝑏𝑒)
= ((𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑐, 𝑑)) ⊕ ((𝑎, 𝑏) ⊙ (𝑒, 𝑓 )) .

• (𝐴, ⊕, ⊙, 𝟘, 𝟙) est non trivial puisque 𝟙 ≠ 𝟘.
Remarque : on aurait aussi pu remarquer que 𝜑 ∶ 𝐴 → ℤ/3ℤ[𝑖] défini par 𝜑(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑖𝑏 induit un isomor-
phisme 𝐴 ≃ ℤ/3ℤ[𝑖].

(2) a. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 ∖ {𝟘}.
Puisque 02 = 0, 12 = 1 et 22 = 1 dans ℤ/3ℤ et que (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0), on a 𝑎2 + 𝑏2 ∈ {1, 2}.
Comme ℤ/3ℤ est un corps, il existe 𝑥 ∈ ℤ/3ℤ tel que (𝑎2 + 𝑏2)𝑥 = 1.

b. Puisque 𝐴 est non trivial et commutatif, il suffit de montrer que tout élément non nul admet un
inverse. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴∖{𝟘}. D’après la question précédente, il existe 𝑥 ∈ ℤ/3ℤ tel que (𝑎2+𝑏2)𝑥 = 1.
On a alors (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑎𝑥, −𝑏𝑥) = (𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑥, −𝑎𝑏𝑥 + 𝑏𝑎𝑥) = (1, 0) = 𝟙. Donc (𝑎, 𝑏) est inversible dans 𝐴.

(3) • 𝟙 ≔ (1, 0) ∈ 𝐵.
• Soient (𝑎, 0), (𝑐, 0) ∈ 𝐵 alors (𝑎, 0) ⊖ (𝑐, 0) = (𝑎 − 𝑐, 0) ∈ 𝐵 et (𝑎, 0) ⊙ (𝑐, 0) = (𝑎𝑐, 0) ∈ 𝐵.
• Soit (𝑎, 0) ∈ 𝐵 ∖ {𝟘} alors 𝑎 ≠ 0. Puisque ℤ/3ℤ est un corps, il existe 𝑥 ∈ ℤ/3ℤ tel que 𝑎𝑥 = 1. Puis

(𝑥, 0) ∈ 𝐵 et (𝑎, 0) ⊙ (𝑥, 0) = (𝑎𝑥, 0) = (1, 0) = 𝟙.
Donc 𝐵 est un sous-corps de 𝐴.
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Solution de l’exercice 3.

(1) a. Montrons qu’un anneau à division est régulier. Soient 𝐴 un anneau à division et 𝑎 ∈ 𝐴.
Si 𝑎 = 0 alors 𝑎 ⋅ 1 ⋅ 𝑎 = 𝑎. Donc 𝑢 = 1 convient.
Si 𝑎 ≠ 0 alors 𝑎 ⋅ 𝑎−1 ⋅ 𝑎 = 𝑎. Donc 𝑢 = 𝑎−1 convient.

b. Supposons par l’absurde que ℤ soit régulier. Alors il existe 𝑢 ∈ ℤ tel que 2𝑢2 = 2, et ainsi 2𝑢 = 1
d’où une contradiction. Donc ℤ n’est pas régulier.

(2) Supposons que 𝐴 soit régulier. Soit 𝑦 ∈ Im(𝑓 ) alors il existe 𝑥 ∈ 𝐴 tel que 𝑦 = 𝑓(𝑥).
Puisque 𝐴 est régulier, il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 𝑥𝑢𝑥 = 𝑥 d’où 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑢𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑢)𝑓(𝑥) = 𝑦𝑓(𝑢)𝑦.
Ainsi Im(𝑓 ) est régulier.

(3) Supposons que 𝐴 et 𝐵 soient réguliers. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵.
Puisque 𝐴 (resp. 𝐵) est régulier, il existe 𝑢 (resp. 𝑣) tel que 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎 (resp. 𝑏𝑣𝑏 = 𝑏).
Alors (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑢, 𝑣) ⋅ (𝑎, 𝑏) = (𝑎𝑢𝑎, 𝑏𝑣𝑏) = (𝑎, 𝑏). Donc 𝐴 × 𝐵 est régulier.
Réciproquement, supposons que 𝐴 × 𝐵 soit régulier. Alors 𝐴 = pr𝐴(𝐴 × 𝐵) et 𝐵 = pr𝐵(𝐴 × 𝐵) sont
réguliers d’après la question précédente.

(4) a. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors 𝑥𝑎𝑢 = 𝑎𝑥𝑢 = 𝑎𝑢𝑎𝑥𝑢 = 𝑎𝑢𝑥𝑎𝑢 = 𝑢𝑥𝑎𝑢𝑎 = 𝑢𝑥𝑎 = 𝑎𝑢𝑥. Donc 𝑎𝑢 ∈ 𝐶(𝐴).
b. Soit 𝑎 ∈ 𝐶(𝐴). Puisque 𝐴 est régulier, il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎.

Posons 𝑣 ≔ 𝑢𝑎𝑢 alors 𝑎𝑣𝑎 = 𝑎𝑢𝑎𝑢𝑎 = 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎.
Il reste à montrer que 𝑣 ∈ 𝐶(𝐴). Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors

𝑣𝑥 = 𝑢𝑎𝑢𝑥 = 𝑢𝑥𝑎𝑢 car 𝑎𝑢 ∈ 𝐶(𝐴)
= 𝑎𝑢𝑥𝑢 car 𝑎 ∈ 𝐶(𝐴)
= 𝑥𝑎𝑢𝑢 car 𝑎𝑢 ∈ 𝐶(𝐴)
= 𝑥𝑢𝑎𝑢 car 𝑎 ∈ 𝐶(𝐴)
= 𝑥𝑣

Donc 𝑣 ∈ 𝐶(𝐴). Ainsi 𝐶(𝐴) est régulier.

(5) Soit 𝐴 un anneau intègre et régulier. Soit 𝑎 ∈ 𝐴 ∖ {0}.
Puisque 𝐴 est régulier, il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎. Puisque 𝐴 est intègre et 𝑎 ≠ 0, on obtient 𝑎𝑢 = 1.
Donc 𝑎 ∈ 𝐴∗. Ainsi 𝐴 est un anneau non trivial et commutatif dont tout élément non nul admet un
inverse, c’est donc un corps.

(6) Soit 𝐴 un anneau commutatif et régulier. Soit 𝑎 ∈ 𝐴 tel qu’il existe 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} vérifiant 𝑎𝑛 = 0.
Puisque 𝐴 est régulier, il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎.
Montrons par récurrence sur 𝑘 ≥ 1 que 𝑎𝑘+1𝑢𝑘 = 𝑎.
Si 𝑘 = 1 alors 𝑎2𝑢 = 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎.
Supposons la propriété vraie pour un certain 𝑘 ≥ 1 alors 𝑎𝑘+2𝑢𝑘+1 = 𝑎𝑘+1𝑢𝑘𝑎𝑢 = 𝑎𝑢𝑎 = 𝑎.
Donc 𝑎 = 𝑎𝑛+1𝑢𝑛 = 𝑎𝑛𝑎𝑢𝑛 = 0. Réciproquement, 0 est nilpotent puisque 01 = 0.

(7) a. Soit 𝐴 un anneau commutatif et régulier.
Soit 𝐼 un idéal principal de 𝐴. Alors il existe 𝑎 ∈ 𝐴 tel que 𝐼 = (𝑎).
Puisque 𝐴 est régulier, il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎. Posons 𝑒 ≔ 𝑎𝑢 alors 𝑒2 = 𝑎𝑢𝑎𝑢 = 𝑎𝑢 = 𝑒.
Montrons que 𝐼 = (𝑒).
On a 𝑒 = 𝑎𝑢 ∈ (𝑎) d’où (𝑒) ⊂ (𝑎) = 𝐼 .
On a 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎 = 𝑒𝑎 ∈ (𝑒) d’où 𝐼 = (𝑎) ⊂ (𝑒).
Ainsi 𝐼 = (𝑒).

b. Supposons que pour tout 𝑎 ∈ 𝐴 il existe 𝑒 ∈ 𝐴 tel que (𝑎) = (𝑒) et 𝑒2 = 𝑒.
Soit 𝑎 ∈ 𝐴 alors il existe un idempotent 𝑒 ∈ 𝐴 tel que (𝑎) = (𝑒).
Par conséquent, il existe 𝑥 ∈ 𝐴 tel que 𝑎 = 𝑒𝑥 et 𝑦 ∈ 𝐴 tel que 𝑒 = 𝑎𝑦. Ainsi 𝑎𝑦𝑎 = 𝑒𝑎 = 𝑒𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 = 𝑎.
Donc 𝐴 est régulier
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(8) a. Si 𝜈 = 1 alors ℤ/𝑝𝜈ℤ est un corps et est donc régulier d’après la question (1).a.
Si 𝜈 ≥ 2 alors 𝑝 est un nilpotent non nul de ℤ/𝑝𝜈ℤ qui n’est donc pas régulier d’après (6).

b. On écrit 𝑛 = ∏𝑟
𝑘=1 𝑝𝜈𝑘

𝑘 où les 𝑝𝑘 sont des premiers deux à deux distincts et 𝜈𝑘 ≥ 1.
D’après le théorème des restes chinois, ℤ/𝑛ℤ ≃ ∏𝑟

𝑘=1 ℤ/𝑝𝜈𝑘
𝑘 ℤ.

D’après la question (3), ℤ/𝑛ℤ est régulier si et seulement si ℤ/𝑝𝜈𝑘
𝑘 ℤ est régulier pour tout 𝑘.

On déduit de la question précédente que ℤ/𝑛ℤ est régulier si et seulement si 𝜈𝑘 = 1 pour tout 𝑘.

Solution de l’exercice 4.

(1) a. Soit 𝑧 ∈ 𝐴∗ alors il existe 𝑤 ∈ 𝐴 tel que 𝑧𝑤 = 1 d’où 1 = 𝑁(1) = 𝑁(𝑧𝑤) = 𝑁(𝑧)𝑁(𝑤).
Puisque 𝑁(𝑧), 𝑁(𝑤) ∈ ℕ, on a forcément 𝑁(𝑧) = 1.
Réciproquement, soit 𝑧 ∈ 𝐴 tel que 𝑁(𝑧) = 1 alors 𝑧𝑧 = 𝑁(𝑧) = 1 avec 𝑧 ∈ 𝐴. Donc 𝑧 ∈ 𝐴∗.

b. Soit 𝑧 ∈ 𝐴∗. Il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏√5. On a 1 = 𝑁(𝑧) = 𝑎2 + 5𝑏2.
Si 𝑏 ≠ 0 alors 1 = 𝑁(𝑧) ≥ 5 d’où une contradiction. Ainsi 𝑏 = 0 et 𝑎2 = 1, donc 𝑧 = ±1.
Réciproquement, si 𝑧 = ±1 alors 𝑧2 = 1 donc 𝑧 ∈ 𝐴∗.

(2) Soit 𝑧 ∈ 𝐴 tel que 𝑁(𝑧) = 9. Il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏√5. On a 9 = 𝑁(𝑧) = 𝑎2 + 5𝑏2.
• Si 𝑏 = 0 alors 𝑎2 = 9 et donc 𝑧 = ±3.
• Si 𝑏 = ±1 alors 𝑎2 = 4 et donc 𝑧 = ±2 ± 𝑖√5.
• Si |𝑏| ≥ 2 alors 𝑁(𝑧) ≥ 20 d’où une contradiction.

Ainsi 𝑧 ∈ {±3, ±2 ± 𝑖√5}. Réciproquement 𝑁(±3) = 9 et 𝑁(±2 ± 𝑖√5) = 9.

Donc {𝑧 ∈ 𝐴 ∶ 𝑁(𝑧) = 9} = {±3, ±2 ± 𝑖√5}.

(3) a. Soit 𝑧 ∈ {3, 2 ± 𝑖√5}. Alors 𝑧 ≠ 0 et 𝑧 ∉ 𝐴∗ puisque 𝑁(𝑧) = 9 ≠ 1.
Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 tels que 𝑧 = 𝑥𝑦 alors 9 = 𝑁(𝑧) = 𝑁(𝑥𝑦) = 𝑁(𝑥)𝑁(𝑦) avec 𝑁(𝑥), 𝑁(𝑦) ∈ ℕ.
• Premier cas : 𝑁(𝑥) = 9 et 𝑁(𝑦) = 1 alors 𝑦 ∈ 𝐴∗.
• Deuxième cas : 𝑁(𝑥) = 𝑁(𝑦) = 3. Il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏√5.

Si 𝑏 = 0 alors 𝑎2 = 3, d’où une contradiction.
Si 𝑏 ≠ 0 alors 3 = 𝑁(𝑥) = 𝑎2 + 5𝑏2 ≥ 5, d’où une contradiction.

• Troisième cas : 𝑁(𝑥) = 1 et 𝑁(𝑦) = 9 alors 𝑥 ∈ 𝐴∗.
Donc 𝑧 est irréductible.
Puisque 𝐴 est intègre, deux éléments sont associés s’ils sont égaux à un facteur inversible près.
Puisque 𝐴∗ = {±1}, on vérifie aisément que 2 + 𝑖√5, 2 − 𝑖√5 et 3 sont deux à deux non associés.

b. On a 9 = 32 et 9 = (2 + 𝑖√5) (2 − 𝑖√5) où 2 + 𝑖√5, 2 − 𝑖√5 et 3 sont irréductibles et deux à deux
non associés.

(4) a. On a (2 + 𝑖√5) (2 − 𝑖√5) = 9 = 32 ∈ (3).
Supposons par l’absurde que 2 ± 𝑖√5 ∈ (3) alors il existe 𝑢 ∈ 𝐴 tel que 2 ± 𝑖√5 = 3𝑢.
Puisque 2 ± 𝑖√5 est irréductible et que 3 ∉ 𝐴∗, on a 𝑢 ∈ 𝐴∗ = {±1} et ainsi 2 ± 𝑖√5 = ±3, d’où
une contradiction. Donc (3) n’est pas un idéal premier de 𝐴.

b. Considérons 𝜑 ∶ ℤ[𝑋] → 𝐴/(3) défini par 𝜑(𝑃 ) ≔ 𝑃 (𝑖√5). Alors 𝜑 est unmorphisme d’anneaux

comme composition dumorphisme d’évaluation en 𝑖√5 et de la projection canonique 𝐴 → 𝐴/(3).
Soit 𝑎 + 𝑖𝑏√5 ∈ 𝐴/(3) alors 𝜑(𝑎 + 𝑏𝑋) = 𝑎 + 𝑖𝑏√5. Donc 𝜑 est surjectif.
Soit 𝑃 ∈ Ker(𝜑). Puisque le coefficient dominant de 𝑋2 + 5 est 1 ∈ ℤ∗, par division euclidienne il
existe 𝑄 ∈ ℤ[𝑋] et 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑄 + 𝑎𝑋 + 𝑏.
On a 0 = 𝜑(𝑃 ) = 𝑎𝑖√5 + 𝑏 donc il existe 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ tel que 𝑎𝑖√5 + 𝑏 = 3 (𝑐𝑖√5 + 𝑑) d’où 𝑎 = 3𝑐 et
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𝑏 = 3𝑑. Ainsi 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑄 + 3(𝑐𝑋 + 𝑑) ∈ (𝑋2 + 5, 3).
Réciproquement, si 𝑃 ∈ (𝑋2 + 5, 3) alors il existe 𝑅, 𝑆 ∈ ℤ[𝑋] tels que 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑅 + 3𝑆 et alors

𝜑(𝑃 ) = 0 + 3𝑆 (𝑖√5) = 0, donc 𝑃 ∈ Ker(𝜑). Ainsi Ker(𝜑) = (𝑋2 + 5, 3).
On déduit du premier théorème d’isomorphisme que ℤ[𝑋]/(𝑋2 + 5, 3) ≃ 𝐴/(3).

c. Considérons 𝜓 ∶ ℤ[𝑋] → (ℤ/3ℤ)2 défini par 𝜓(𝑃 ) = (𝑃 (1), 𝑃 (−1)) alors 𝜓 est un morphisme
d’anneaux puisque chaque composante est un morphisme d’évaluation.
Soient (𝛼, 𝛽) ∈ (ℤ/3ℤ)2 alors 𝜓((−𝛼 + 𝛽)𝑋 − 𝛼 − 𝛽) = (𝛼, 𝛽). Donc 𝜓 est surjectif.
Soit 𝑃 ∈ Ker(𝜓). Puisque le coefficient dominant de 𝑋2 + 5 est 1 ∈ ℤ∗, par division euclidienne
il existe 𝑄 ∈ ℤ[𝑋] et 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑄 + 𝑎𝑋 + 𝑏.
On a (0, 0) = 𝜓(𝑃 ) = (𝑎 + 𝑏, −𝑎 + 𝑏) d’où 3|𝑎 + 𝑏 et 3|𝑎 − 𝑏. Donc 3|2𝑎 = (𝑎 + 𝑏) + (𝑎 − 𝑏) et, d’après
le lemme de Gauss, 3|𝑎. De même 3|2𝑏 = (𝑎 + 𝑏) − (𝑎 − 𝑏) d’où 3|𝑏. Il existe 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ tels que 𝑎 = 3𝛼
et 𝑏 = 3𝛽. Donc 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑄 + 3(𝛼𝑋 + 𝛽) ∈ (𝑋2 + 5, 3).
Réciproquement, si 𝑃 ∈ (𝑋2 + 5, 3) alors il existe 𝑅, 𝑆 ∈ ℤ[𝑋] tels que 𝑃 = (𝑋2 + 5)𝑅 + 3𝑆 et alors
𝜓(𝑃 ) = (6𝑅(1) + 3𝑆(1), 6𝑅(−1) + 3𝑆(−1)) = (0, 0). Donc 𝑃 ∈ Ker(𝜓).
On déduit du premier théorème d’isomorphisme que ℤ[𝑋]/(𝑋2 + 5, 3) ≃ (ℤ/3ℤ)2.

d. D’après les questions précédentes, 𝐴/(3) ≃ (ℤ/3ℤ)2.
Or (ℤ/3ℤ)2 n’est pas intègre puisque (1, 0) ⋅ (0, 1) = (0, 0).
Par conséquent (3) n’est pas un idéal premier de 𝐴.

(5) Soient 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 tels que 9 = 𝑧𝑤. Il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏√5 et 𝑤 = 𝑐 + 𝑖𝑑√5. Comme
81 = 𝑁(9) = 𝑁(𝑧𝑤) = 𝑁(𝑧)𝑁(𝑤), on distingue les cas suivants :

• Si 𝑁(𝑧) = 81 alors 𝑁(𝑤) = 1 donc 𝑧 = ±9.
• Si 𝑁(𝑧) = 27 alors 3 = 𝑁(𝑤) = 𝑐2 + 5𝑑2 d’où une contradiction (si 𝑑 = 0 alors 𝑐2 = 3 et sinon

3 = 𝑐2 + 5𝑑2 ≥ 5).
• Si 𝑁(𝑧) = 9 alors on a vu à la question (2) que 𝑧 = ±3 ou 𝑧 = ±2 ± 𝑖√5.
• Si 𝑁(𝑧) = 3 alors 3 = 𝑁(𝑧) = 𝑎2 + 5𝑏2 d’où une contradiction.
• Si 𝑁(𝑧) = 1 alors 𝑧 = ±1.

Remarquons que ±9 ne divise pas 3 (2 + 𝑖√5) : sinon, on aurait 3|2+𝑖√5, d’où une contradiction avec
la réponse en (4).a.
On vérifie à la main que ± (2 − 𝑖√5) ne divise pas 3 (2 + 𝑖√5).

Comme 9 = 32 = (2 − 𝑖√5)(2 + 𝑖√5), les diviseurs communs à 9 et 3 (2 + 𝑖√5) sont :

±1, ±3 et ± (2 + 𝑖√5).

On a déjà vu en (4).a. que 3 ∤ 2 + 𝑖√5. On montre de façon similaire que 2 + 𝑖√5 ∤ 3.
Donc 9 et 3 (2 + 𝑖√5) n’ont pas de pgcd.

(6) a. Soit 𝑧 ∈ 𝐼 alors il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 3(𝑎 + 𝑖𝑏√5) + (1 + 𝑖√5)(𝑐 + 𝑖𝑑√5).
Ainsi 𝑧 = 3𝑎 + 𝑐 − 5𝑑 + (3𝑏 + 𝑐 + 𝑑)𝑖√5 avec 3𝑎 + 𝑐 − 5𝑑 ≡ 3𝑏 + 𝑐 + 𝑑 mod 3.
Réciproquement, soient 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑎 ≡ 𝑏 mod 3 alors il existe 𝑘 ∈ ℤ tel que 𝑎 = 𝑏 + 3𝑘 d’où
𝑎 + 𝑖𝑏√5 = 3𝑘 + 𝑏 (1 + 𝑖√5).

Donc 𝐼 = {𝑎 + 𝑖𝑏√5 ∶ 𝑎 ≡ 𝑏 mod 3}.

b. 1 ∉ 𝐼 puisque 1 ≢ 0 mod 3, ainsi 𝐼 ≠ 𝐴.
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c. Supposons qu’il existe 𝑤 ∈ 𝐴 tel que 𝐼 = (𝑤). Alors on a 3 ∈ (3, 1 + 𝑖√5) = (𝑤) donc il existe
𝑧 ∈ 𝐴 tel que 3 = 𝑧𝑤 d’où 9 = 𝑁(3) = 𝑁(𝑧)𝑁(𝑤).
• Si 𝑁(𝑤) = 1 alors 𝑤 ∈ 𝐴∗ et 𝐼 = 𝐴, d’où une contradiction avec la question précédente.
• Si 𝑁(𝑤) = 3 alors, en écrivant 𝑤 = 𝑎 + 𝑖𝑏√5, on a 3 = 𝑎2 + 5𝑏2. Si 𝑏 = 0 alors 3 = 𝑎2 d’où une

contradiction. Si 𝑏 ≠ 0 alors 3 = 𝑎2 + 5𝑏2 ≥ 5 d’où une contradiction.
• Si 𝑁(𝑤) = 9 alors 𝑁(𝑧) = 1 et 𝑧 ∈ 𝐴∗ = {±1} ainsi 𝑤 = ±3. Alors 1 + 𝑖√5 ∈ 𝐼 = (𝑤) = (3),

et il existe 𝑡 ∈ 𝐴 tel que 1 + 𝑖√5 = 3𝑡. Par conséquent 6 = 𝑁(1 + 𝑖√5) = 9𝑁(𝑡), d’où une
contradiction.

Donc 𝐼 n’est pas principal.

(7) • Un anneau principal est factoriel, or 𝐴 ne l’est pas d’après la question (3).b.
• Dans un anneau factoriel (en particulier principal), un idéal engendré par un irréductible est

premier, or 3 est irréductible mais (3) n’est pas premier d’après les questions (3).a et (4).
• Deux éléments d’un anneau principal ont toujours un pgcd, or 9 et 3 (2 + 𝑖√5) n’ont pas de pgcd

dans 𝐴 d’après la question (5).
• L’idéal 𝐼 de la question (6) n’est pas principal.

(8) Un anneau euclidien est principal, donc 𝐴 n’admet pas de stathme le rendant euclidien.


