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Exercice 1. Les trois questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.

(1) On considère 𝑆 ≔ {(
𝑎 𝑏
0 0) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊂ 𝑀2(ℤ).

a. Est-ce que 𝑆 est un sous-anneau de 𝑀2(ℤ)?
b. Est-ce que 𝑆 est un idéal de 𝑀2(ℤ)?

(2) Qu’est-ce qu’un anneau intègre?
Il n’est pas nécessaire de rappeler la définition d’anneau.

(3) Dans cette question, on considère un anneau 𝐴 non trivial.
a. Montrer que 𝐴 est à division si et seulement si ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}, ∃𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥𝑦 = 1.
b. Montrer que 𝐴 est à division si et seulement si ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {1}, ∃𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 + 𝑦 = 𝑥𝑦.

Indice : on pourra utiliser la question a.

Exercice 2.

Soit 𝑛 ∈ ℤ. On considère 𝐴 ≔ {(
𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊂ 𝑀2(ℤ).

(1) Montrer que 𝐴 est un sous-anneau de 𝑀2(ℤ).

On note 𝑀 ≔ (
0 1
𝑛 0) ∈ 𝑀2(ℤ) et on définit 𝜑 ∶ ℤ[𝑋] → 𝑀2(ℤ) par 𝜑(𝑃 ) = 𝑃 (𝑀),

i.e. si 𝑃 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑑𝑋𝑑 ∈ ℤ[𝑋] alors 𝜑(𝑃 ) = 𝑎0𝐼2 + 𝑎1𝑀 + 𝑎2𝑀2 + ⋯ + 𝑎𝑑𝑀𝑑 ∈ 𝑀2(ℤ).
(2) Montrer que 𝜑 est un morphisme d’anneaux.
(3) Montrer que Im(𝜑) = 𝐴.
(4) Montrer que Ker(𝜑) = (𝑋2 − 𝑛).
(5) Montrer que 𝜑 induit un isomorphisme ℤ[𝑋]/(𝑋2 − 𝑛) → 𝐴.

Exercice 3.
PARTIE I : CENTRE D’UN ANNEAU.
On définit le centre d’un anneau 𝐴 par 𝐶(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥}.
(1) Soit 𝐴 un anneau. Montrer que 𝐶(𝐴) est un sous-anneau de 𝐴.
(2) Le centre d’un anneau est-il nécessairement un idéal?

PARTIE II : TOUT ANNEAU 𝐴 VÉRIFIANT ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥3 = 𝑥 EST COMMUTATIF.
Dans toute cette partie, on considère un anneau 𝐴 vérifiant ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥3 = 𝑥.
(3) a. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝑥𝑛 ∈ {𝑥, 𝑥2}.

b. En déduire que 0 est le seul nilpotent de 𝐴.
On rappelle qu’un élément 𝑥 ∈ 𝐴 est nilpotent s’il existe 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} tel que 𝑥𝑛 = 0.

(4) Soit 𝑒 un idempotent de 𝐴, i.e. vérifiant 𝑒2 = 𝑒.
a. Soit 𝑎 ∈ 𝐴. On pose 𝑏 ≔ 𝑒𝑎(1 − 𝑒) et 𝑐 ≔ (1 − 𝑒)𝑎𝑒.

Montrer que 𝑏 et 𝑐 sont nilpotents.
b. En déduire que 𝑒 ∈ 𝐶(𝐴).

(5) Déduire de la question précédente que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥2 ∈ 𝐶(𝐴).
(6) a. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 2𝑥 ∈ 𝐶(𝐴).

b. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 3𝑥 ∈ 𝐶(𝐴).
Indice pour les questions (6)a. et (6)b. : étant donné 𝑥 ∈ 𝐴, on pourra considérer (𝑥 + 1)2 et (𝑥 + 1)3.

(7) Conclure.
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Solution de l’exercice 1.

(1) a. 𝑆 n’est pas un sous-anneau de 𝑀2(ℤ) puisque 𝐼2 ∉ 𝑆.

b. On a (
1 1
1 1) (

1 1
0 0) = (

1 1
1 1) ∉ 𝑆 alors que (

1 1
0 0) ∈ 𝑆.

Donc 𝑆 n’est pas un idéal de 𝑀2(ℤ).

(2) Un anneau intègre est un anneau non trivial, commutatif et sans diviseur de zéro.

(3) a. Supposons que 𝐴 soit à division. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}.
Alors il existe 𝑦 ∈ 𝐴 tel que 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 = 1, en particulier 𝑥𝑦 = 1.

Réciproquement, supposons que ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}, ∃𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥𝑦 = 1.
Soit 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}. Par hypothèse, il existe 𝑦 ∈ 𝐴 tel que 𝑥𝑦 = 1.
Si 𝑦 = 0 alors 𝑥𝑦 = 1 ≠ 0 donc 𝑦 ≠ 0. Donc, par hypothèse, il existe 𝑧 ∈ 𝐴 tel que 𝑦𝑧 = 1.
Alors 𝑧 = 1 ⋅ 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥 ⋅ 1 = 𝑥. Donc 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 = 1 et 𝑥 ∈ 𝐴∗.
Ainsi 𝐴 est un anneau non trivial donc tous les éléments non nuls sont inversibles, i.e. 𝐴 est un
anneau à division.

b. Supposons que 𝐴 soit à division.
Soit 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {1} alors 𝑥 − 1 ≠ 0. Donc il existe 𝑧 ∈ 𝐴 tel que 𝑧(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1)𝑧 = 1.
Posons 𝑦 ≔ 𝑧𝑥 alors 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧𝑥 = (1 + 𝑧)𝑥 = 𝑥 + 𝑧𝑥 = 𝑥 + 𝑦.

Réciproquement, supposons que ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {1}, ∃𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 + 𝑦 = 𝑥𝑦.
Soit 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}. Alors 1 − 𝑥 ≠ 1.
Donc, par hypothèse, il existe 𝑦 ∈ 𝐴 tel que 1−𝑥+𝑦 = (1−𝑥)𝑦 = 𝑦−𝑥𝑦. D’où 1 = 𝑥−𝑥𝑦 = 𝑥(1−𝑦).
On a montré que ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∖ {0}, ∃𝑧 ∈ 𝐴, 𝑥𝑧 = 1. Ainsi 𝐴 est à division d’après la question
précédente.

Solution de l’exercice 2.

(1) • 𝐼2 = (
1 0
𝑛0 1) ∈ 𝐴.

• Soient (
𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎) , (

𝑐 𝑑
𝑛𝑑 𝑐) ∈ 𝐴 alors (

𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎) − (

𝑐 𝑑
𝑛𝑑 𝑐) = (

𝑎 − 𝑐 𝑏 − 𝑑
𝑛(𝑏 − 𝑑) 𝑎 − 𝑐) ∈ 𝐴 et

(
𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎) (

𝑐 𝑑
𝑛𝑑 𝑐) = (

𝑎𝑐 + 𝑏𝑛𝑑 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
𝑛(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 𝑎𝑐 + 𝑏𝑛𝑑) ∈ 𝐴.

Donc 𝐴 est un sous-anneau de 𝑀2(ℤ).

(2) • 𝜑(1) = 𝐼2
• Soient 𝑃 = ∑𝑘 𝑎𝑘𝑋𝑘, 𝑄 = ∑𝑘 𝑏𝑘𝑋𝑘 ∈ ℤ[𝑋].

Alors 𝜑(𝑃 ) + 𝜑(𝑄) = ∑
𝑘

𝑎𝑘𝑀𝑘 + ∑
𝑘

𝑏𝑘𝑀𝑘 = ∑
𝑘

(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑀𝑘 = (𝑃 + 𝑄)(𝑀) = 𝜑(𝑃 + 𝑄) et

𝜑(𝑃 )𝜑(𝑄) =
(∑

𝑘
𝑎𝑘𝑀𝑘

) (∑
𝑘

𝑏𝑘𝑀𝑘
)

= ∑
𝑘

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
𝑖,𝑗≥0
𝑖+𝑗=𝑘

𝑎𝑖𝑏𝑗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑀𝑘 = (𝑃 𝑄)(𝑀) = 𝜑(𝑃 𝑄).

Donc 𝜑 est un morphisme d’anneaux.

(3) Soit (
𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎) ∈ 𝐴 alors 𝜑(𝑎 + 𝑏𝑋) = 𝑎𝐼2 + 𝑏𝑀 = (

𝑎 𝑏
𝑛𝑏 𝑎). Donc 𝐴 ⊂ Im(𝜑).

Soit 𝑁 ∈ Im(𝜑). Alors il existe 𝑃 = ∑𝑑
𝑘=0 𝑎𝑘𝑋𝑘 ∈ ℤ[𝑋] tel que 𝑁 = 𝜑(𝑃 ).

Alors 𝑁 = ∑𝑘=0 𝑎𝑘𝐼2𝑀𝑘 ∈ 𝐴 puisque 𝑎𝑘𝐼2, 𝑀 ∈ 𝐴 et que 𝐴 est un anneau. Donc 𝐴 = Im(𝜑).
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(4) Soit 𝑃 ∈ (𝑋2 − 𝑛) alors il existe 𝑄 ∈ ℤ[𝑋] tel que 𝑃 = (𝑋2 − 𝑛)𝑄(𝑋).
Puis 𝜑(𝑃 ) = (𝑀2 − 𝑛𝐼2)𝑄(𝑀) = (𝑛𝐼2 − 𝑛𝐼2)𝑄(𝑀) = 0𝑄(𝑀) = 0. Donc (𝑋2 − 𝑛) ⊂ Ker(𝜑).

Réciproquement, soit 𝑃 ∈ Ker(𝜑). Puisque le coefficient dominant de 𝑋2 − 𝑛 est 1 ∈ ℤ∗, par division
euclidienne, il existe 𝑄 ∈ ℤ[𝑋] et 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ tels que 𝑃 = (𝑋2 − 𝑛)𝑄(𝑋) + 𝛼𝑋 + 𝛽.
Puis 0 = 𝜑(𝑃 ) = (𝑀2 − 𝑛𝐼2)𝑄(𝑀) + 𝛼𝑀 + 𝛽𝐼2 = 0𝑄(𝑀) + 𝛼𝑀 + 𝛽𝐼2 = (

𝛽 𝛼
𝑛𝛼 𝛽). Donc 𝛼 = 𝛽 = 0.

Ainsi 𝑃 = (𝑋2 − 𝑛)𝑄(𝑋) ∈ (𝑋2 − 𝑛). Donc (𝑋2 − 𝑛) = Ker(𝜑).

(5) C’est une conséquence du premier théorème d’isomorphisme appliqué à 𝜑.

Solution de l’exercice 3.

(1) • Soit 𝑎 ∈ 𝐴 alors 1 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1 = 𝑎. Donc 1 ∈ 𝐶(𝐴).
• Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐴).

– Soit 𝑎 ∈ 𝐴 alors 𝑎(𝑥 − 𝑦) = 𝑎𝑥 − 𝑎𝑦 = 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎 = (𝑥 − 𝑦)𝑎 puisque 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐴).
On a montré que ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎(𝑥 − 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)𝑎, i.e. que 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐶(𝐴).

– Soit 𝑎 ∈ 𝐴 alors 𝑎(𝑥𝑦) = 𝑎𝑥𝑦 = 𝑥𝑎𝑦 = 𝑥𝑦𝑎 = (𝑥𝑦)𝑎 puisque 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐴).
On a montré que ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑎, i.e. que 𝑥𝑦 ∈ 𝐶(𝐴).

Donc 𝐶(𝐴) est un sous-anneau de 𝐴.

(2) Considérons 𝐴 ≔ 𝑀2(ℝ). Supposons par l’absurde que 𝐶(𝐴) soit un idéal. Puisque 𝐼2 ∈ 𝐶(𝐴), on
obtient que𝐶(𝐴) = 𝐴. Or(

0 1
0 0) ∉ 𝐶(𝐴)puisque(

0 1
0 0) (

1 0
0 2) = (

0 2
0 0) ≠ (

0 1
0 0) = (

1 0
0 2) (

0 1
0 0).

Donc 𝐶(𝐴) n’est pas un idéal.

(3) a. Soit 𝑥 ∈ 𝐴. Montrons par récurrence que ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝑥𝑛 ∈ {𝑥, 𝑥2}.
Si 𝑛 = 1 alors 𝑥1 = 𝑥 ∈ {𝑥, 𝑥2}. Supposons le résultat vrai pour un certain 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}.
• Premier cas : si 𝑥𝑛 = 𝑥 alors 𝑥𝑛+1 = 𝑥2 ∈ {𝑥, 𝑥2}.
• Second cas : si 𝑥𝑛 = 𝑥2 alors 𝑥𝑛+1 = 𝑥3 = 𝑥 ∈ {𝑥, 𝑥2}.

b. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 un élément nilpotent. Alors il existe 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} tel que 𝑥𝑛 = 0.
D’après la question précédente, il y deux cas possible :
• soit 𝑥𝑛 = 𝑥 alors 𝑥 = 𝑥𝑛 = 0 ;
• soit 𝑥𝑛 = 𝑥2 alors 𝑥 = 𝑥3 = 𝑥 ⋅ 𝑥2 = 𝑥 ⋅ 𝑥𝑛 = 𝑥2 ⋅ 0 = 0.

Donc forcément 𝑥 = 0. Et 0 est nilpotent puisque 01 = 0.

(4) a. On a 𝑏2 = 𝑒𝑎(1 − 𝑒)𝑒𝑎(1 − 𝑒) = 𝑒𝑎(𝑒 − 𝑒2)𝑎(1 − 𝑒) = 𝑒𝑎(𝑒 − 𝑒)𝑎(1 − 𝑒) = 0
et 𝑐2 = (1 − 𝑒)𝑎𝑒(1 − 𝑒)𝑎𝑒 = (1 − 𝑒)𝑎(𝑒 − 𝑒2)𝑎𝑒 = (1 − 𝑒)𝑎(𝑒 − 𝑒)𝑎𝑒 = 0.

b. Soit 𝑎 ∈ 𝐴. Posons 𝑏 ≔ 𝑒𝑎(1 − 𝑒) et 𝑐 ≔ (1 − 𝑒)𝑎𝑒 comme dans la question précédente.
Puisque 𝑏 est nilpotent, on déduit de la question précédente que 𝑏 = 0, i.e. 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎𝑒.
De même, puisque 𝑐 est nilpotent, on a 𝑐 = 0, i.e. 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎𝑒.
Donc 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎𝑒 = 𝑎𝑒. Et ainsi 𝑒 ∈ 𝐶(𝐴).

(5) Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors (𝑥2)
2 = 𝑥4 = 𝑥3𝑥 = 𝑥2.

Donc 𝑥2 est un idempotent et donc 𝑥2 ∈ 𝐶(𝐴) d’après la question précédente.

(6) a. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors 2𝑥 = (𝑥 + 1)2 − 𝑥2 − 1 ∈ 𝐶(𝐴) puisque (𝑥 + 1)2, 𝑥2, 1 ∈ 𝐶(𝐴) d’après la question
précédente et que 𝐶(𝐴) est un anneau.

b. Soit 𝑥 ∈ 𝐴 alors 𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)3 = 𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1 = 𝑥 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1 d’où 3𝑥 = −3𝑥2 ∈ 𝐶(𝐴)
d’après la question précédente.

(7) Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Alors 𝑥 = 3𝑥 − 2𝑥 ∈ 𝐶(𝐴) d’après la question précédente, puisque 𝐶(𝐴) est un anneau.
Ainsi 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Donc 𝐴 est un anneau commutatif.


