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Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.
On considere 0 C P(R) définie par O := {]a,+o[: a € R} U {@,R}.
(1) Montrer que O est une topologie sur R.
(2) Déterminer I'adhérence de {42} pour la topologie O.
(3) Montrer que (R, 0) est connexe.
(4) Montrer qu'une partie non vide de (R, 0) est quasi-compacte si et seulement si elle admet un mini-
mum.
(5) a. Montrer quesi f : (R, 0) — (R, 0) est continue alors elle est croissante.
b. La réciproque est-elle vraie?
(6) Soient (x,), € RN et 7 € R.
Montrer que (x,), converge vers £ pour O si et seulement si l}lr_r} +1or;f x, > ¢ (pour la topologie usuelle).

(7) Justifier que (R, O) n’est pas séparé de trois fagons différentes.

Exercice 2.
On considere 1’ensemble des suites réelles a support fini

Coo‘:{(xn)HEIRN :ANeN,VneN,n>N = x,=0}.

(1) Justifier que ¢ est un espace vectoriel et que || - ||, : cg9 = R défini par [|(x,),lle = sup,ey 1x,| est
une norme sur ¢y,. On consideére c,, muni de la norme || - ||, dans la suite.
(2) On considere f : ¢y X ¢y = R défini par f((x,),, )n) = Dopen XnVn-
a. Justifier que f est bien définie et est une forme bilinéaire symétrique.
b. Soient u,v € ¢yy. Montrer que f, : ¥y = f(u,y) et f, : x — f(x,v) sont des formes linéaires
continues sur c.

c. Est-ce que f est continue?
X,

(3) On considere T : ¢y, — coy défini par T((x,,),,) = (anl) .

a. Montrer que T est bien définie, linéaire, continue et bijective.
b. Montrer que T~! n’est pas continue.
c. Rappeler I'énoncé du théoréme d’isomorphisme de Banach et conclure.

Exercice 3.
On consideére R?, d > 1, muni de la norme euclidienne.
Soit C ¢ R? un arc rectifiable, i.e. il existe y : [0, 1] — R une fonction lipschitzienne telle que Im(y) = C.
(1) Montrer que C est compact.
(2) Soit (f,), € ([0, 1], RHN qui converge uniformément vers f : [0, 1] — RY.
Montrer que si Vn € N, Im(f,,) = C alors Im(f) = C.
Indication : étant donné ¢ € C, on pourra construire une suite (t,), de [0, 1] vérifiant Vn € N, f,(t,) = c.
(3) On définit la longueur de C par

£(C)=1inf{K >0 : 3f : [0,1] > R K-lipschitzienne telle que Im(f) = C} .

a. Montrer qu'il existe (f,), € ([0, 1], RN et (K, € 10, +oo[V tels que lim
pour tout n € N, f, est K, -lipschitzienne.

b. Montrer que { f, i ne N} est relativement compacte dans (0, 11, R%).

c. Montrer qu'il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (f,,,)), converge uniformément
vers une fonction f € C°([0, 1], RY) telle que Im(f) = C et f est £(C)-lipschitzienne.

K, = 7(C) et,

n—+oo

Tournez la page S.V.P.



2 Université d’Angers — 2025/2026 — Analyse fonctionnelle

Exercice 4.

Soit (E, || - ||) un espace de Banach.
(1) Soient G et L deux sous-espaces vectoriels fermés de E tels que G + L est fermé. On considere G X L
muni de la norme ||(x, ¥)[|gxz. = x|l + [|¥]| et G + L muni de la norme induite par || - ||.
a. Vérifier que || - || gz, est bien une norme et que (G X L, || - [|gxz) est un espace de Banach.
b. Montrer que T : G X L — G + L défini par T'(x, y) := x + y est une application linéaire, continue
et surjective.
c. En déduire qu’il existe 4 > 0 tel que

VzeG+ L,A(x,y) €GX L, z=x+yet|x|| < Azl et |yl < Azl
(2) On considére G et L comme dans la question précédente et on veut montrer qu’il existe u > 0 tel que
Vx€E,dx,GNL) < u(dx,G)+d(x,L)),

oud(x, F) := inf e d(x,y) pour F C E.
a. Soient € > 0 et x € E. Montrer qu'il existe a € G et b € L tels que

[x—al|l £d(x,G)+e et |x—b||<d(x,L)+e.

b. Montrer qu'ilexiste A > 0,4’ € Getb' € Ltelsque ||a’|| < Alla=b||, ||b'|| £ Alla—b|| eta—a" € GNL.
c. En déduire qu’il existe C;, C,, C5 > 0 tels que

d(x,GNL)<Cid(x,G)+ Cyd(x, L) + Cze.

d. Conclure.
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Solution de I’exercice 1.

(1) e @,R e O par définition.
e Soit (0;),c; € O'.
Si I = @ ousitous les O; sont vides alorsona | J,.; 0, = @ € O.
S'il existe i € I tel que O; = R alors |J,c; 0; =R € 0.
On peut donc supposer que I # @ et que pour tout i € I, il existe a; € R tel que O; =]a;, +ol.
— Premier cas : {a; : i € I} n’est pas minoré.
Soit x € R alors il existe j € I tel que a; < x d'oti x €]a;, +oo[= O; C J,¢; O;-
Donc | J;¢; 0; =R € 0.
— Second cas : {a; : i € I} est minoré. Posons a :=inf{a; : i € I}.
Soit x > a alors il existe j € I tel que x > a; d’ott x €la;, +oo[= O; C |J;¢; O;-
Donc la, +o0[C |J;; O;-
Six € ;g O, alors il existe i € I tel que x € O; =]a;, +co[ d'olt x > g; > a.
Donc [J,¢; O; =la, +o0[€ O.
e Soient 0,0, € 0.
-Si0,=@ou0,=@alorsO;, N0, =0 €O0.
- Si0; =R (resp. O, =R) alors O, N0, =0, € O (resp. O, N0, =0, € 0).
— On peut donc supposer qu'il existe O; =lg;, +oo[ avec a; € R, pour i = 1,2.
Alors O; N O, =l max(ay, a,), +oo[€ O.

Donc O est une topologie sur R.

(2) Montrons que {42} =] — o0, 42].

o R\] — 00,42] =142, +o0[€ O donc ] — o0,42] est un fermé contenant 42.

e Soit F un fermé contenant 42.
Si F=Ralors]— 0,42] C F.
Sinon, F¢ # @ et F¢ # R donc il existe a € R tel que F = Rx]a, +o0[=] — 0, a].
Puisque42 € F,onaa >42d’ot | — 00,42] C] — 0,a] = F.

Donc | — =, 42] est le plus petit fermé de (R, O) contenant {42}, i.e. {42} =] — 0,42].

(3) Supposons par I'absurde que (R, ©) n’est pas connexe.
Alorsilexiste U,V € O~ {@} telsqueUNV =getUUV =R.DoulU =RV #RetV =R U #R.
Ainsi il existe a, b € R tels que U =la, +oo[ et V =]b, +o0l.
Posons ¢ := max(a, b) + 1 alors ¢ € U NV d’ou1 une contradiction.

(4) Soit K une partie non vide quasi-compacte de (R, 0). Alors K C |, n] — 1, +0[.
Par quasi-compacité, il existe N € N tel que K c | ,11\; ol = n,+00[=] = N, +o0[, donc K est minorée.
Ainsi m := inf K existe. Supposons par I'absurde que m ¢ K alors K C |J,pm + 27", 400l.
Par quasi-compacité, il existe M € N tel que K C Uano]m +27" +oo[=lm +27M, +o0l.
Donc m 4+ 2™ M est un minorant de K plus grand que m, d’ot1 une contradiction. Ainsi m = min(K).

Réciproquement, soit K une partie de R admettant un minimum m := min K.

Soit (0;),c; une famille d’ouverts telle que K C |J,¢; O;.

Donc il existe i € I tel que m € O;. Soit O; = R ou O; =]a, +[ avec m > a, dans les deux cas K C O;.
Donc K est quasi-compacte.

(5) a. Soit f : (R, 0) — (R, 0) une fonction continue. Supposons par 1’absurde que f ne soit pas crois-
sante alors il existe x, y € R tels que x < y et f(x) > f(y).
Par continuité, /' (1/(»), +oo[) est un ouvert qui de plus contient x puisque f(x) €]f(y), +oo[
mais qui ne contient pas y.
Il existe donc a € R tel que 1 Af (), +0[) =la, +oo[, et ainsi y < a < x.
D’ot1 une contradiction.
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b. La fonction 1j0 +c0f €St croissante mais pas continue car (1, +c,o[)_l(]O, +oo[) = [0, +0[& O.
Donc la réciproque est fausse.

(6) Supposons que (x,), converge vers £. Soit k € N alors ]£ — 27%, +-c0[ est un voisinage ouvert de # donc
ilexiste N e NtelqueVneN, n > N = x, €] — 27k tool.

.. kTN N T s
Donc liminf,_,,  x, > ¢ —27". D'ouliminf,_ x, > 7.

Réciproquement, supposons que liminf,_,, . x, > . Soit V" un voisinage ouvert contenant #.

SiV =RalorsVn € N, x, € V.Onsuppose donc que V' # R alors il existe a € R tel que # €]a, +oo[C V.
Puisque a < ¢, par hypotheése il existe N € N tel que inf,5 5 x; > a.

Soit n € Ntel que n > N alors x, > inf;, 5 x;, > a d’ot1 x,, €]a, +ool.

(7) (i) Soit U un voisinage de 0 et V" un voisinage de 1.

SiU=RalorsleUnVdoncUnV #@.
Sinon, il existe a € R tel que 0 €]a, +o0[C U mais alorsa < 0 < 1 d'ou 1 €]a, +o0[C U.
DoncleUnVetUnV #@.
Ainsi (R, 0) n’est pas un espace topologique séparé.

(ii) {42} est une partie quasi-compacte non fermée, or un quasi-compact d'un espace séparé est fer-
mé.

(iii) La suite constante égale a 0 converge vers tout élément # < 0, donc il ny a pas unicité de la limite
d’une suite.

Solution de l’exercice 2.

(1) Montrons que c, est un sous-espace vectoriel de R".

[ ] On a0e Co0-
e Soient (x,),, (), € coo et 4 € R. Il existe N, M € N tels que x, = 0 pour n > N et y, = 0 pour
n > M. Alors, pour n > max(N, M),ona x, + Ay, = 0. D'ot (x,, + 4y,),, € ¢

Montrons que || - ||, est une norme sur c,.

e Soit(x,), € ¢y alorsilexiste N € Ntelque x,, = O0pourn > N.Donc ||(x,),|l = max(|xgl, ..., [xx])
est bien défini.

e Soit (x,), € ¢ tel que ||(x,),ll = 0alors, pour toutn € N, 0 < |x,| < [[(x,),llc =0doux, =0.
Ainsi (x,), = 0.

e Soient (x,), € ¢y et 1 € R alors [|(Ax,), |l = sup,ey 4%, = 14 sup,y 1%, = [A1(x,)]l -

e Soient (x,),, (,), € coo- Soit n € N alors |x, + y,| < |x,| + |y, = (X Dullo + D)0l o
Dot [,y + Glullao = SUPens 1% + Yl < 1l + 10ullco-

(2) a. Soient (x,),, (¥, € coo alors il existe M, N € N tels que x, =0 pourn > N, y, =0pourn > M.
Done f((xy)p W)y) = oM=Ly est bien défini.

De plus f((x,),, W)n) = Den Xn¥n = Donen YnXn = F((V) (x,),) done f est symétrique.
Soient (z,), € cog et 4 € R alors

S+ 20w Gd) = D Cen + A¥)20 = D XuZy 44 D VuZy = L) (Z)) + AL (D)o (Z0))

neN neN neN

donc f est bien une forme bilinéaire symétrique.

b. Soit y := (y,), € ¢y alors

£ =

D Y

neN neN neN neN

< D vl = D luyl -1yl < (Z |un|> ¥

Donc I'application linéaire f, est continue. On montre de méme que f, est continue.
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3)

c. Supposons par 'absurde que f soit continue.
Alors il existe C > 0 tel que Vx,y € ¢y, |/ (X, )| < ClIxll o1Vl -
Puisque R est archimédien, il existe N € N tel que N > C. Puis

N+1=f1<n. 1< S ClILcnllolTpenllo = C-

D’ot une contradiction.

a. Soit (x,), € cgg- Alors il existe N € N tel que x, = 0 pour n > N. En particulier nf:l = 0 pour
n > N. Ainsi <i> € ¢y et T est bien définie.
n+l /),
Soient (y,), € ¢y et 4 € R alors
X, + Ay X y
T A = (I T =<">+,1<—")=T +T ,
(Cedn + 2)n) ( p— >n e Py () + T((¥p)n)
donc T est linéaire.
De plus, pour n € N, on a n)_t'l < Ix,l £ NGe)pllee done IT((x,), )l = SUP,en ni"l < ) nll o

Donc T est continue.
On vérifie comme ci-dessus que T™' : ¢y — ¢y défini par T7'((x,),) = ((n+ 1)x,), est bien
définie, puis T-'eT ((x,),) = (x,), etT o T‘l((xn)n) = (x,),- Donc T est bijective.

b. Pour k € N,on a

T_l((1n=k)n)||oo =k+1 —— +oo. Donc T~! n’est pas continue.

—+00

c. Le théoréme d’isomorphisme de Banach stipule qu'une application linéaire, continue et bijective
entre deux espaces de Banach est un isomorphisme bicontinu.
Puisque T est une application linéaire, continue, bijective dont 1'inverse n’est pas continue, on en
déduit que ¢y, n’est pas complet.

Solution de I’exercice 3.

(M

(2)

3)

Puisque RY est séparé pour la topologie usuelle, on obtient que C = Im(y) comme image continue
d’un compact (y est continue car lipschitzienne).

Soitt € [0, 1] alors f(¢) =lim,,_,, , f,,(t) € C puisque Vn € N, f,(1) € C et C est fermé comme compact
d’un espace séparé. Ainsi Im(f) € C. Montrons maintenant 1"inclusion réciproque.
Soit ¢ € C. Pour n € N, il existe ¢, € [0, 1] tel que f,(t,) = c. Puisque [0, 1] est compact d"un espace

métrique, il existe ¢ : N — N strictement croissante et 7 € [0, 1] tels que 7, — "
n—+0oo
Pour n € N, on a |lc = f(t )l = 1 fpmCpm) = FEpm)l £ 1 fpm — fllo- En passant a la limite, on

obtient ||c — f(®)|| =0, d’ou ¢ = f(¢) € Im(f). Donc Im(f) = C.

a. Soit n € N. Puisque £(C)+27™" > £(C) :=inf {K >0 : 3f € Lipx([0, 1],R?), Im(f) = C}, il existe
K, € [f(C), 2(C) + 2_"[ et f, : [0,1] = R? une fonction K, -lipschitzienne telle que Im(f,) = C.

Puisque lim,_, , , Z(C) + 27" = £(C), les suites (K,,), et (f,), Vérifient les conditions requises.

b. Pours € [0,1],0ona {f,(#) : n€N} c C donc {f,(t) : n €N} est compact comme fermé d'un
compact.
La suite (K,), est convergente donc bornée, ainsi il existe K > 0 tel que pour tout n € N, f, est
K-lipschitzienne. Donc { fni NE N} est une partie équicontinue de ([0, 1], R9).
D’apres le théoreme d’Arzela—Ascoli, { f,, : n € N} est donc une partie relativement compacte
de ([0, 11, RY).

c. D’apres la question précédente, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (f,),
converge uniformément vers une fonction f € C 0([0, 1], [Rd).
D’apres la question (2), on a Im(f) = C.
Soient 7, s € [0, 1] alors, pour tout n € N, on a || £, (®) = f ()|l < K| — 5| En faisant tendre
n vers l'infini, on obtient || f () — f(s)|| < £(C)|t — s|. Donc f est £(C)-lipschitzienne.
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Solution de l’exercice 4.

(1)

(2)

e Soit (x,y) € Gx L tel que |[(x, y)|lgxz = 0alors ||x||+ ||yl =0d’ou ||x|]| = ||y]| =0etx =y =0.
Ainsi (x,y) = (0,0).
e Soient (x,y) € G X Let A € R alors
A, Wllgxr = 1A%, AVl gk = 1A + [[Apll = 1AL dIx]] + [1¥ID = (411G W gxr -

e Soient (x, y), (u,v) € G X L alors
lGe, ) + (, V)llgxr = 1x +u, y + OVllgxr, = llx +ull + lly + vl
< A1l Hlull + Nyl + ol
=1, Wllgxr + 11w, Ol gxr-

Donc || - || gz, est une norme sur G X L.

Soit ((x,,, ¥,)),en une suite de Cauchy de (G X L, || - || gx1)-
Alors, pour n € N, [[x,[l < lIx,ll + Iy, = [[(x,, y)llgxr donc (x,,), est une suite de Cauchy de
(E, |l - ). Ainsi il existe x € E tel que lim,,_,, ,, x, = x pour || - ||. Puisque G est fermé, ona x € G.

De méme, il existe y € L tel que lim,,_,, v, = y pour || - |
Ainsi ||(xn9 yn) - (-xa y)”G)(L = ”xn - X” + ”yn - y” m 0. Donc ((xrp yn))n Converge vers (X, Y)

pour || - [lgxz- On a bien montré que (G X L, || - ||gx1) est un espace de Banach.

. Soient (x, y),(w,v) € G X Let A € R alors

T(x, )+ Au,v))=T(x+ Au,y+ Av) =x+ Au+ y+ v =T(x,y) + AT (u, v).

Donc T est linéaire.

Soit z € G+ L alorsilexiste x € Gety € Ltelsquez=x+y. Ainsi z=x+y =T(x,y). Donc T
est surjective.

Soit (x,y) € G x L alors [T(x, »|l = lIx + Il < lIxll + Iyl = lI(x, Wlgx, donc T est continue.

. On sait que G X L est un espace de Banach d’aprés la question (1).a et que G + L est un espace

de Banach comme sous-espace vectoriel fermé d’un Banach. Puisque T est linéaire, continue et
surjective, on déduit du théoréme de Banach-Schauder qu’il existe r > 0 tel que

VzeG+ L, |zl <r = 3Ax,y) €GXL, z=T(x,y) et |[(x, lgxr <1

r

Posons A := % Soit z € (G + L)~ {0} alors il existe (x,y) € GX Ltelque = - — =T(x,y) = x+ yet

2 izl
Ixll + lIyll = e Mllgxr. < 1. Posons x” = 2l x et 7 o= 2Ly alors x" + 7 = Al (x 4 y) = 2.
De plus ||x'|| = MIIXII < Azl dixll + NIylD < Allzll et 1yl < Allz|l de la méme fagon.

. Puisque d(x,G) +¢€ > d(x,G) = inf{||[x —a|| : a € G},ilexistea € G tel que ||x —al| < d(x,G) +¢.

De méme, il existe b € L tel que ||x — b|| < d(x, L) + €.

. On considere 4 > 0 comme dans la question (1).c.

Alorsilexistea’ € Getb' € Ltelsquea—b=a' +b',||d'|| < Alla—b||, et ||| < Alla - b]|.
Onaa-ad €eGeta—d' =b+b' € Ldonca—ad €eGn L.

c. EnposantC;:=1+4,C,:=AetC3:=1+24,0na

dx,GNL) < |lx=(@=a)|l < llx—all+la"ll
< lx —all + Alla - bl|
< llx —all + Alla — x[| + All6 — x|
<dx,G)+e+ Ad(x,G)+ de + Ad(x, L) + Ae
<A+ 0Ddx,G)+ Ad(x, L)+ (1 +2A)e
=Cd(x,G) + Cyd(x, L)+ Cse.

d. En faisant € vers 0, on a d(x,G N L) < Cid(x,G) + Cod(x,L) < p(d(x,G)+d(x,L)) ou pu =

max(Cy, Cy).



