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Exercice 1.
Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 une application entre deux espaces topologiques.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 𝑓 est continue ;

(ii) ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝑓 −1( ̊𝐴) ⊂
̊̇

𝑓 −1(𝐴) ;
(iii) ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝐴) ;
(iv) ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝜕𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝜕𝐴).

Exercice 2.
On considère (𝑋, 𝒪) un espace topologique pour la topologie cofinie, i.e.

𝒪 ≔ {𝑂 ∈ 𝒫(𝑋) ∶ 𝑋 ∖ 𝑂 est fini} ∪ {∅}.

(1) Montrer que (𝑋, 𝒪) est séparé si et seulement si 𝑋 est fini.
(2) On suppose |𝑋| > 1. Montrer que (𝑋, 𝒪) est connexe si et seulement si 𝑋 est infini.
(3) Montrer que (𝑋, 𝒪) est quasi-compact.
(4) On considère une suite (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝑋ℕ. On définit 𝐴 comme l’ensemble des valeurs prises une infinité de

fois par (𝑥𝑛)𝑛, i.e.
𝐴 ≔ {𝑎 ∈ 𝑋 ∶ {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑥𝑛 = 𝑎} est infini} .

a. Montrer que si 𝐴 = ∅ alors (𝑥𝑛)𝑛 converge vers tous les éléments de 𝑋.
b. Montrer que si |𝐴| = 1 alors (𝑥𝑛)𝑛 converge dans 𝑋 vers une unique limite que l’on précisera.
c. Montrer que si |𝐴| > 1 alors (𝑥𝑛)𝑛 n’a pas de limite dans 𝑋.

(5) Soit 𝑌 ⊂ 𝑋. Montrer que la topologie induite par 𝒪 sur 𝑌 coïncide avec la topologie cofinie sur 𝑌 .

Exercice 3.
On définit 𝑑 ∶ ℂ × ℂ → ℝ par 𝑑(𝑧, 𝑤) ≔ |𝑤 − 𝑧| si 𝑧 et 𝑤 sont colinéaires et 𝑑(𝑧, 𝑤) ≔ |𝑧| + |𝑤| sinon.
(1) Montrer que ∀𝑧, 𝑤 ∈ ℂ, |𝑤 − 𝑧| ≤ 𝑑(𝑧, 𝑤).
(2) Montrer que 𝑑 définit une distance sur ℂ. On l’appelle souvent distance SNCF.
(3) Représenter graphiquement les boules 𝐵(0, 1), 𝐵(1 + 𝑖, 1), 𝐵(1 + 𝑖, √2) et 𝐵(1 + 𝑖, 2).

Aucune justification n’est demandée pour les dessins, mais faites bien apparaître les longueurs importantes.
(4) a. Montrer qu’un ouvert pour la distance euclidienne 𝑑𝑒(𝑧, 𝑤) ≔ |𝑤 − 𝑧| est ouvert pour 𝑑.

b. La réciproque est-elle vraie?
(5) Déterminer l’adhérence (pour 𝑑) du demi-plan H ≔ {𝑧 ∈ ℂ ∶ Im(𝑧) > 0}.
(6) Déterminer l’intérieur (pour 𝑑) de l’axe des ordonnées D ≔ {𝑖𝑦 ∶ 𝑦 ∈ ℝ}.

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 4.
PARTIE I : TOPOLOGIE DES ENTIERS UNIFORMÉMENT ESPACÉS
Pour 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, on note 𝑆(𝑎, 𝑏) ≔ {𝑎𝑛 + 𝑏 ∶ 𝑛 ∈ ℤ}.
On définit 𝒪 ≔ {𝑈 ∈ 𝒫(ℤ) ∶ ∀𝑥 ∈ 𝑈, ∃𝑎 ∈ ℤ ∖ {0}, 𝑆(𝑎, 𝑥) ⊂ 𝑈}.
(1) Montrer que 𝒪 est une topologie sur ℤ.
(2) Montrer que ℬ ≔ {𝑆(𝑎, 𝑏) ∶ 𝑎 ∈ ℤ ∖ {0}, 𝑏 ∈ ℤ} est une base de 𝒪 .
(3) Montrer que (ℤ, 𝒪) est un espace topologique séparé.

PARTIE II : DÉMONSTRATION DE H. FURSTENBERG DE L’INFINITÉ DES NOMBRES PREMIERS
Pour les questions suivantes, on considère l’espace topologique (ℤ, 𝒪) défini dans la partie précédente.
(4) Soient 𝑎 ∈ ℤ ∖ {0} et 𝑏 ∈ ℤ. Montrer que 𝑆(𝑎, 𝑏) est une partie fermée.
(5) Montrer qu’une partie finie et non vide de ℤ n’est pas ouverte.
(6) On note P l’ensemble des nombres premiers.

a. Montrer que ℤ ∖ {±1} = ⋃𝑝∈P 𝑆(𝑝, 0).
b. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.
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Solution de l’exercice 1.

(i)⇒(ii) Supposons que 𝑓 soit continue. Soit 𝐴 ⊂ 𝑌 . Puisque ̊𝐴 ⊂ 𝐴, on a aussi 𝑓 −1( ̊𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝐴).

Puisque ̊𝐴 est ouvert, on a par continuité que 𝑓 −1( ̊𝐴) est ouvert. Ainsi 𝑓 −1( ̊𝐴) =
̊̇

𝑓 −1( ̊𝐴) ⊂
̊̇

𝑓 −1(𝐴).

(ii)⇒(iii) Supposons ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝑓 −1( ̊𝐴) ⊂
̊̇

𝑓 −1(𝐴).

Soit 𝐴 ⊂ 𝑌 . D’après la question précédente, on a 𝑓 −1( ̊̆𝑌 ∖ 𝐴) ⊂
̨̊ �𝑓 −1(𝑌 ∖ 𝐴).

Or 𝑓 −1( ̊̆𝑌 ∖ 𝐴) = 𝑓 −1(𝑌 ∖ 𝐴) = 𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴) et
̨̊ �𝑓 −1(𝑌 ∖ 𝐴) =

̨̊ �𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴) = 𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴).
On a donc 𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴), i.e. 𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝐴).

(iii)⇒(iv) Supposons ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝐴).
Soit 𝐴 ⊂ 𝑌 . Alors

𝜕𝑓 −1(𝐴) = 𝑓 −1(𝐴) ∩ 𝑋 ∖ 𝑓 −1(𝐴) = 𝑓 −1(𝐴) ∩ 𝑓 −1(𝑌 ∖ 𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝐴) ∩ 𝑓 −1(𝑌 ∖ 𝐴)
= 𝑓 −1(𝐴 ∩ 𝑌 ∖ 𝐴) = 𝑓 −1(𝜕𝐴)

(iv)⇒(i) Supposons ∀𝐴 ⊂ 𝑌 , 𝜕𝑓 −1(𝐴) ⊂ 𝑓 −1(𝜕𝐴).
Soit 𝐹 un fermé de 𝑌 . Alors

𝜕𝑓 −1(𝐹 ) ⊂ 𝑓 −1(𝜕𝐹 ) par hypothèse
⊂ 𝑓 −1(𝐹 ) car 𝜕𝐹 ⊂ 𝐹 puisque 𝐹 est fermé

Donc 𝑓 −1(𝐹 ) est fermé. On a bien montré que 𝑓 est continue.

Solution de l’exercice 2.

(1) Supposons 𝑋 est infini. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 tels que 𝑥 ≠ 𝑦. Soient 𝑉 un voisinage de 𝑥 et 𝑊 un voisinage
de 𝑦. Alors il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟, 𝑏1, … , 𝑏𝑠 ∈ 𝑋 tels que 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} ⊂ 𝑉 et 𝑦 ∈ 𝑋 ∖ {𝑏1, … , 𝑏𝑠} ⊂ 𝑊 .
Puisque 𝑋 est infini, il existe 𝑐 ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟, 𝑏1, … , 𝑏𝑠}. Alors 𝑐 ∈ 𝑉 ∩ 𝑊 . Donc 𝑋 n’est pas séparé.

Supposons 𝑋 fini. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 tels que 𝑥 ≠ 𝑦. Alors 𝑋 ∖ {𝑥} et 𝑋 ∖ {𝑦} sont finis.
Donc {𝑥} et {𝑦} sont ouverts et vérifient 𝑥 ∈ {𝑥}, 𝑦 ∈ {𝑦} et {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅. Ainsi 𝑋 est séparé.

(2) Montrons que 𝑋 n’est pas connexe si et seulement si 𝑋 est fini.
Supposons 𝑋 non connexe.
Alors il existe 𝑈 et 𝑉 deux ouverts non vides de 𝑋 tels que 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ et 𝑋 = 𝑈 ⊔ 𝑉 .
Alors il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟, 𝑏1, … , 𝑏𝑠 ∈ 𝑋 tels que 𝑉 = 𝑋 ∖ 𝑈 = {𝑎1, … , 𝑎𝑟} et 𝑈 = 𝑋 ∖ 𝑉 = {𝑏1, … , 𝑏𝑠}.
Donc 𝑋 = 𝑈 ⊔ 𝑉 est fini.

Supposons 𝑋 fini. Puisque 𝑋 ≠ ∅, il existe 𝑥 ∈ 𝑋. Alors 𝑈 ≔ {𝑥} et 𝑉 ≔ 𝑋 ∖ {𝑥} sont des ouverts non
vides et disjoints vérifiant 𝑋 = 𝑈 ⊔ 𝑉 . Donc 𝑋 n’est pas connexe.

(3) Soit (𝑂𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’ouverts telle que 𝑋 = ⋃𝑖∈𝐼 𝑂𝑖.
Si 𝑋 est vide, il n’y a rien à faire. Supposons 𝑋 ≠ ∅ alors il existe 𝑖0 ∈ 𝐼 tel que 𝑂𝑖0 ≠ ∅.
Puis il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟 ∈ 𝑋 tels que 𝑂𝑖0 = 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟}.
Pour 𝑘 = 1, … , 𝑟, il existe 𝑖𝑘 ∈ 𝐼 tel que 𝑎𝑘 ∈ 𝑂𝑖𝑘 . Ainsi ⋃𝑟

𝑘=0 𝑂𝑖𝑘 = 𝑋.
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(4) a. Supposons 𝐴 = ∅. Soit ℓ ∈ 𝑋.
Soit 𝑉 un voisinage de ℓ. Alors il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟 ∈ 𝑋 tels que ℓ ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} ⊂ 𝑉 .
Puisque 𝐴 = ∅, pour 𝑘 = 1, … , 𝑟, il existe 𝑁𝑘 ∈ ℕ tel que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁𝑘 ⟹ 𝑥𝑛 ≠ 𝑎𝑘.
Posons 𝑁 ≔ max(𝑁1, … , 𝑁𝑟). Soit 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ≥ 𝑁 alors 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} ⊂ 𝑉 .
Donc (𝑥𝑛)𝑛 converge vers ℓ.

b. Supposons que 𝐴 = {ℓ}.
Soit 𝑉 un voisinage de ℓ. Alors il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟 ∈ 𝑋 tels que ℓ ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} ⊂ 𝑉 .
Pour 𝑘 = 1, … , 𝑟, puisque 𝑎𝑘 ∉ 𝐴, il existe 𝑁𝑘 ∈ ℕ tel que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁𝑘 ⟹ 𝑥𝑛 ≠ 𝑎𝑘.
Posons 𝑁 ≔ max(𝑁1, … , 𝑁𝑟). Soit 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ≥ 𝑁 alors 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} ⊂ 𝑉 .
Donc (𝑥𝑛)𝑛 converge vers ℓ.

Soit 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ {ℓ}. Alors 𝑋 ∖ {ℓ} est un voisinage ouvert de 𝑥.
Puisque ℓ ∈ 𝐴, ∀𝑁 ∈ ℕ, ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁 et 𝑥𝑛 = ℓ.
C’est exactement la négation de ∃𝑁 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ∖ {ℓ}.
Donc (𝑥𝑛)𝑛 ne converge pas vers 𝑥. Ainsi ℓ est l’unique limite de (𝑥𝑛)𝑛.

c. Supposons |𝐴| > 1. Soit 𝑥 ∈ 𝑋. Puisque |𝐴| > 1, il existe 𝑦 ∈ 𝐴 ∖ {𝑥}.
Alors 𝑉 ≔ 𝑋 ∖ {𝑦} est un voisinage ouvert de 𝑥.
Puisque 𝑦 ∈ 𝐴, ∀𝑁 ∈ ℕ, ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁 et 𝑥𝑛 ∉ 𝑉 .
Donc (𝑥𝑛)𝑛 ne converge pas vers 𝑥.

(5) Soit 𝑂 un ouvert non vide de 𝑌 pour la topologie induite.
Alors il existe 𝑈 un ouvert de 𝑋 tel que 𝑂 = 𝑌 ∩ 𝑈 .
Ainsi 𝑈 est non vide et donc 𝑌 ∖ 𝑂 = 𝑌 ∖ 𝑈 ⊂ 𝑋 ∖ 𝑈 est fini.
Par conséquent 𝑂 est ouvert pour la topologie cofinie sur 𝑌 .

Soit 𝑂 un ouvert non vide de 𝑌 pour la topologie cofinie.
Alors il existe 𝑎1, … , 𝑎𝑟 ∈ 𝑌 tels que 𝑂 = 𝑌 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟}.
Ainsi 𝑂 = 𝑌 ∩ (𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟}) où 𝑋 ∖ {𝑎1, … , 𝑎𝑟} est un ouvert de 𝑋.
Donc 𝑂 est ouvert pour la topologie induite.

Solution de l’exercice 3.

(1) Soient 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ. Si 𝑧 et 𝑤 sont colinéaires alors |𝑤 − 𝑧| = 𝑑(𝑧, 𝑤). Sinon |𝑤 − 𝑧| ≤ |𝑧| + |𝑤| = 𝑑(𝑧, 𝑤).

(2) • Soit 𝑧 ∈ ℂ alors 𝑧 = 1 ⋅ 𝑧 donc 𝑑(𝑧, 𝑧) = |𝑧 − 𝑧| = 0.
• Soient 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ tels que 𝑑(𝑧, 𝑤) = 0.

– Si 𝑧 et 𝑤 sont colinéaires alors 0 = 𝑑(𝑧, 𝑤) = |𝑤 − 𝑧| d’où 𝑧 = 𝑤.
– Sinon 0 = 𝑑(𝑧, 𝑤) = |𝑧| + |𝑤| d’où |𝑧| = |𝑤| = 0 et 𝑧 = 𝑤 = 0.

• Soient 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ.
– Si 𝑧 et 𝑤 sont colinéaires alors 𝑑(𝑧, 𝑤) = |𝑤 − 𝑧| = |𝑧 − 𝑤| = 𝑑(𝑤, 𝑧).
– Sinon 𝑑(𝑧, 𝑤) = |𝑧| + |𝑤| = |𝑤| + |𝑧| = 𝑑(𝑤, 𝑧).

• Soient 𝑧, 𝑤, 𝑡 ∈ ℂ.
– Si 𝑧 et 𝑡 sont colinéaires alors 𝑑(𝑧, 𝑡) = |𝑧 − 𝑡| ≤ |𝑧 − 𝑤| + |𝑤 − 𝑡| ≤ 𝑑(𝑧, 𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑡).
– Si 𝑧 et 𝑡 ne sont pas colinéaires alors soit 𝑧 et 𝑤 ne le sont pas, soit 𝑤 et 𝑡 ne le sont pas.

Dans le premier cas, on a 𝑑(𝑧, 𝑡) = |𝑧|+|𝑡| ≤ |𝑧|+|𝑤|+|𝑡−𝑤| = 𝑑(𝑧, 𝑤)+|𝑡−𝑤| ≤ 𝑑(𝑧, 𝑤)+𝑑(𝑤, 𝑡).
Et dans le deuxième cas, 𝑑(𝑧, 𝑡) = |𝑧|+|𝑡| ≤ |𝑧−𝑤|+|𝑤|+|𝑡| = |𝑧−𝑤|+𝑑(𝑤, 𝑡) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑤)+𝑑(𝑤, 𝑡).

Donc 𝑑 est bien une distance sur ℂ.
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(4) a. Soit 𝑂 un ouvert de ℂ pour 𝑑𝑒. Soit 𝑧 ∈ 𝑂. Il existe 𝜀 > 0 tel que 𝐵𝑑𝑒(𝑧, 𝜀) ⊂ 𝑂. Soit 𝑤 ∈ 𝐵𝑑(𝑧, 𝜀).
Alors, d’après la première question, 𝑑𝑒(𝑧, 𝑤) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑤) < 𝜀. Donc 𝑤 ∈ 𝐵𝑑𝑒(𝑧, 𝜀) ⊂ 𝑂.
Donc 𝑂 est un ouvert de ℂ pour 𝑑.

b. Supposons par l’absurde que 𝐵𝑑(2, 1) soit un ouvert pour 𝑑𝑒.
Alors il existe 𝜀 > 0 tel que 𝐵𝑑𝑒(2, 𝜀) ⊂ 𝐵𝑑(2, 𝑖). Mais 2 + 𝜀

2 ∈ 𝐵𝑑𝑒(2, 𝜀) ∩ 𝐵𝑑(2, 𝑖)𝑐 .
D’où une contradiction, donc un ouvert pour 𝑑 n’est pas nécessairement un ouvert pour 𝑑𝑒.

(5) On sait que H ⊂ H
𝑑
et on déduit de la question précédente que H

𝑑 ⊂ H
𝑑𝑒 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ Im(𝑧) ≥ 0}.

Soit 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0} alors 𝐵𝑑 (𝑥, |𝑥|
2 ) ⊂ ℝ donc 𝑥 ∉ H

𝑑
.

Soit 𝜀 > 0. Alors 𝜀
2 𝑖 ∈ 𝐵(0, 𝜀) ∩ H donc 0 ∈ H

𝑑
.

Donc H
𝑑 = H ∪ {0}.

(6) On sait que D ⊂ D
𝑑
.

Soit 𝑧 ∈ D ∖ {0} alors il existe 𝑦 ∈ ℝ ∖ {0} tel que 𝑧 = 𝑖𝑦. Puis 𝐵𝑑 (𝑧, |𝑧|
2 ) ⊂ D. Donc 𝑧 ∈ D̊.

Soit 𝜀 > 0 alors 𝜀
2 ∈ 𝐵𝑑(0, 𝜀) ∩ D𝑐 . Donc 0 ∉ D̊.

Ainsi D̊ = D ∖ {0}.
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Solution de l’exercice 4.

(1) • On a ℤ, ∅ ∈ 𝒪 .
• Soit (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝒪𝐼 . Soit 𝑥 ∈ ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖. Alors il existe 𝑖0 ∈ 𝐼 tel que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖0 . Puis il existe 𝑎 ∈ ℤ ∖ {0}

tel que 𝑆(𝑎, 𝑥) ⊂ 𝑈𝑖0 ⊂ ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖. Donc ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 ∈ 𝒪 .
• Soient 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝒪 . Soit 𝑥 ∈ 𝑈1 ∩ 𝑈2. Pour 𝑖 = 1, 2, il existe 𝑎𝑖 ∈ ℤ ∖ {0} tel que 𝑆(𝑎𝑖, 𝑥) ⊂ 𝑈𝑖.

Posons 𝑎 ≔ 𝑎1𝑎2 ∈ ℤ ∖ {0}. Soit 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎1𝑎2, 𝑥) alors il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑦 = 𝑎1𝑎2𝑛 + 𝑥.
On a donc 𝑦 = 𝑎1(𝑎2𝑛) + 𝑥 ∈ 𝑆(𝑎1, 𝑥) et 𝑦 = 𝑎2(𝑎1𝑛) + 𝑥 ∈ 𝑆(𝑎2, 𝑥).
Donc 𝑆(𝑎1𝑎2, 𝑥) ⊂ 𝑆(𝑎1, 𝑥) ∩ 𝑆(𝑎2, 𝑥) ⊂ 𝑈1 ∩ 𝑈2.
On a bien montré que 𝑈1 ∩ 𝑈2 ∈ 𝒪 .

(2) Montrons d’abord que ℬ ⊂ 𝒪 .
Soient 𝑎 ∈ ℤ ∖ {0} et 𝑏 ∈ ℤ. Soit 𝑥 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑏) alors il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑏.
Soit 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑥) alors il existe 𝑚 ∈ ℤ tel que 𝑦 = 𝑎𝑚 + 𝑥 = 𝑎(𝑚 + 𝑛) + 𝑏 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑏). Donc 𝑆(𝑎, 𝑥) ⊂ 𝑆(𝑎, 𝑏).
Ainsi 𝑆(𝑎, 𝑏) ∈ 𝒪 .

Soit 𝑈 ∈ 𝒪 . Soit 𝑥 ∈ 𝑈 . Alors il existe 𝑎𝑥 ∈ ℤ ∖ {0} tel que 𝑆(𝑎𝑥, 𝑥) ⊂ 𝑈 . Donc ⋃𝑥∈𝑈 𝑆(𝑎𝑥, 𝑥) ⊂ 𝑈 .
Soit 𝑥 ∈ 𝑈 alors 𝑥 = 𝑎𝑥0 + 𝑥 ∈ 𝑆(𝑎𝑥, 𝑥). Donc 𝑈 = ⋃𝑥∈𝑈 𝑆(𝑎𝑥, 𝑥). Ainsi ℬ est une base 𝒪 .

(3) Soient 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ tels que 𝑥 ≠ 𝑦. Sans perte de généralité, on peut supposer que 𝑦 > 𝑥.
Posons 𝑎 ≔ 𝑦 − 𝑥 + 1 > 1. Alors 𝑥 = 𝑎0 + 𝑥 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑥) et 𝑦 = 𝑎0 + 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑦).
D’après la question précédente, 𝑆(𝑎, 𝑥) et 𝑆(𝑎, 𝑦) sont respectivement des voisinages ouverts de 𝑥 et 𝑦.
Supposons par l’absurde que 𝑆(𝑎, 𝑥) ∩ 𝑆(𝑎, 𝑦) ≠ ∅ alors il existe 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ tels que 𝑎𝑛 + 𝑥 = 𝑎𝑚 + 𝑦.
Alors 𝑎(𝑛 − 𝑚) = 𝑦 − 𝑥 = 𝑎 − 1 d’où 𝑎|1. Or 𝑎 > 1, d’où une contradiction. Ainsi 𝑆(𝑎, 𝑥) ∩ 𝑆(𝑎, 𝑦) = ∅.
On a bien montré que (ℤ, 𝒪) est un espace topologique séparé.

(4) Montrons que ℤ ∖ 𝑆(𝑎, 𝑏) est ouverte. Soit 𝑥 ∈ ℤ ∖ 𝑆(𝑎, 𝑏).
Soit 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑥). Alors il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑦 = 𝑎𝑛 + 𝑥. Supposons par l’absurde que 𝑦 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑏) alors
il existe 𝑚 ∈ ℤ tel que 𝑦 = 𝑎𝑚 + 𝑏 et ainsi 𝑥 = −𝑎𝑛 + 𝑦 = 𝑎(𝑚 − 𝑛) + 𝑏 ∈ 𝑆(𝑎, 𝑏), d’où une contradiction.
Donc 𝑆(𝑎, 𝑥) ⊂ ℤ ∖ 𝑆(𝑎, 𝑏). Par conséquent ℤ ∖ 𝑆(𝑎, 𝑏) ∈ 𝒪 , i.e. 𝑆(𝑎, 𝑏) est fermée.

Remarque : on aurait aussi pu remarquer que ℤ ∖ 𝑆(𝑎, 𝑏) =
𝑎−1

⋃
𝑖=1

𝑆(𝑎, 𝑏 + 𝑖).

(5) Montrons la contraposée, i.e. qu’une partie ouverte est vide ou infinie.
Soit 𝑈 une partie ouverte non vide. Alors il existe 𝑥 ∈ 𝑈 .
Par définition de 𝒪 , il existe 𝑎 ∈ ℤ ∖ {0} tel que 𝑆(𝑎, 𝑥) ⊂ 𝑈 .
Or 𝑆(𝑎, 𝑥) est infinie puisque 𝜑 ∶ ℤ → 𝑆(𝑎, 𝑥) définie par 𝜑(𝑛) = 𝑎𝑛 + 𝑥 est injective.
Donc 𝑈 est infinie.

(6) a. Soit 𝑥 ∈ ℤ ∖ {±1}.
On déduit de l’existence de la décomposition en facteurs premiers, qu’il existe 𝑝 ∈ P tel que 𝑝|𝑥,
i.e. 𝑥 ∈ 𝑝ℤ = 𝑆(𝑝, 0). Donc 𝑥 ∈ ⋃𝑝∈P 𝑆(𝑝, 0).

Réciproquement, soit 𝑥 ∈ ⋃𝑝∈P 𝑆(𝑝, 0).
Alors il existe 𝑝 ∈ P tel que 𝑥 ∈ 𝑆(𝑝, 0) puis il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑥 = 𝑝𝑛.
Soit 𝑛 = 0 et alors 𝑥 = 0 ou 𝑛 ≠ 0 et alors |𝑥| ≥ 𝑝 > 1. Donc 𝑥 ∈ ℤ ∖ {±1}.

b. Supposons par l’absurde queP soit fini. Alorsℤ∖{±1} = ⋃𝑝∈P 𝑆(𝑝, 0) est fermé commeunionfinie
de fermés. Ainsi {±1} est ouvert. Or {±1} est une partie non vide et finie, d’où une contradiction
avec la question (5). Ainsi P est infini.


