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Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1. Topologie des boites
Soit (X;),c; une famille d’espaces topologiques.
(1) Rappeler la définition de la topologie produit sur [],c; X;.
(2) Montrer qu'il existe une topologie sur [],c; X; dont une base est # = {[[,c; U; : U, ouvertde X,}.
On l'appelle topologie des boites.
(3) Montrer que si I est fini alors la topologie des boites et la topologie produit coincident.
(4) Montrer que siles X; sont séparés alors [[,c; X; est séparé pour la topologie des boites.
(5) a. Onconsidére {0, 1} muni de la topologie discréte.
Montrer que la topologie des boites sur {0, 1}N =[], {0, 1} coincide avec la topologie discreéte.
b. Conclure quun produit d’espaces quasi-compacts n’est pas nécessairement quasi-compact pour
la topologie des boites.
c. Enoncer le théoréme de Tychonoff.

Exercice 2.

Soient (X, d) un espace métrique et K une partie compacte non vide de X.
(1) Montrer que (C?(X ,R), |- ll), I'espace des fonctions continues bornées pour la norme de convergence
uniforme, est un espace de Banach.

On considére @ : C[?(X, R) — C%K,R) définie par ®(f) = fik-
(2) Montrer que @ est une application linéaire continue.

t
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On définit @ : R = R par a(?) := Afe Cg(X, R), on associe f : X — R définie par

(3) Soit f € C(X,R).
a. Montrer que f € CI?(X, R).
b. Montrer que ®(f) = ®(f).
c. Montrer que || f]l o = 1P(f)|l -
(4) Montrer que Im(®) est une sous-algebre dense de CUK,R).
(5) Soit g € COK,R).
a. Justifier brievement qu’il existe une suite (f,), € C?(X ,R) telle que (®(f,)), converge uniformé-
ment vers g.
b. Montrer qu'il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

Vi €N, |O(f5n41) — PUom)lleo <277

+0o0
c. Montrer que f,q + Z (Fsne1) = Fony) converge dans (C)(X, R), || - [l)-
n=0
d. Onnote f la limite obtenue dans la question précédente. Montrer que ®(f) = g.
(6) Montrer que toute fonction g € C%K,R) admet un prolongement en une fonction h € (X, R) véri-
fiant [|All = I8l -
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Exercice 3. Complétion d’un espace métrique
ParTIE I : applications uniformément continues.
Soient (X, dy) et (Y, dy) deux espaces métriques.
(1) Montrer que si (x,), est une suite de Cauchy de X et que f : X — Y est uniformément continue alors
(f(x,)), est une suite de Cauchy de Y.
(2) On suppose que Y est complet. Soit A C X. Montrer que toute application uniformément continue
A — Y se prolonge de facon unique en une application continue A — Y.

PARrTIE I : complétion d’un espace métrique.
On appelle complété d"un espace métrique (X, d) un espace métrique complet (X, d) muni d’une application
1: X = X telle que Vx, y € X, d(i(x), 1(y)) = d(x, y) et (X) = X.
(1) Montrer qu’alors 1 est une injection continue.
(2) Montrer quesi f : X — Y est une application uniformément continue o1 Y est un espace métrique
complet, alors il existe une application uniformément continue f i X >Y telle que f = fou
(3) En déduire que le complété d'un espace métrique, s’il existe, est unique a isométrie pres.
(4) Lobjectif de cette question est de montrer l'existence du complété. On note C I’ensemble des suites de
Cauchy de X.
a. Montrer que 6 : C X C — R définie par 6((x,),, (¥,),) = nl_i)rpoo d(x,,y,) est bien définie.

b. Montrer que § induit une distance d : X x X — R sur X := C/~ ol

) ~ Yy € 6((x,), ),) = 0.

c. Montrer que: : X — X qui a x associe la classe d’équivalence de la suite constante égale a x est
une isométrie.
d. Montrer que 1(X) = X.
Indication : étant donnée une suite de Cauchy (x,,),,, on pourra considérer i(x,,) pour n suffisamment grand.
e. Montrer que X est complet.
Indication : @ une suite de Cauchy (w,,), de X, associer (x,), € XN vérifiant ¥n € N, d(1(x,), a,) < n-l—Ll
f. Conclure.



