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Topologie et calcul différentiel
TD n°1 : topologie des espaces vectoriels normés

Exercice 1.
Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour (ℝ2, ‖ ⋅ ‖1), (ℝ2, ‖ ⋅ ‖2) et (ℝ2, ‖ ⋅ ‖∞).

Exercice 2.
Soient 𝐸 un espace vectoriel et 𝑁 ∶ 𝐸 → ℝ vérifiant
(i) ∀𝑥 ∈ 𝐸 ∖ {0}, 𝑁(𝑥) > 0
(ii) 𝑁(0) = 0
(iii) ∀𝜆 ∈ ℝ, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥 + 𝜆𝑦) ≤ 𝑁(𝑥) + |𝜆|𝑁(𝑦)
Montrer que 𝑁 est une norme sur 𝐸.

Exercice 3.
Soient 𝑑 ∈ ℕ ∖ {0} et 𝑝 > 1. On définit ‖ ⋅ ‖𝑝 ∶ ℝ𝑑 → ℝ par

‖(𝑥1, … , 𝑥𝑑)‖𝑝 ≔
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|
𝑝⎞
⎟
⎟
⎠

1/𝑝

.

1. On pose 𝑞 ≔ 𝑝
𝑝−1 de sorte que 𝑞 > 1 et 1

𝑝 + 1
𝑞 = 1.

Montrer que ∀𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑝

𝑝 + 𝑏𝑞

𝑞 .
2. Montrer l’inégalité de Hölder :

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑑 ,
𝑑

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘𝑦𝑘| ≤
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|
𝑝⎞
⎟
⎟
⎠

1/𝑝 ⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑘=1

|𝑦𝑘|
𝑞⎞
⎟
⎟
⎠

1/𝑞

On pourra commencer par appliquer la question précédente à 𝑎 ≔ |𝑥𝑘|
‖𝑥‖𝑝

et 𝑏 ≔ |𝑦𝑘|
‖𝑦‖𝑞

.
Le cas 𝑝 = 𝑞 = 2 est appelé inégalité de Cauchy–Schwarz.

3. En déduire que ‖ ⋅ ‖𝑝 est une norme sur ℝ𝑑 .
4. Montrer que lim

𝑝→+∞
‖𝑥‖𝑝 = ‖𝑥‖∞.

Exercice 4.
Soient 𝑝 ∈ ℕ ∖ {0} et 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ vérifiant 𝑎 < 𝑏.

On définit ‖ ⋅ ‖𝑝 ∶ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ) → ℝ par ‖𝑓‖𝑝 ≔ (∫
𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1/𝑝
.

1. Montrer que ‖ ⋅ ‖𝑝 est une norme sur 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ).
On pourra adapter les solutions de l’Exercice 3 en remplaçant ∑ par ∫.

2. Montrer que lim
𝑝→+∞

‖𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖∞.

Exercice 5.
Montrer que les couples (𝐸, ‖ ⋅ ‖) suivants sont des espaces vectoriels normés :

1. 𝐸 = ℝ[𝑋] et ‖ ⋅ ‖𝑚 ∶ ∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖 ↦ ∑ |𝑎𝑖|𝑚𝑖 où 𝑚 ∈ ℝ>0.
2. 𝐸 = ℝ{𝑥}𝜌 l’espace vectoriel des séries entières réelles de rayon de convergence ≥ 𝜌 et

‖ ⋅ ‖𝑚 ∶ ∑
𝑖≥0

𝑎𝑖𝑥𝑖 ↦ ∑
𝑖≥0

|𝑎𝑖|𝑚𝑖

où 𝑚, 𝜌 ∈ ℝ>0 et 𝑚 < 𝜌.
3. 𝐸 = Lip([𝑎, 𝑏]) l’espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur [𝑎, 𝑏], où 𝑎 < 𝑏, et

‖𝑓‖ ≔ ‖𝑓‖∞ + sup
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

𝑥≠𝑦

|𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑦)|
|𝑥 − 𝑦| .



2 Université d’Angers – Topologie et calcul différentiel – TD n°1

4. 𝐸 = ℓ𝑝 ≔
{

(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℝℕ ∶
∞

∑
𝑛=0

|𝑥𝑛|𝑝 < ∞
}

et ‖(𝑥𝑛)𝑛‖𝑝 ≔
(

∞

∑
𝑛=0

|𝑥𝑛|𝑝
)

1/𝑝

où 𝑝 ∈ [1, ∞[.

5. 𝐸 = ℓ∞ ≔ {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℝℕ bornée} et ‖(𝑥𝑛)𝑛‖∞ ≔ sup𝑛∈ℕ |𝑥𝑛|.
6. 𝐸 = 𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) l’espace vectoriel des fonctions [𝑎, 𝑏] → 𝐹 continues ‖𝑓‖ ≔ sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
‖𝑓(𝑥)‖𝐹 où

𝑎 < 𝑏 et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹 ) est un espace vectoriel normé.
7. 𝐸 = ℬ(𝑋, 𝐹 ) l’espace vectoriel des fonctions 𝑋 → 𝐹 bornées et ‖𝑓‖ ≔ sup

𝑥∈𝑋
‖𝑓(𝑥)‖𝐹 où 𝑋 est un

ensemble et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹 ) est un espace vectoriel normé.

Exercice 6.
1. Soient (𝐸1, ‖ ⋅ ‖1), … , (𝐸𝑛, ‖ ⋅ ‖𝑛) des espaces vectoriels normés.

Montrer que (𝐸 ≔ 𝐸1×…×𝐸𝑛, ‖⋅‖) est un espace vectoriel normé, où ‖(𝑢1, … , 𝑢𝑛)‖ ≔ max𝑖=1,…,𝑛(‖𝑢𝑖‖𝑖).
2. Soit (𝐸𝑖, ‖ ⋅ ‖𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’espaces vectoriels normés.

Montrer que l’espace vectoriel

𝐸 ≔
{

(𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ ∏
𝑖∈𝐼

𝐸𝑖 ∶ sup
𝑖∈𝐼

‖𝑓𝑖‖𝑖 < ∞
}

muni de l’application

‖ ⋅ ‖ ∶ 𝐸 → ℝ
(𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 ↦ sup𝑖∈𝐼 ‖𝑓𝑖‖𝑖

est un espace vectoriel normé.

Exercice 7.
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐹 un sous-espace vectoriel fermé de 𝐸. Montrer que
l’espace vectoriel 𝐸/𝐹 muni de l’application

‖ ⋅ ‖𝐸/𝐹 ∶
𝐸/𝐹 → ℝ

𝑥 ↦ inf
𝑢∈𝑥

‖𝑢‖

est un espace vectoriel normé.

Exercice 8.
Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Montrer que l’application ‖ ⋅ ‖𝐸 ∶ (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) → (ℝ, | ⋅ |) est une application continue.

Exercice 9.
1. On considère l’espace vectoriel normé (ℝ, | ⋅ |).

(a) Déterminer l’adhérence et l’intérieur de ℚ.
(b) Les parties suivantes sont-elles ouvertes? fermées?

i.∅ ii. [42, +∞[ iii. ]−17, 9] iv. ]−𝜋, 𝜋[ v.ℚ vi. {𝑥 ∈ ℝ ∶ 0 < |𝑥+1| < 2}
2. Les parties suivantes de (ℝ2, ‖ ⋅ ‖2) sont-elles ouvertes? fermées?

(a) 𝐴 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 0 < |𝑥 + 1| < 2}
(b) 𝐵 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦}
(c) 𝐶 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ |𝑥| < 1 et |𝑦| ≤ 1}
(d) 𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ ℚ et 𝑦 ∈ ℚ}
(e) 𝐸 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∉ ℚ ou 𝑦 ∉ ℚ}
(f) 𝐹 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 < 4}
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Exercice 10.
Dans cet exercice 𝐸 désigne l’espace des matrices carrées de taille 𝑛 × 𝑛 à coefficients réels. On munit
𝐸 de la norme ‖ ⋅ ‖∞ donnée par

‖𝑀‖∞ ≔ max
(𝑖,𝑗)∈{1,…,𝑛}2

|𝑚𝑖𝑗| .

1. Montrer que (𝐴𝑛) converge vers 𝐿 = (ℓ𝑖𝑗) ∈ 𝐸 si et seulement si pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ {1, … , 𝑛}2,
lim𝑛→+∞ 𝑎𝑖𝑗,𝑛 = ℓ𝑖𝑗 .

2. Établir que

∑
𝑛≥0

‖𝑀𝑛‖∞ < +∞ ⟹ ∑
𝑛≥0

𝑀𝑛 converge .

3. Montrer que l’ensemble des matrices inversibles, noté 𝐺𝐿𝑛(ℝ), est un ouvert de 𝐸.
Indice : On pourra considérer une matrice 𝐴 inversible, remarquer que 𝐴 + 𝑀 = 𝐴(Id + 𝐴−1𝑀),
choisir 𝑀 de sorte que ‖𝐴−1𝑀‖∞ < 1 et utiliser une série géométrique.

4. Montrer que 𝐺𝐿𝑛(ℝ) est dense dans 𝐸.

Exercice 11.
On considère 𝐸 ≔ ℓ∞ l’espace vectoriel des suites réelles (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ bornées muni de la norme

‖(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ‖ = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛|.

On définit l’opérateur de Cesàro 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐸 par 𝑇 ((𝑥𝑛)𝑛∈ℕ) = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ où 𝑦𝑛 = 1
𝑛 + 1

𝑛

∑
𝑖=0

𝑥𝑛.

1. Montrer que 𝑇 est bien défini.
2. Montrer que 𝑇 est une application linéaire continue et déterminer sa norme d’opérateur.

Exercice 12.
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
Montrer que 𝑆 est bornée si et seulement s’il existe 𝑎 ∈ 𝐸 et 𝑟 ≥ 0 tels que 𝑆 ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟).

Exercice 13.
1. Montrer qu’une intersection quelconque de compacts est compacte.
2. Montrer qu’une union finie de compacts est compacte.
3. Une union quelconque de compacts est-elle nécessairement compacte?

Exercice 14.
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact.
Soit (𝐹𝑛)𝑛∈ℕ une suite décroissante de fermés telle que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛 ∩ 𝐾 ≠ ∅.
Montrer que 𝐾 ∩ ⋂

𝑛∈ℕ
𝐹𝑛 ≠ ∅.

Exercice 15.
Les parties suivantes de (ℝ, | ⋅ |) sont-elles compactes?
1. ℤ 2. [0, 1[ 3. ] − ∞, 1] 4. [0, 1] 5. {−42, 𝜋, 17} 6. [𝑒, 17[∪]17, 42]

Exercice 16.
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹 ) deux espaces vectoriels normés, 𝑆 ⊂ 𝐸 et 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹 une application
continue.

1. Si 𝐾 est un compact de 𝐹 , 𝑓 −1(𝐾) est-il nécessairement un compact de 𝐸 ?
2. Montrer que c’est toujours le cas si 𝑆 est compact.

Exercice 17.
Soient 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ vérifiant 𝑎 < 𝑏.

1. Montrer que ∀𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ), ‖𝑓‖1 ≤ √𝑏 − 𝑎‖𝑓‖2.
2. Montrer que ∀𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ), ‖𝑓‖2 ≤ √𝑏 − 𝑎‖𝑓‖∞.
3. Montrer que les normes ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖2 et ‖ ⋅ ‖∞ sont deux à deux non-équivalentes sur 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ).

Indice : pour 𝑛 ∈ ℕ, on pourra considérer 𝑓𝑛 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ définie par 𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑛.
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Exercice 18.
Soit 𝐸 ≔ ℝ[𝑋].

1. On définit 𝑁1 ∶ 𝐸 → ℝ par 𝑁1 (

𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋𝑘
)

≔
𝑛

∑
𝑘=0

|𝑎𝑘|
2𝑘 .

Montrer que 𝑁1 est une norme sur 𝐸.
2. Montrer que 𝑋𝑛 −−−−−→

𝑛→+∞
0 pour la norme 𝑁1.

3. On définit 𝑁2 ∶ 𝐸 → ℝ par 𝑁2 (

𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋𝑘
)

≔
|

𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘|
+

𝑛

∑
𝑘=1

|𝑎𝑘|
2𝑘 .

Montrer que 𝑁2 est une norme sur 𝐸.
4. Montrer que 𝑋𝑛 −−−−−→

𝑛→+∞
1 pour la norme 𝑁2.

5. Les normes 𝑁1 et 𝑁2 sont-elles équivalentes?

Exercice 19.
Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.

1. Soit 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸 de dimension finie. Pour 𝑎 ∈ 𝐸, on note

𝑑(𝑎, 𝐹 ) ≔ inf
𝑥∈𝐹

‖𝑥 − 𝑎‖ .

(a) Montrer que pour tout 𝑎 ∈ 𝐸, il existe 𝑥 ∈ 𝐹 tel que 𝑑(𝑎, 𝐹 ) = ‖𝑥 − 𝑎‖.
(b) On suppose que 𝐹 ≠ 𝐸. Soit 𝑎 ∈ 𝐸 ∖ 𝐹 et 𝑥 ∈ 𝐹 tel que 𝑑(𝑎, 𝐹 ) = ‖𝑥 − 𝑎‖.

Montrer qu’il existe 𝑏 ∈ 𝐸 tel que 𝑑(𝑏, 𝐹 ) = 1 et ‖𝑏‖ = 1.
2. On suppose maintenant que 𝐸 est de dimension infinie. Montrer qu’il existe une suite (𝑏𝑛)𝑛

d’éléments de 𝐸 telle que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑏𝑛‖ = 1 et 𝑑(𝑏𝑛,Vect(𝑏0, … , 𝑏𝑛−1)) = 1.
3. En déduire que 𝐸 est de dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte

(lemme de Riesz).

Exercice 20.
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸 de dimension finie.
Montrer que 𝐹 est fermé dans 𝐸.

Exercice 21.
Soit (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de parties connexes par arcs d’un espace vectoriel normé (𝐸, ‖ ⋅ ‖) telle que

⋂
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ≠ ∅.

Montrer que ⋃
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 est connexe par arcs.

Exercice 22.
1. On considère (ℝ, | ⋅ |). Que peut-on dire d’une partie 𝐴 qui est à la fois ouverte et fermée?

Indice : considérera une telle partie 𝐴 non triviale (si ça existe !) et on examinera la continuité de 1𝐴.
2. On considère ℝ𝑛 muni de la norme ‖ ⋅ ‖∞. Que dire des parties qui sont à la fois ouvertes et

fermées?
Indice : considérer une telle partie 𝐴 non triviale et l’application continue ℝ ∋ 𝑥 ↦ (𝑥, 0, … , 0) ∈ ℝ𝑛.
Puis, utiliser l’exercice précédent.


