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Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.
On consideére I'espace vectoriel normé (R2, || - ||,). Soit S := [0, 1] x Q@ C R?.
Est-ce que S est un ouvert? Un fermé?

Exercice 2.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et K C E un compact.
Montrer qu’il existe un ouvert U tel que K C U et U est un compact.

Exercice 3.
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et V' un sous-espace vectoriel de E.

(1) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de E.
(2) On suppose maintenant que V # @.

a. Montrer qu’il existe € > 0 tel que B(0,e) C V.
b. En déduire que V' = E.

Exercice 4.
On rappelle qu'une partie A d"un espace vectoriel E est convexe si tout segment joignant deux éléments de
A est entierement inclus dans A, autrement dit si

Vx,y€e A, VA€ [0,1], (1 — Dx+ Ay € A.

(1) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
Montrer que la boule unité fermée B;(0,1) := {x € E : ||x|| < 1} est une partie convexe de E.

(2) Lobjectif de cette question est de montrer que, dans la définition d’une norme, on peut remplacer I'inégalité
triangulaire par la propriété que la boule unité fermée est convexe.
Soient E un espace vectoriel et || - || : E = R, une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

e VIER, Vx € E, ||Ax|| = |Alllx|I;
e Vx€e€E, |x||=0 = x=0;
® B;(0,1):={x€E : |x|]| <1} estune partie convexe de E.
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b. En déduire que || - || est une norme sur E.

a. Soient x,y € E~ {0}. Montrer que v = (x+y) € B£(0,1).
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Exercice 5.

On consideére f : R* — R définie par f(x,y) = xzyy 5 si(x,y) #(0,0) et £(0,0)=0.

x4+

(1) Montrer que pour tout v € R*~ {0}, f admet une dérivée directionnelle en 0 dans la direction .

(2) La fonction f est-elle continue en 0?
Indice : on pourra considérer f(x, x*) pour x € R*~ {0}.

(3) La fonction f est-elle différentiable en 0?

Exercice 6.
On considére R* muni du produit scalaire canonique donné par :

(X, y) = X1 ¥1 + X0, + X33

oll x = (x1,%;,X3) € R? et y = (31, y5, y3) € R’
On définit f : R*\ {0} — R par f(x) := (x,x)" L.

(1) Montrer que f est différentiable en tout point de R3~ {0}.

(2) Pour a € R« {0}, donner la différentielle d fa



