Université d’Angers — 2024/2025
Analyse approfondie
CC du 26/02/2025.

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.

Montrer que \/21 + 12\/_— \/21 - 12y/3 € Z.

Exercice 2.

1. Montrer que Vx,y € [0,1], x + y—xy < 1.

2. En déduire que Vx, y € [0, 1], x2 + y2 —xy <1

Exercice 3.

Soient A une partie de R non-vide et majorée et M := sup(A).
Montrer que si M ¢ A alors Ve > 0, IM — ¢, M[NA contient une infinité d’éléments.

Exercice 4.

1. Montrer queVx e R, Vn € Z, |x +n] = |x] +n.

n—1
2. Soit n € N~ {0}. On considere f : R — R définie par f(x) = 2 {x + EJ — |nx].
n
k=0

i 1d oo 1
Montrer que f est périodique de période -

n—1

3. En déduire l'identité d’Hermite : Vn € N~ {0}, Vx € R, 2 lx + kJ = |nx].
n
k=0

Exercice 5.
Soit f : [0,1] = R une fonction dérivable de dérivée continue telle que f(0) = 0.

[ 1
1. Montrer que | f(1)| < / f(x)%dx.
0

2. Le résultat reste-t-il vrai si on ne suppose pas que f(0) =07

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 6.
Soient f, g : [a,b] - R deux fonctions intégrables et positives.

1. Soient ¢,d € R tels que a < ¢ < d < b. Montrer que

sup(fg) — inf(fg) <sup fsupg — inf f inf g.
[e.d] [e.d] led]  [ed] le.d]” [e.d]

2. Montrer qu’il existe M > 0 tel que Vx € [a,b], f(x) < M et g(x) < M.

3. Soit P = {a = x; < x| < -+ < x,, = b} une subdivision de [a, b].
Montrer que Up(fg) — Lp(fg) < M (Up(f) —Lp(f)+Up(g) — Lp(g))-

4. En déduire que fg : [a,b] — R est intégrable.

Exercice 7.

n+k
n? + k2

n
1. Déterminer lim Z
n—>+a3k_1

2n—1
2. Déterminer lim Z 1

n—too 4= 2n + 3k

Exercice 8.
Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en francais et préciser s’il s’agit d"une minus-
cule ou d"une majuscule: 1.¢ 2.BE 3.y 4. w
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Solution de I’exercice 1.
Meéthode 1 :

\/21+12\/§—\/21—12\/§=\/(2 3+3)2+\/<2\/§—3)2
=’2\/§+3‘—’2\/§—3‘

=2 3+3—(2\/§—3> car2/3 > 3
=6e”Z

Meéthode 2 :
Posons a = \/21 +124/3 - \/21 — 124/3 alors

2

a2=<\/21+12\/——\/21—12\/§> 3(\/7+4\/_—\/7—4\/§>2

=3(7+4\/§+7—4\/§—2<7+4\/§> (7—4\/5))
=3(14-2(49 — 16 X 3))

= 3(14—2(49 - 48))

=3x12

=36

Donca € {6} C Z.

Solution de l’exercice 2.

1. Meéthode 1. Soient x,y € [0,1]. Alorsx+y—xy—1=(x—1)(1 —y) <Opuisquex —1 <0etl—y>0.
Doncx+y—xy <1.

Meéthode 2. Soient x, y € [0, 1]. Alors

x<1l = x—xy=x(1-y)<1-y carl—y >0
= x+y—xy<l—-y+y=1

2. Soient x,y € [0,1]. Alors x < 1 d’ou XX <x puisque x > 0. De méme y2 <y.
Ainsi x>+ > —xy<x+y—-xy<1 d’apres la question précédente.

Solution de I’exercice 3.

Soit A une partie de R non-vide et majorée telle que M :=sup(A) ¢ A.

Supposons par 1'absurde qu’il existe € > 0 tel que |M — e, M[NA soit finie.

Par définition du supremum, il existea € Atelque M —e <a < M.

Puisque M ¢ A, on a nécessairement que a < M. Ainsi |M — e, M[NA # @.

Donc m :== max (M — e, M[NA) est bien défini. Notons 6 := M — m > 0.

Par définition du supremum, il existea € Atelque M —6 <a < M.

AinsiM —e <m=M — 6 <a < M (toujours car M ¢ A pour la derniere inégalité).
Donca €M — e, M[NA et a > m := max(]M — &, M[nA). D’ot1 une contradiction.
On a bien montré que Ve > 0, ]M — &, M[NA contient une infinité d’éléments.
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Solution de I’exercice 4.
1. Soient x € Retn € Z, alors
Ix] <x<|x]+1 = |x]+n<x+n<|x|+n+1.
Puisque |x] +n € Z, on déduit de 'unicité de la partie entiere que |x +n] = [x]| +n.

2. Soit x € R alors

f<x+%>=[n1 lx+¥J]—[nx+lJ

I
S 7 N\
M-
—_—
=
+
S | =
—
N——
|
)
=
+

k=1
—1 k
= x+ =+ [x+1] - |nx+1]
| nl
k=1
n—1 k
= x+ =+ [x] = [nx] d’aprés la question précédente
B nJl
k=1
n—1
k
=D |x+=||- lnx] = ()
k=0 - M-

(IR
Donc f est —-périodique.

3. Soientn e N\ {0} etx € [0, % [ Alors, 0 < nx < 1d’ou |nx| =0.

Deméme,pourke{0,...,n—1},ona05x+%<kni§ld’01‘1 [x+ﬂ =0.

n—1

Ainsi f(x) = [2 lx+ SJ] — |nx| = 0.

k=0
| PSP TP . _ . n—1 k _ _
Par ;-perlodlate de f, on obtient que Vx € R, f(x) =0, i.e. (Zk 0 lx + nJ) |nx] = 0.

= 1

n
On a bien montré 1'identité d’"Hermite : Vn € N\ {0}, Vx € R, Z {x + EJ = |nx]|.
n
k=0
Solution de l’exercice 5.

1. Puisque f' est continue sur le segment [0, 1], elle est intégrable et, d’apres le théoréeme fondamental
de l’analyse, on a

1
/ ['(dx = f(1) = f(0) = f(D).
0
On déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

1 2 1 2 1 1 1

(/ f’(x)dx> = (/ f(x) - 1dx> 5/ f’(x)zdx/ 1%dx =/ ' (x)%dx.

0 0 0 0 0

1 1
/ f'(x0)dx| < / f1(x)%dx.

0 0
1
2. Non, considérons f = 42 alors V/ f1(x)2dx =0 < |f(1)] =42.
0

Dong, en passant a la racine carrée, il vient | f(1)| =




Université d’Angers — 2024/2025 — Analyse approfondie — CC Seconde chance 5

Solution de I’exercice 6.

1. Soit x € [c¢,d] alors
J(x)g(x) < f(x)supg < sup fsupg
[e.d] [e.d]  [c.d]
puisque les quantités considérées sont positives.

Ainsi sup f sup g est un majorant de fg sur [c,d] et donc sup(fg) < sup fsupg.
le.d]  [e.d] le.d] [e.d]  [e.d]

On montre de méme que 1nf ( fg) > [1r}1f] f mf g.
C

Dot sup(fg) — 1nf(fg) <supfsupg— 1nff 1nfg
le.d) led] [cd]  [ed]

2. Puisque f et g sont intégrables, elles sont bornées et donc majorées.
Ainsi, il existe M| > 0 tel que Vx € [a, b] f(x) < M, etil existe M, > 0 tel que Vx € [a, b], g(x) < M,.
Posons M := max(M;, M,). Alors Vx € [a,b], f(x) < M et g(x) < M.

3. On déduit des deux questions précédentes que :

Up(f&) = Lp(f8) = 2( sup (fg) - inf (fg)>( — X 1)

k=1 \ [Xp—1x] X=Xk
n

< 2( sup f sup g-— inf f inf g>( — Xi_1) par 1.
k=1 \[xe—rxe]  Doeopx] (Xie—poXid - Xje-1%c]

Z( sup f sup g— inf f sup g
k=1 \ I

XX ] [xgm1oxg ] XirXid ™ gy

+ inf f sup g— inf f inf g)( —xk_l)

[xg—1-%k] ETRETS BTERTE TS R TR
n
:Z( sup g( sup f— inf f>
k=1 N [xgopox] [xg—1.%k] [xg—1-%]
+ inf f< sup g— inf g>>( _xk—l)
[xp—1.%] X ] ETIRET

5MZ< sup f— inf f+ sup g- inf g)( —X4_y) par2.
k=1

ETRE [xg—1:x4] EPRE [Xp—15%x]

=M (Up(f)— Lp(f) +Up(g) — Lp()).

4. Soit e > 0. Puisque f estintégrable, il existe une subdivision P, de [a, b] telle que U P (f)—L 3 ()<=
De méme, puisque g est intégrable, il existe une subdivision P, de [a, b] telle que Up, (&)—-L pz(g )< —
Posons P := P; U P, alors, d’apres la question précédente,

Up(£8) = Lp(f8) < M (Up(f) = Lp(f) + Up(g) - Lp(g))
<M (Up (D= Lp (1) +Up @ - Lp(®))

E
<M<— —)= .
om T TE

On a montré que pour tout € > 0, il existe une subdivision P de [a, b] telle que Up(fg) — Lp(fg) < ¢,
i.e. que fg estintégrable.
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Solution de l’exercice 7.

) 0,11 - R ,
1. Puisque 1+x est continue, on a
X [ d
1+x2
ntk 1w l+% "+ x 1 > ' 7 In2
Z —2 L 5 / dx = [arctan(x)+—ln(1 +x7)| ==+ —.
gtk nk—11+<5> n=too Jo o 1+ x2 2 o 4 2
n
. 0,2] - R .
2. Puisque 1 estcontinue, on a
X [ d
2+3x
2n—1 2n 1 2 2
1 1 In4
_1 d =[—ln2+3 ] =22
Z2n+3k 22+3k ot /O 23307 [3NE | =

Solution de I’exercice 8.
1. ¢ : zeta minuscule;
2. E:xi majuscule;
3. y : gamma minuscule;
4. o :omega minuscule.



