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Exercice 1.

Montrer que √21 + 12√3 − √21 − 12√3 ∈ ℤ.

Exercice 2.

1. Montrer que ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1], 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 ≤ 1.

2. En déduire que ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1], 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 ≤ 1.

Exercice 3.
Soient 𝐴 une partie de ℝ non-vide et majorée et 𝑀 ≔ sup(𝐴).
Montrer que si 𝑀 ∉ 𝐴 alors ∀𝜀 > 0, ]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴 contient une infinité d’éléments.

Exercice 4.

1. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℤ, ⌊𝑥 + 𝑛⌋ = ⌊𝑥⌋ + 𝑛.

2. Soit 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}. On considère 𝑓 ∶ ℝ → ℝ définie par 𝑓(𝑥) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

− ⌊𝑛𝑥⌋.

Montrer que 𝑓 est périodique de période 1
𝑛 .

3. En déduire l’identité d’Hermite : ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, ∀𝑥 ∈ ℝ,
𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋ = ⌊𝑛𝑥⌋.

Exercice 5.
Soit 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ une fonction dérivable de dérivée continue telle que 𝑓(0) = 0.

1. Montrer que |𝑓 (1)| ≤ √∫
1

0
𝑓 ′(𝑥)2𝑑𝑥.

2. Le résultat reste-t-il vrai si on ne suppose pas que 𝑓(0) = 0?

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 6.
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ deux fonctions intégrables et positives.

1. Soient 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ tels que 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑑 ≤ 𝑏. Montrer que

sup
[𝑐,𝑑]

(𝑓𝑔) − inf
[𝑐,𝑑]

(𝑓𝑔) ≤ sup
[𝑐,𝑑]

𝑓 sup
[𝑐,𝑑]

𝑔 − inf
[𝑐,𝑑]

𝑓 inf
[𝑐,𝑑]

𝑔.

2. Montrer qu’il existe 𝑀 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑀 et 𝑔(𝑥) ≤ 𝑀 .

3. Soit 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏} une subdivision de [𝑎, 𝑏].
Montrer que 𝑈𝑃 (𝑓𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑓𝑔) ≤ 𝑀 (𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) + 𝑈𝑃 (𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑔)).

4. En déduire que 𝑓𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ est intégrable.

Exercice 7.

1. Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛

∑
𝑘=1

𝑛 + 𝑘
𝑛2 + 𝑘2 .

2. Déterminer lim
𝑛→+∞

2𝑛−1

∑
𝑘=0

1
2𝑛 + 3𝑘 .

Exercice 8.
Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en français et préciser s’il s’agit d’une minus-
cule ou d’une majuscule : 1. 𝜁 2. Ξ 3. 𝛾 4. 𝜔
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Solution de l’exercice 1.
Méthode 1 :

√21 + 12√3 − √21 − 12√3 = √(2√3 + 3)
2

+ √(2√3 − 3)
2

= |2√3 + 3| − |2√3 − 3|
= 2√3 + 3 − (2√3 − 3) car 2√3 > 3

= 6 ∈ ℤ

Méthode 2 :
Posons 𝛼 ≔ √21 + 12√3 − √21 − 12√3 alors

𝛼2 = (√21 + 12√3 − √21 − 12√3)

2
= 3 (√7 + 4√3 − √7 − 4√3)

2

= 3 (7 + 4√3 + 7 − 4√3 − 2 (7 + 4√3) (7 − 4√3))
= 3 (14 − 2 (49 − 16 × 3))
= 3 (14 − 2 (49 − 48))
= 3 × 12
= 36

Donc 𝛼 ∈ {±6} ⊂ ℤ.

Solution de l’exercice 2.

1. Méthode 1. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]. Alors 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 − 1 = (𝑥 − 1)(1 − 𝑦) ≤ 0 puisque 𝑥 − 1 ≤ 0 et 1 − 𝑦 ≥ 0.
Donc 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 ≤ 1.

Méthode 2. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]. Alors

𝑥 ≤ 1 ⟹ 𝑥 − 𝑥𝑦 = 𝑥(1 − 𝑦) ≤ 1 − 𝑦 car 1 − 𝑦 ≥ 0
⟹ 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 ≤ 1 − 𝑦 + 𝑦 = 1.

2. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]. Alors 𝑥 ≤ 1 d’où 𝑥2 ≤ 𝑥 puisque 𝑥 ≥ 0. De même 𝑦2 ≤ 𝑦.
Ainsi 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 ≤ 1 d’après la question précédente.

Solution de l’exercice 3.
Soit 𝐴 une partie de ℝ non-vide et majorée telle que 𝑀 ≔ sup(𝐴) ∉ 𝐴.
Supposons par l’absurde qu’il existe 𝜀 > 0 tel que ]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴 soit finie.
Par définition du supremum, il existe 𝑎 ∈ 𝐴 tel que 𝑀 − 𝜀 < 𝑎 ≤ 𝑀 .
Puisque 𝑀 ∉ 𝐴, on a nécessairement que 𝑎 < 𝑀 . Ainsi ]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴 ≠ ∅.
Donc 𝑚 ≔ max (]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴) est bien défini. Notons 𝛿 ≔ 𝑀 − 𝑚 > 0.
Par définition du supremum, il existe 𝑎 ∈ 𝐴 tel que 𝑀 − 𝛿 < 𝑎 ≤ 𝑀 .
Ainsi 𝑀 − 𝜀 < 𝑚 = 𝑀 − 𝛿 < 𝑎 < 𝑀 (toujours car 𝑀 ∉ 𝐴 pour la dernière inégalité).
Donc 𝑎 ∈]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴 et 𝑎 > 𝑚 ≔ max (]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴). D’où une contradiction.
On a bien montré que ∀𝜀 > 0, ]𝑀 − 𝜀, 𝑀[∩𝐴 contient une infinité d’éléments.



4 Université d’Angers – 2024/2025 – Analyse approfondie – CC Seconde chance

Solution de l’exercice 4.

1. Soient 𝑥 ∈ ℝ et 𝑛 ∈ ℤ, alors

⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥 < ⌊𝑥⌋ + 1 ⟹ ⌊𝑥⌋ + 𝑛 ≤ 𝑥 + 𝑛 < ⌊𝑥⌋ + 𝑛 + 1.

Puisque ⌊𝑥⌋ + 𝑛 ∈ ℤ, on déduit de l’unicité de la partie entière que ⌊𝑥 + 𝑛⌋ = ⌊𝑥⌋ + 𝑛.

2. Soit 𝑥 ∈ ℝ alors

𝑓 (𝑥 + 1
𝑛) =

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘 + 1
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

− ⌊𝑛𝑥 + 1⌋

=
(

𝑛

∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋)

− ⌊𝑛𝑥 + 1⌋

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ⌊𝑥 + 1⌋ − ⌊𝑛𝑥 + 1⌋

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=1

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ⌊𝑥⌋ − ⌊𝑛𝑥⌋ d’après la question précédente

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

− ⌊𝑛𝑥⌋ = 𝑓(𝑥)

Donc 𝑓 est 1
𝑛 -périodique.

3. Soient 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} et 𝑥 ∈ [0, 1
𝑛 [. Alors, 0 ≤ 𝑛𝑥 < 1 d’où ⌊𝑛𝑥⌋ = 0.

De même, pour 𝑘 ∈ {0, … , 𝑛 − 1}, on a 0 ≤ 𝑥 + 𝑘
𝑛 < 𝑘+1

𝑛 ≤ 1 d’où ⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋ = 0.

Ainsi 𝑓(𝑥) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋

⎞
⎟
⎟
⎠

− ⌊𝑛𝑥⌋ = 0.

Par 1
𝑛 -périodicité de 𝑓 , on obtient que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 0, i.e. (∑𝑛−1

𝑘=0 ⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋) − ⌊𝑛𝑥⌋ = 0.

On a bien montré l’identité d’Hermite : ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, ∀𝑥 ∈ ℝ,
𝑛−1

∑
𝑘=0

⌊𝑥 + 𝑘
𝑛 ⌋ = ⌊𝑛𝑥⌋.

Solution de l’exercice 5.

1. Puisque 𝑓 ′ est continue sur le segment [0, 1], elle est intégrable et, d’après le théorème fondamental
de l’analyse, on a

∫
1

0
𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(1) − 𝑓(0) = 𝑓(1).

On déduit de l’inégalité de Cauchy–Schwarz que

(∫
1

0
𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥)

2
= (∫

1

0
𝑓 ′(𝑥) ⋅ 1𝑑𝑥)

2
≤ ∫

1

0
𝑓 ′(𝑥)2𝑑𝑥 ∫

1

0
12𝑑𝑥 = ∫

1

0
𝑓 ′(𝑥)2𝑑𝑥.

Donc, en passant à la racine carrée, il vient |𝑓 (1)| = |∫
1

0
𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥| ≤ √∫

1

0
𝑓 ′(𝑥)2𝑑𝑥.

2. Non, considérons 𝑓 ≡ 42 alors √∫
1

0
𝑓 ′(𝑥)2𝑑𝑥 = 0 < |𝑓(1)| = 42.
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Solution de l’exercice 6.

1. Soit 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑑] alors
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) sup

[𝑐,𝑑]
𝑔 ≤ sup

[𝑐,𝑑]
𝑓 sup

[𝑐,𝑑]
𝑔

puisque les quantités considérées sont positives.
Ainsi sup

[𝑐,𝑑]
𝑓 sup

[𝑐,𝑑]
𝑔 est un majorant de 𝑓𝑔 sur [𝑐, 𝑑] et donc sup

[𝑐,𝑑]
(𝑓𝑔) ≤ sup

[𝑐,𝑑]
𝑓 sup

[𝑐,𝑑]
𝑔.

On montre de même que inf
[𝑐,𝑑]

(𝑓𝑔) ≥ inf
[𝑐,𝑑]

𝑓 inf
[𝑐,𝑑]

𝑔.
D’où sup

[𝑐,𝑑]
(𝑓𝑔) − inf

[𝑐,𝑑]
(𝑓𝑔) ≤ sup

[𝑐,𝑑]
𝑓 sup

[𝑐,𝑑]
𝑔 − inf

[𝑐,𝑑]
𝑓 inf

[𝑐,𝑑]
𝑔.

2. Puisque 𝑓 et 𝑔 sont intégrables, elles sont bornées et donc majorées.
Ainsi, il existe 𝑀1 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑀1 et il existe 𝑀2 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑔(𝑥) ≤ 𝑀2.
Posons 𝑀 ≔ max(𝑀1, 𝑀2). Alors ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑀 et 𝑔(𝑥) ≤ 𝑀 .

3. On déduit des deux questions précédentes que :

𝑈𝑃 (𝑓𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑓𝑔) =
𝑛

∑
𝑘=1 ( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓𝑔) − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓𝑔)) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

≤
𝑛

∑
𝑘=1 ( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔 − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) par 1.

=
𝑛

∑
𝑘=1 ( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔 − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔

+ inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑓 sup
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑔 − inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑓 inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑔) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

=
𝑛

∑
𝑘=1 ( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓)

+ inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑓( sup
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑔 − inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑔)) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

≤ 𝑀
𝑛

∑
𝑘=1 ( sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑓 + sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔 − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
𝑔) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) par 2.

= 𝑀 (𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) + 𝑈𝑃 (𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑔)) .

4. Soit 𝜀 > 0. Puisque 𝑓 est intégrable, il existe une subdivision 𝑃1 de [𝑎, 𝑏] telle que 𝑈𝑃1(𝑓 )−𝐿𝑃1(𝑓 ) ≤ 𝜀
2𝑀 .

De même, puisque 𝑔 est intégrable, il existe une subdivision 𝑃2 de [𝑎, 𝑏] telle que 𝑈𝑃2(𝑔)−𝐿𝑃2(𝑔) ≤ 𝜀
2𝑀 .

Posons 𝑃 ≔ 𝑃1 ∪ 𝑃2 alors, d’après la question précédente,

𝑈𝑃 (𝑓𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑓𝑔) ≤ 𝑀 (𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) + 𝑈𝑃 (𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑔))
≤ 𝑀 (𝑈𝑃1(𝑓 ) − 𝐿𝑃1(𝑓 ) + 𝑈𝑃2(𝑔) − 𝐿𝑃2(𝑔))
≤ 𝑀 (

𝜀
2𝑀 + 𝜀

2𝑀 ) = 𝜀.

On a montré que pour tout 𝜀 > 0, il existe une subdivision 𝑃 de [𝑎, 𝑏] telle que 𝑈𝑃 (𝑓𝑔) − 𝐿𝑃 (𝑓𝑔) ≤ 𝜀,
i.e. que 𝑓𝑔 est intégrable.
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Solution de l’exercice 7.

1. Puisque
[0, 1] → ℝ

𝑥 ↦ 1+𝑥
1+𝑥2

est continue, on a

𝑛

∑
𝑘=1

𝑛 + 𝑘
𝑛2 + 𝑘2 = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

1 + 𝑘
𝑛

1 + (
𝑘
𝑛 )

2 −−−−−→
𝑛→+∞ ∫

1

0

1 + 𝑥
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = [arctan(𝑥) + 1

2 ln(1 + 𝑥2)]
1

0
= 𝜋

4 + ln 2
2 .

2. Puisque
[0, 2] → ℝ

𝑥 ↦ 1
2+3𝑥

est continue, on a

2𝑛−1

∑
𝑘=0

1
2𝑛 + 3𝑘 = 1

𝑛

2𝑛−1

∑
𝑘=0

1
2 + 3 𝑘

𝑛
−−−−−→
𝑛→+∞ ∫

2

0

1
2 + 3𝑥𝑑𝑥 = [

1
3 ln(2 + 3𝑥)]

2

0
= ln 4

3 .

Solution de l’exercice 8.
1. 𝜁 : zeta minuscule ;
2. Ξ : xi majuscule ;
3. 𝛾 : gamma minuscule ;
4. 𝜔 : omega minuscule.


