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Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent être cités correctement.

Exercice 1.
Soit 𝛼 > 0. Montrer que tout réel 𝑥 s’écrit de façon unique sous la forme 𝑥 = 𝑘𝛼 + 𝑟 où 𝑘 ∈ ℤ et 𝑟 ∈ [0, 𝛼[.

Exercice 2.

1. Montrer que ∀𝑎, 𝑏 > 0, 𝑎
𝑏 + 𝑏

𝑎 ≥ 2.

2. Déterminer la borne inférieure de 𝑆 ≔ {(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (
1
𝑎 + 1

𝑏 + 1
𝑐 ) ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0}.

Exercice 3.
Soit 𝑥 ∈ ℝ ∖ ℚ. Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ tels que 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0.

1. Montrer que 𝑐𝑥 + 𝑑 ≠ 0.

2. Montrer que 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑 n’est pas rationnel.

Exercice 4.

1. Soit 𝐷 ⊂ ℝ et 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction uniformément continue.
Montrer que si (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ sont deux suites d’éléments de 𝐷 telles que lim

𝑛→+∞
(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 0

alors lim
𝑛→+∞

(𝑓 (𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)) = 0.

2. En déduire que la fonction 𝑓 ∶ ℝ → ℝ
𝑥 ↦ sin (𝑥2)

n’est pas uniformément continue.

Exercice 5.
On considère 𝑓 ∶ [0, 1] → [0, 1] définie par 𝑓(𝑥) = 𝑥.

1. Montrer que pour tout 𝜀 > 0, il existe une subdivision𝑃 de [0, 1] telle que𝑈𝑃 (𝑓 ) < 1
2 +𝜀 et𝐿𝑃 (𝑓 ) > 1

2 −𝜀.

2. En déduire que 𝑓 est intégrable.

3. Déterminer la valeur de ∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 sans utiliser le théorème fondamental de l’analyse.

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 6.

On considère 𝑓 ∶ ℝ → ℝ définie par 𝑓(𝑥) = ∫
𝑥2

0
𝑒𝑥2+𝑦2𝑑𝑦.

1. Justifier que 𝑓 est bien définie.

2. Montrer que 𝑓 est dérivable et exprimer sa dérivée en fonction de 𝑓 .

Exercice 7.

1. Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛

∑
𝑘=1

𝑘2

𝑛3 + 𝑘3 .

2. Déterminer lim
𝑛→+∞

2𝑛−1

∑
𝑘=𝑛

𝑛
𝑘2 .

Exercice 8.
Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en français et préciser s’il s’agit d’une minus-
cule ou d’une majuscule : 1. 𝜅 2. Π 3. Σ 4. 𝜎
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Solution de l’exercice 1.
Soit 𝑥 ∈ ℝ. Posons 𝑘 ≔ ⌊

𝑥
𝛼 ⌋ ∈ ℤ et 𝑟 ≔ 𝑥 − 𝑘𝛼. Alors 𝑥 = 𝑘𝛼 + 𝑟. De plus

𝑘 ≤ 𝑥
𝛼 < 𝑘 + 1 ⟹ 𝑘𝛼 ≤ 𝑥 < 𝑘𝛼 + 𝛼 car 𝛼 > 0

⟹ 0 ≤ 𝑟 = 𝑥 − 𝑘𝛼 < 𝛼.
On a donc bien montré que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, il existe 𝑘 ∈ ℤ et 𝑟 ∈ [0, 𝛼[ tels que 𝑥 = 𝑘𝛼 + 𝑟.

Montrons l’unicité. Supposons qu’il existe aussi 𝑘′ ∈ ℤ et 𝑟′ ∈ [0, 𝛼[ tels que 𝑥 = 𝑘′𝛼 + 𝑟′.
Alors 𝑘𝛼 + 𝑟 = 𝑥 = 𝑘′𝛼 + 𝑟′ donc 𝑘 − 𝑘′ = 𝑟′−𝑟

𝛼 . Or

{
0 ≤ 𝑟 < 𝛼
0 ≤ 𝑟′ < 𝛼 ⟹ {

−𝛼 < −𝑟 ≤ 0
0 ≤ 𝑟′ < 𝛼

⟹ −𝛼 < 𝑟′ − 𝑟 < 𝛼

⟹ −1 < 𝑟′ − 𝑟
𝛼 < 1 car 𝛼 > 0.

Donc 𝑘 − 𝑘′ ∈ ℤ et −1 < 𝑘′ − 𝑘 < 1 d’où 𝑘′ − 𝑘 = 0, i.e. 𝑘′ = 𝑘. Enfin 𝑟′ = 𝑥 − 𝑘′𝛼 = 𝑥 − 𝑘𝛼 = 𝑟.

Solution de l’exercice 2.

1. Soient 𝑎, 𝑏 > 0 alors

0 ≤ (𝑎 − 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 ⟹ 2𝑎𝑏 ≤ 𝑎2 + 𝑏2

⟹ 2 ≤ 𝑎2 + 𝑏2

𝑎𝑏 = 𝑎
𝑏 + 𝑏

𝑎 car 𝑎𝑏 > 0.

2. Soit 𝑥 ∈ 𝑆 alors il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 tels que 𝑥 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (
1
𝑎 + 1

𝑏 + 1
𝑐 ). Ainsi

𝑥 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (
1
𝑎 + 1

𝑏 + 1
𝑐 ) = 1 + 𝑎

𝑏 + 𝑎
𝑐 + 𝑏

𝑎 + 1 + 𝑏
𝑐 + 𝑐

𝑎 + 𝑐
𝑏 + 1

= 3 + (
𝑎
𝑏 + 𝑏

𝑎) + (
𝑎
𝑐 + 𝑐

𝑎) + (
𝑏
𝑐 + 𝑐

𝑏)
≥ 3 + 2 + 2 + 2 = 9 d’après la question précédente.

On a montré que ∀𝑥 ∈ 𝑆, 𝑥 ≥ 9, i.e. que 9 est un minorant de 𝑆.
De plus (1 + 1 + 1) (

1
1 + 1

1 + 1
1 ) = 3 × 3 = 9, ainsi 9 ∈ 𝑆. Donc 9 = min𝑆 et inf𝑆 = 9.

Solution de l’exercice 3.

1. Supposons par l’absurde que 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0.
• Premier cas : 𝑐 = 0. Alors 𝑑 = −𝑐𝑥 = 0 et donc 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0. D’où une contradiction.
• Deuxième cas : 𝑐 ≠ 0. Alors 𝑥 = − 𝑑

𝑐 ∈ ℚ. D’où une contradiction.
Donc 𝑐𝑥 + 𝑑 ≠ 0.

2. Supposons par l’absurde que 𝑡 ≔ 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑 ∈ ℚ alors 𝑡(𝑐𝑥 + 𝑑) = 𝑎𝑥 + 𝑏 d’où 𝑥(𝑡𝑐 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑡𝑑.

• Premier cas : 𝑡𝑐 − 𝑎 ≠ 0. Alors 𝑥 = 𝑏−𝑡𝑑
𝑡𝑐−𝑎 ∈ ℚ. D’où une contradiction.

• Deuxième cas : 𝑡𝑐 − 𝑎 = 0. Alors 𝑏 − 𝑡𝑑 = 𝑥(𝑡𝑐 − 𝑎) = 0 et donc 0 = −𝑑(𝑡𝑐 − 𝑎) − 𝑐(𝑏 − 𝑡𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.
D’où une contradiction.

Donc 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑 ∈ ℝ ∖ ℚ.
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Solution de l’exercice 4.

1. Soient (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ deux suites d’éléments de 𝐷 telles que lim
𝑛→+∞

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 0.
Soit 𝜀 > 0. Puisque 𝑓 est uniformément continue, il existe 𝜂 > 0 tel que

(1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷, |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝜂 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝜀.

Puisque lim
𝑛→+∞

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 0, il existe 𝑁 ∈ ℕ tel que

(2) ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| ≤ 𝜂.

Soit 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ≥ 𝑁 alors, d’après (2), |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| ≤ 𝜂.
Puisque 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝐷, on déduit de (1) que |𝑓 (𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)| ≤ 𝜀.
On a bien montré que ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)| ≤ 𝜀,
i.e. lim

𝑛→+∞
(𝑓 (𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)) = 0.

2. Pour 𝑛 ∈ ℕ, posons 𝑥𝑛 ≔ √𝑛𝜋 + 𝜋
2 et 𝑦𝑛 ≔ √𝑛𝜋.

Alors 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 = √𝑛𝜋 + 𝜋
2 − √𝑛𝜋 = 𝑛𝜋+ 𝜋

2 −𝑛𝜋

√𝑛𝜋+ 𝜋
2 +√𝑛𝜋

=
𝜋
2

√𝑛𝜋+ 𝜋
2 +√𝑛𝜋

−−−−−→
𝑛→+∞

0.

Mais lim
𝑛→+∞ (𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)) ≠ 0 puisque |𝑓 (𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)| = |sin (𝑥2

𝑛) − sin (𝑦2
𝑛)| = 1.

On déduit de la question précédente que 𝑓 n’est pas uniformément continue.

Solution de l’exercice 5.

1. Commençons par remarquer que 𝑓 est bornée et donc que les sommes de Darboux et les intégrales
inférieures et supérieures de 𝑓 sont bien définies.
Soit 𝜀 > 0. Puisque ℝ est archimédien, il existe 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} tel que 𝑛𝜀 > 1

2 .
Considérons 𝑃 ≔ {0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 1} la subdivision régulière de [0, 1] en 𝑛 segments, i.e.
𝑥𝑘 = 𝑘

𝑛 . Alors

𝑈𝑃 (𝑓 ) =
𝑛

∑
𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) sup
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑓 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛

𝑘
𝑛 = 1

𝑛2

𝑛

∑
𝑘=1

𝑘 = 1
𝑛2

𝑛(𝑛 + 1)
2 = 1

2 + 1
2𝑛 < 1

2 + 𝜀

et

𝐿𝑃 (𝑓 ) =
𝑛

∑
𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

𝑓 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛

𝑘 − 1
𝑛 = 1

𝑛2

𝑛

∑
𝑘=1

𝑘 = 1
𝑛2

𝑛(𝑛 − 1)
2 = 1

2 − 1
2𝑛 > 1

2 − 𝜀

2. Soit 𝜀 > 0. D’après la question précédente, il existe une subdivision 𝑃 de [0, 1] telle que 𝑈𝑃 (𝑓 ) < 1
2 + 𝜀

2
et 𝐿𝑃 (𝑓 ) > 1

2 − 𝜀
2 . Alors 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) ≤ 𝜀.

On a bien montré que pour tout 𝜀 > 0, il existe une subdivision 𝑃 de [0, 1] telle que 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) ≤ 𝜀,
i.e. que 𝑓 est intégrable.

3. Soit 𝜀 > 0. Alors, d’après la question 1, il existe une subdivision 𝑃 de [0, 1] telle que 𝑈𝑃 (𝑓 ) < 1
2 + 𝜀 et

𝐿𝑃 (𝑓 ) > 1
2 − 𝜀.

Ainsi, puisque 𝑓 est intégrable, on a

−𝜀 < 𝐿𝑃 (𝑓 ) − 1
2 ≤ ⨜

1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 1

2 = ∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 1

2
et

𝜀 > 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 1
2 ≥ ⨛

1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 1

2 = ∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 1

2.

On a donc montré que ∀𝜀 > 0, −𝜀 ≤ ∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 1

2 ≤ 𝜀, donc ∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

2 .
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Solution de l’exercice 6.

1. Soit 𝑥 ∈ ℝ. Alors l’application [0, 𝑥2] → ℝ
𝑦 ↦ 𝑒𝑥2+𝑦2 est continue sur le segment [0, 𝑥2] (on remarque

que 𝑥2 ≥ 0) et est donc intégrable.

Ainsi 𝑓(𝑥) = ∫
𝑥2

0
𝑒𝑥2+𝑦2𝑑𝑦 est bien définie.

2. Puisque
ℝ → ℝ
𝑦 ↦ 𝑒𝑦2 est continue sur l’intervalle ℝ, on déduit du théorème fondamental de l’analyse

que 𝐹 ∶ ℝ → ℝ définie par 𝐹 (𝑥) ≔ ∫
𝑥

0
𝑒𝑦2𝑑𝑦 est dérivable de dérivée 𝐹 ′(𝑥) = 𝑒𝑥2 .

Ainsi, puisque ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥2𝐹 (𝑥2), on a que 𝑓 est dérivable par opérations élémentaires sur des
fonctions dérivables et que

𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥2𝐹 (𝑥2) + 2𝑥𝑒𝑥2𝐹 ′ (𝑥2)
= 2𝑥𝑒𝑥2𝐹 (𝑥2) + 2𝑥𝑒𝑥2𝑒𝑥4

= 2𝑥𝑓(𝑥) + 2𝑥𝑒𝑥2+𝑥4

= 2𝑥 (𝑓(𝑥) + 𝑒𝑥2+𝑥4
) .

Solution de l’exercice 7.

1. Puisque la fonction
[0, 1] → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥2

1+𝑥3
est continue sur le segment [0, 1], on a que

𝑛

∑
𝑘=1

𝑘2

𝑛3 + 𝑘3 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

(𝑘/𝑛)2

1 + (𝑘/𝑛)3 −−−−−→
𝑛→+∞ ∫

1

0

𝑥2

1 + 𝑥3 = 1
3 [ln (1 + 𝑥3)]

1
0 = ln 2

3 .

2. Puisque la fonction
[0, 1] → ℝ

𝑥 ↦ 1
(1+𝑥)2

est continue sur le segment [0, 1], on a que

2𝑛−1

∑
𝑘=𝑛

𝑛
𝑘2 =

𝑛−1

∑
𝑘=0

𝑛
(𝑘 + 𝑛)2 = 1

𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

1
(1 + 𝑘/𝑛)2 −−−−−→

𝑛→+∞ ∫
1

0

1
(1 + 𝑥)2 𝑑𝑥 = − [

1
1 + 𝑥]

1

0
= 1

2.

Solution de l’exercice 8.
1. 𝜅 : kappa minuscule
2. Π : pi majuscule
3. Σ : sigma majuscule
4. 𝜎 : sigma minuscule


