Université d’Angers — 2024/2025
Analyse approfondie
CC du 23 octobre 2024.

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.

1. Que signifie qu'une partie I C R est un intervalle?
On donnera la définition formelle avec des quantificateurs.
2. Est-ce que [7,42] N Q est un intervalle? Justifier.

Exercice 2.
Résoudre |2x — 1| > x*> — 1 d’inconnue x € R.

Exercice 3.
Déterminer, lorsqu’ils existent, les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus

grand élément et le plus petit élément de E := { V2 :neN } CcR.
n+1

Exercice 4.
Soit E C R une partie non-vide et bornée. On définit A == {|x — y| : x,y € E}.
1. Montrer que A admet un plus petit élément.
2. Montrer que A est majoré.
3. Justifier que sup(E) et inf(E) existent.
4. Montrer que sup(A) = sup(E) — inf(E).

Exercice 5. Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Pour chacun des énoncés suivants, dire s’il est vrai ou faux (en justifiant votre réponse).
(a) VxeR,Vne Z, [n+x| =n+ |x].
(b) VxeR, Vne Z, |nx| =n|x].

2
2. Montrer que Vn € N, {(\/71+ \/n+1> J =4n+1.

Exercice 6.
Montrer que Vx >0, x e R\Q = \/;E R~ Q.

Exercice 7.
Les nombres suivants sont-ils rationnels ou irrationnels ? Justifier.

(@) log2) = o () V25 (0) V15 (d) V3+15

Exercice 8.

Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en frangais et préciser sil s’agit d"une minus-
cule ou d’une majuscule: 1.v 2.¢ 3.T 4. H
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Solution de I'exercice 1.
1. Une partie I C R est un intervalle si
Vx,yel,VzeR, x<z<y = ze€l.
Remarque : on peut remplacer les inégalités strictes par des inégalités larges.

2. Posons x:=4,y:=42 et z := 3\/5 alorson a

o x,yE [7,42]1nQ
e x<z<Yy
o z & [x,42] N Q (puisque z ¢ Q)

On a bien montré que
Ax,ye [z, 21nQ,IzeR, x<z<yetz & [x,42]1NnQ

i.e. que [7,42] N Q nest pas un intervalle.

Remarque : plutot que de poser z := 3v/2, on aurait pu utiliser que R ~ Q est dense dans R pour en conclure
Uexistence de z € R~ Q vérifiant x < z < y.

Solution de I’exercice 2.
Méthode 1. Soit x € R alors

2x—1]>x*-le2x-1>x>-lou2x—1<—-x*+1

S x(x—2)<0oux>+2x-2<0

Concernant la premiére inégalité :

x —00 0 2 +0o0
x - 0 + +
x -2 - - 0 +
x(x —2) + 0 - 0 +

Concernant la deuxiéme inégalité : il s’agit d'un polynome de degré 2 dont le discriminant est A = 12
et dont le coefficient dominant est positif donc x> +2x -2 <0 & x € ]—1 - \/5, -1+ \/§ [

Ainsi
2x — 1] >x2—1@xe]O,Z[U]—l—\/g,—l+\/§[

@xe]—1—\/§,2[

On a montré que Vx € R, [2x — 1| >x?—1 @xe]—l—\/g,Z[.
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Méthode 2. Soit x € R.
o Premiercas: x> 3. Alors [2x — 1| > x* =1 & 2x - 1> x? = 1 & x(x —=2) <0 & x €]0,2].
L'ensemble des solutions sur [% +00 [ est donc [%, 2 [
e Deuxiéme cas : x < %
Alors 2x—1| > x*—1 & -2x+1>x>-1 & x>+2x-2<0& x € ]—1 - \/g,—l + \/g[puisqu’ils’agit
d’un polynome de degré 2 dont le coefficient dominant est positif et dont le discriminant est A = 12.
Donc 'ensemble des solutions sur ]—oo, % [ est ] —1-1/3, %] puisque —1 + V3> %
L'ensemble des solutions est [%2[ U]—l - \/5, %] = ]—1 - \/52[

Solution de I’exercice 3.

_\2
[ ] - \/_—EEE
- Soit x € E, alors il existe n € N tel que x = F‘/EI.Ainsix < \/5

Donc /2 est le plus grand élément de E. C’est donc aussi la borne supérieure de E. On en déduit que
I'ensemble des majorants de E est [\/5, +0o0 [

e Montrons que 0 = inf(E).

— Soit x € E alors il existe n € N tel que x = ﬁ Donc x = V2 > 0.
n+l n+l
— Soit € > 0. Puisque R est archimédien, il existe n € N tel que ne > V2.

Posonsx:zF‘/zlalorseret(n+1)e>ne>\/5d’of1£>£=x.

Vxe E,0<x

Ve>0,dx e E, x<e+0
On en déduit que I’ensemble des minorants de E est | — o0, 0].

Puisque 0 ¢ E, E n’a pas de plus petit élément (sinon ce serait inf(E) = 0).

On a bien montré que i.e. que 0 = inf(E).

Solution de I’exercice 4.

1. Puisque E # @, il existe x € E. Donc 0 = |x — x| € A.
Soit s € A. Alors il existe x,y € E telsque s = |[x — y|. D'ots = |[x — y| > 0.
Donc 0 est le plus petit élément de A.

2. Puisque E est majoré, il existe N > O tel que Vx € E, |x| < N.
Soit s € A. Alors il existe x,y € E telsque s = |[x — y|. D'ots = |[x — y| < |x| + |y| <2N.
Posons M :=2N. Alors on a bien montré que Vs € A,s < M.
Ainsi A est majoré par M.

3. sup(E) existe puisque E est non-vide et majoré et inf(E) existe puisque E est non-vide et minoré.

4. e Soits € A. Alors il existe x,y € E tels que s = |x — y|.
Premier cas : x > y.
Alors x < sup(E) etinf(E) < yd'oti s = x — y < sup(E) — inf(E).
Deuxiéme cas : x < y.
Alors y < sup(E) etinf(E) < x d'ott s = y — x < sup(E) — inf(E).
On a bien montré que Vs € A, s < sup(E) — inf(E).
e Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe x € E tel que sup(E) — % < X.
Par définition de la borne inférieure, il existe y € E tel que inf(E) + % > y.Doll —y > —inf(E) — %
Posons s := |[x — y| alors s € Aets = |x —y| > x —y > sup(E) —inf(E) — €.
Vs € A, s <sup(E) — inf(E)

Ve>0,3s €A, 5> sup(E) — inf(E) — ¢ - 9U€ SUP(A) = sup(E) — inf(E).

On a montré que {
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Solution de I’exercice 5.
1. (a) Vrai.Soientx e Retn e Z. Alors |x| <x < |[x]+1.Dol |x]+n<x+n<|x|+n+1.
Puisque |x] +n € Z, on a bien montré que |x +n| = |x] + n.
(b) Faux. Posons x := % etn:=2alorsn|x] =2-0=0et |nx| = 1] = 1.

2. Soit n € N. Alors
4n® <4n® +4n<4n® +4n+1=C2n+ 1)

= 2n< V42 +4n < 2n+1 puisque \/ est strictement croissante sur [0, +oo].
= 4n+1<n+m+1D)+2vVn(n+1)<4n+2

2
=>4n+1s(\/2+\/n+1) <@n+1)+1
2
On amontré que4n+1 < (\/Z+ \/n+1> <(@n+1)+1lavecdn+1€ Z.

Ainsi {(\/Z+ \/ﬁ)ZJ =4n+ 1.

Solution de I’exercice 6.
Montrons la contraposée : Vx > 0, \/; e = xe.

Soit x > 0 tel que y/x € Q. Alors x = <\/;>2 € Q.

Remarque : on pouvait aussi raisonner par I'absurde.
Soit x > 0 tel que x € R~ Q.

2
Supposons par 'absurde que \/x € Q, alors x = <\/§> € Q. D’oui une contradiction.
Donc \/; eRNQ.

Solution de I’exercice 7.
In2) _ a

In(10) ~ b°

D’ott aIn(10) = bIn(2) et ainsi In (10*) = In(2"). Donc 2“5 = 2. D'oi1 une contradiction avec "unicité
de la décomposition d"un entier en facteurs premiers.

Ainsilog(2) ¢ Q.

(b) V25=2€a.

(c) Supposons par I'absurde que V/15 € Q. Alors il existe a € N et b € N~ {0} tels que /15 = %.
Dou3-5- b =d.
Alors 3 est un nombre premier qui apparait un nombre impair de fois dans le terme de gauche et un
nombre pair de fois dans le terme de droite. D’ot1 une contradiction avec 1'unicité de la décomposition
d’un entier en facteurs premiers.

Donc \/E & Q.

d) Supposons par l'absurde que r := \/5 + \/g € Q. Alors > = 8 +2¢y/15d'ot1 V15 = r8 € Q.
PP p q 2
D’ol1 une contradiction avec la question précédente.

Ainsi V3 + /5 ¢ Q.

Solution de I’exercice 8.
1. v:nu minuscule
2. & :xi minuscule
3. I' : gamma majuscule
4. H:eta majuscule

(a) Supposons par I’absurde que log(2) € Q alors il existe a € Net b € N\ {0} tels que




