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Présentation

Analyse approfondie

I CM & TD : Jean-Baptiste Campesato

Séances (P6+P7): 8 CM et 16 TD.
Attention les horaires varient d’'une semaine a I'autre !

» E-mail : jb.campesato@univ-angers.fr
@ Notes de cours: https://math.univ-angers.fr/~campesato/ens/aa.pdf

“ @ Nombres réels (§2)
@ Continuité uniforme (§8)
© Intégrale de Riemann (§9)

= Diapositives : https://math.univ-angers.fr/~campesato/ens.html
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif :

@ Laddition est associative : Vx,y,z€R, (x+ ) +z=x+(y +2)
® 0 est le neutre de 'addition : Vx e R, x+0 =04 x = x
© Existence d'un inverse additif : Vx e R, 3(—x) €R, x + (—x) = (=x) +x =0
@ Laddition est commutative : Vx,y € R, x+y=y+x
@ La multiplication est associative : Vx, y,z € R, (xy)z = x(yz)
0 1 est le neutre de la multiplication : Vx e R, 1 - x=x-1=x
@ La multiplication est distributive par rapport a I'addition :
Vx,y,z€R, x(y+z)=xy+xz et (x+y)z=xz+yz
@ Existence d'un inverse multiplicatif : Vx € R~ {0}, Ix ' e R, xx ' =x'x =1
© La multiplication est commutative : Vx,y € R, xy = yx

* (R, <) est totalement ordonné.
* L'ordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.
* (R, <) est totalement ordonné :

© <estréflexive:Vx eR, x < x

@ < estantisymétrique : Vx,y €R, (x <yety<x) = x=y
© <esttransitive : Vx,y,z€R, (x<yety<z) = x<z

O <esttotale:Vx,yeR, x<youy<x

* L'ordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet.

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 2024/2025 3/20



LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.
* (R, <) est totalement ordonné.
® Lordre est compatible avec la structure de corps :

O Vx,y,zeER, (x<y=>x+2z<y+2)
O Vrx,yeR 0<xet0<y)=>0<xy

* R est Dedekind-complet.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.
* (R, <) est totalement ordonné.
® Lordre est compatible avec la structure de corps.

* R est Dedekind-complet :
Informellement, cette propriété signifie que

© il n'y a pas de nombre réel infiniment petit ou infiniment grand (propriété archimédienne, déja
vraie pour Q) et

® il ne manque pas de nombre réel : toute suite de chiffres forme le développement décimal d’'un
nombre réel.

Formellement, on peut I'énoncer de plusieurs (beaucoup) de fagons équivalentes.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet :

Définition (objectif des prochains cours)

Toute partie non-vide et majorée de R admet une borne supérieure :

\/Ezzsup{relR 12 <2)
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet :

Définition alternative — 1

Toute suite décroissante et minorée de réels admet une limite réelle :

3 5 X =1
V2:= lim x, ou X, 1

n—+co X4 = 5 +

X’l
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet :

Définition alternative — 2

Le théoreme des valeurs intermédiaires est valide pour les fonctions réelles.
La fonction f : R — R définie par f(x) = x> — 2 s’annule dans 10, 2[.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet :

Définition alternative — 3
Soient A, B C R tels que

®* A+QpetB+#Q,

i = . 2<
e R=AUB, Si on pose A 2{aeR.a_ZouagO}'et
B:={beR : b*>2eth>0} alors on obtient /2.

® Vaec A,VbeB,a<b
alors il existe c e Rtelque Va e A, Vb€ B,a<c <b.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet.

Remarques

* On admet I'existence et l'unicité,

® La multiplication est prioritaire sur I'addition : x + yz = x + (yz),
® Pour x,y € R,onnote x — y:= x + (—y),

® Pourx e Retye R {0}, on note f = xy~!,

* Etant donnés x, y € R, on note x < y pour (x < y et x # y).

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 2024/2025 3/20



Quelgues conséquences
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0
O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)
® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR {0}, (x 1) =x
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x
0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR {0}, (x 1) =x

D Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® Vx e R {0}, () ' =—(x7")
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x
0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR {0}, (x 1) =x

D Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® Vx e R {0}, () ' =—(x7")

BVxeER, x=0x>=0
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

O 1 est 'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

0O Pour tout x € R~ {0}, x~! est 'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

OVxeR, —(—x)=x

O vxeR {0}, (x 1) =x

@ Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® Vx e RN {0}, (0P =—(x7")

BVxeER, x=0x>=0

® Q c R; de plus I'addition, la multiplication et I'ordre sur Q sont compatibles avec ceux de R
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Propriétés de 'ordre — 1
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Propriétés de 'ordre — 1

O1>0
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z
<

©® Vx,y,s,t €R, ?zty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z

<

©® Vx,y,s,t €R, jzty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t

OVx,yeR, x<y& -y<—x
OVx,yER, x<y©o —-y<—x
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z

<

©® Vx,y,s,t €R, jzty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t

OVx,yeR, x<y& -y<—x
OVx,yER, x<y©o —-y<—x

<

@ Vx,y,z€eR, ;;g}:xZSyz
<

evx,y’ZER, ;zg}=>XZ>yz
0<x<

O Vx,y,s5,t €R, Ozfzty}:xs<yt
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©%<O

x<Zy
©® Vx,y,s,t €R, s <1 }:x+s§y+t @Vx,yGR,0<x£y©0<is%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yeR,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yelR,xSy<0©;$;<0
OVx,yeER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0

<
@ Vx,y,z€eR, ;;g}:xZSyz

x<y

>

O Vx,y,z€R, 2<0 }=>xz vz

0<x<
O Vx,y,s,t €R, Ozzzty};‘»xssw
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©%<O
x<Zy

© Vx.ysteR, O] }:>x+55y+’ @Vx,yER,0<x£y©O<i§%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yeR,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yelR,xSy<0©;$;<0

OVx,yER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0
<

@ Vx,y,z€R, ;;g}:xZSyz O Vx,yeER, Vz>0,x<yeoxz<yz
; ®Vx,yeR, Vz>0,x<yoxz<yz
x <

O Vx,y,z €R, 7 < };"XZZ)’Z ®Vx,yeR, Vz<0,x<yexz>yz

0 ®Vx,yeER,Vz<0, x<ye xz>yz
O Vx,y,s5,t€ER, 0
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©i<O
x<Zy

© Vx.ysteR, O] }:x+ssy+t @Vx,ye[R,O<xSy©0<i§%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yER,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yER,x§y<0©;$;<0

OVx,yER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0
<

@ Vx,y,z€R, ;;g}:xZSyz O Vx,yeER, Vz>0,x<yeoxz<yz
; ®Vx,yeR, Vz>0,x<yoxz<yz
x <

O Vx,y,z €R, 7 < };"XZZ)’Z ®Vx,yeR, Vz<0,x<yexz>yz

®Vx,yeER,Vz<0, x<ye xz>yz

0 <
O Vx,y,s5,t€ER, 0 <i };‘»xsﬁyt DVreR, x>0
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Propriétés de l'ordre — 2

,¥, € R, alors

Soient xy, ..., X, ¥i, ...

>Vie{l,...,n}, x; =y,

Jean-Baptiste Campesato

Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 2024/2025
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Propriétés de l'ordre — 2

Soient x;, ..., x,, y1,..., ¥, € R, alors

n
=>Viell,...,n}, x; =y,
x[_:Zyi i i

Corollaire

Soient x, ..., x, € R, alors

n
lezz():}vle{lgan}7xl=0
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Valeur absolue — 1

Définition : valeur absolue
On définit la fonction valeur absolue par

R - R
o15 o o e x six20
Tl —x six<0
y
4
3
2

1

-5 -4 -3 =2 10 1 2 3 4
-1

Graphe de y=|x]|.
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Valeur absolue — 2

O Vx eR, |x| = max(x, —x)

O VxeR, |x| >0

O VxeR, x=0&|x|=0

O VxeR, —|x| <x < |x|

O Vx,yeR, |x| =yl ® (x=youx=-y)
O Vx,y eR, |xy| = |x||yl

@ VxR {0}, !

x|

O Vx eR,Vy e R\ {0},

1
x

_ Il

g
y Iyl

O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, |Ix| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

v
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Valeur absolue — 2

© Vx R, |x| = max(x, —x) Soient a,x € R, alors :

O VxeR, |x| >0 @ Sia>0alors |x| =a< (x=aoux=—a)
O VxeR x=0&|x|=0 O |x|<ae-a<x<a

O VxeR, —|x| <x < |x| O |x|]<ae -a<x<a

O Vx,yER, |x|=|y| © (x=youx=-y) O |x|>as (x>a0ux<—a)

0O Vx,y €R, |xy| = |x]||y O |x|>ae (x>ao0ux<—a) )

GVxeR%()},H:L

x|

_ Il

Iyl

O Vx eR,Vy e R\ {0},

y
O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, |Ix| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

v
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Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient A C R et M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx € A, x < M.

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 2024/2025 9/20



Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient A C R et M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx € A, x < M.

Définition : minorant
Soient A c R et m € R. On dit que m est un minorantde A siVx € A, m < x.

Définition : partie minorée/majorée/bornée

® Une partie de R est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. minorant).

* Une partie de R est bornée si elle est majorée et minorée.
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Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient A C R et M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx € A, x < M.

Définition : minorant
Soient A c R et m € R. On dit que m est un minorantde A siVx € A, m < x.

Définition : partie minorée/majorée/bornée

® Une partie de R est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. minorant).

* Une partie de R est bornée si elle est majorée et minorée.

Soit A C R.
© Ecrire formellement a I'aide de quantificateurs que A est majorée.

© Ecrire formellement a I'aide de quantificateurs que A n'est pas majorée.
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Borne supérieure — 1

Définition
Soient ACRetS eR.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants

de A, c’est-a-dire si

OVxeA x<S,

@ si T est un majorant de A alors S < T.
On note alors sup(4) = S.

N

Proposition : unicité de la borne supérieure
Si une partie de R admet une borne supérieure alors cette derniere est unique.
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Borne supérieure — 1

Définition
Soient ACRetS eR.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants
de A, c’est-a-dire si

OVxeA x<S,

@ si T est un majorant de A alors S < T.
On note alors sup(4) = S.

N

Proposition : unicité de la borne supérieure
Si une partie de R admet une borne supérieure alors cette derniere est unique.

Démonstration. Supposons que S, et S, soient deux bornes supérieures d’une partie A C R.
Puisque .S, est un majorant de A et que S, est le plus petit des majorants, ona S, < S,.
De méme, S, < §, etdonc S, = S,. |
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Borne supérieure — 1

Définition
Soient ACRetS eR.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants

de A, c’est-a-dire si

OVxeA x<S,

@ si T est un majorant de A alors S < T.
On note alors sup(4) = S.

N

Proposition : unicité de la borne supérieure
Si une partie de R admet une borne supérieure alors cette derniere est unique.

De facon similaire, on appelle borne inférieure (ou infimum) d’'une partie A C R le plus grand des
minorants de A. Si A admet une borne inférieure alors cette derniére est unique. J
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet

Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet
Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.

Lhypothése non-vide est trés importante !
Quels sont les majorants et minorants de @ ? J
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet
Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.

Lhypothése non-vide est trés importante !
Quels sont les majorants et minorants de @ ? J

On note sup A = +oo si A est une partie de R non-majorée.
On note inf A = —co si A est une partie de R non-minorée.
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Borne supérieure — 3

Proposition : caractérisation du supremum a la epsilon
Soient Ac Ret S €R, alors

Vxe A, x<S§
S-sup(A)@{ Ve>0,Ix €A S—e<x
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Borne supérieure — 3

Proposition : caractérisation du supremum a la epsilon
Soient Ac Ret S €R, alors

VxeA x<S§

S=sup(A)®{ Ve>0,I3x €A, S—e<x

Démonstration. Soient A c Ret S € R.

® = :supposons que S = sup(A). Alors S est un majorantde A etdonc Vx € A, x < S.
Soit e > 0. Alors S —e < S et donc S — € n'est pas un majorant : il existe x € A tel que S — e < x.

® &:supposonsqueVx e A, x<SetvVe>0,Ixe A, S—e<x.
La premiére condition stipule que S est un majorant de A.
Montrons qu'’il s’agit du plus petit par contraposée : si T' < S alors T n’est pas un majorant.
SoitT e Rtelque T < S. Posons e :=.5 —T > 0. Alors il existe x € Atelque S —e < x,i.e. T < x.
Donc T n’est pas un majorant. |
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Borne supérieure — 3

Proposition : caractérisation du supremum a la epsilon
Soient Ac Ret S €R, alors

Vxe A, x<S§

S=Sup(A)©{ Ve>0,3x €A, S—¢<x

Proposition : caractérisation de l'infimum a /a epsilon
Soient AcRetI €R, alors

Vxe A, I <x

I=1nf(A)©{ Ve>0,dxe A, x<I+e
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Intervalles

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfon “ensemble des nombres réels — 2024/2025 13/20




Intervalles

Définition

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, x<z<L<y=>zel).
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, x<z<L<y=>zel).

Lemme

Soit I un intervalle non-vide alors :

* Si I est minoré et majoré alors |inf(I), sup(/)| c I  [inf(I), sup(I)];
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, (x<Lz<y=>z€l). )

Soit I un intervalle non-vide alors :

* Si I est minoré et majoré alors |inf(I), sup(/)| c I  [inf(I), sup(I)];

Démonstration. Supposons que I soit un intervalle non-vide minoré et majoré.

Soit x € T alors inf(I) < x < sup(l). Donc I c [inf(I), sup(1)].

Soit x € |inf(1), sup(I)|.

Puisque x > inf(I), x n’est pas un minorant de I et il existe donc y € I tel que y < x.

Puisque x < sup(I), x n'est pas un majorant de [ et il existe donc z € I tel que x < z.

Onaainsiy < x < zavec y,z € I,donc x € I puisque I est un intervalle.

On a bien montré que |inf(I), sup(I)[ c I. [ ]
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, x<z<L<y=>zel).

Lemme

Soit I un intervalle non-vide alors :

* Si I est minoré et non-majoré alors |inf(1), +oo| C I C [inf(I), +oo|;
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, (x<Lz<y=>z€l). )

Soit I un intervalle non-vide alors :

* Si I est minoré et non-majoré alors |inf(1), +oo| C I C [inf(I), +oo|;

v
Démonstration. Supposons que I soit un intervalle non-vide minoré et non-majoré.
Soit x € T alors inf(I) < x. Donc I C [inf(T), +oo].
Soit x € |inf(1), +oo].
Puisque x > inf(I), x n’est pas un minorant de I et il existe donc y € I tel que y < x.
Puisque I n’est pas majoré, il existe z € I tel que x < z.
Onaainsiy < x < zavec y,z € I, donc x € I puisque I est un intervalle.
On a bien montré que |inf(I), +oo| C I. [
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, (x<Lz<y=>z€l). )

Soit I un intervalle non-vide alors :

* Si I est minoré et majoré alors |inf(I), sup(/)| c I  [inf(I), sup(I)];
* Si I est minoré et non-majoré alors |inf(/), +oo[ C I C [inf([), +oo];

* Si I est non-minoré et majoré alors |—oco, sup(I)[ c I C |—co0, sup(/)|;

e Si I est non-minoré et non-majoré alors I =] — oo, +oo[.
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Intervalles

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeR, (x<Lz<y=>z€l).

y
Corollaire

Les intervalles sont les parties de R de la forme suivante, ou a < b :
° & ® [a,+o0[={x€E€R, a<x}

¢ la,a] = {a} ® Ja,+o[={x €R, a < x}
® [a,bl={xeER,a<x<b}
® [a,b[={xeR,a<x<b}
* Ja,bl = (x ER, a<x < b} 7 I embl= e G IR, & < b

C ]_ooab]={XER’be}

® la,b[={x€R, a<x<b} ® |-o0,+0[=R
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R est archimédien

Théoréme : R est archimédien

Ve >0,VA >0, dn eN, ne > A.
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R est archimédien

Théoréme : R est archimédien
Ve >0,VA >0, dn eN, ne > A.

Démonstration. Soient e > 0 et A > 0.

Supposons par I'absurde que Vn € N, ne < A.

Alors E := {ne : n € N} est non-vide et majoré.

Ainsi M := sup E est bien défini.

Puisque M — ¢ n’est pas un majorant de E, il existe n € N tel que ne > M —e.

Ainsi (n + 1)e > M, d’ou une contradiction. [ |
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R est archimédien

Théoréme : R est archimédien

Ve >0,VA >0, dn eN, ne > A.

Le résultat ci-dessus stipule qu’il n’existe pas de nombre réel infinitésimal (i.e. infiniment petit ou
infiniment grand). J
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R est archimédien

Théoréme : R est archimédien
Ve >0,VA >0, dn eN, ne > A.

Le résultat ci-dessus stipule qu’il n’existe pas de nombre réel infinitésimal (i.e. infiniment petit ou
infiniment grand). J

Corollaire
lim - =0
n—+oco p
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R est archimédien
Théoréme : R est archimédien
Ve >0,VA >0, dn eN, ne > A.

infiniment grand).

Le résultat ci-dessus stipule qu’il n’existe pas de nombre réel infinitésimal (i.e. infiniment petit ou J

Corollaire

lim 4 =0
n—>+oo n

Corollaire
N n’est pas majoré dans R.
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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

y

Graphe de y= |x]
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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.
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Partie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.

Existence lorsque x > 0.

Posons E:={neN : x <n}.

Puisque R est archimédien, on sait que E # @.
Donc p := min(E) est bien défini (car N est bien ordonné).
Puisque p€ E,ona x < p.

Puisque p—1eNetp—1¢ E,onap—1<x.
Doncn:=p—-1€ Zvérifien<x<n+1.
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Partie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.

Existence lorsque x > 0. Existence lorsque x < 0.

Posons E:={neN : x <n}. Posons F:={neN : —x < n}.

Puisque R est archimédien, on sait que E # @. Puisque R est archimédien, on sait que F # @.
Donc p := min(E) est bien défini (car N est bien ordonné).  Donc q := min(F) est bien défini.

Puisque p€ E,ona x < p. Puisque g € F,ona -x <gq.

Puisque p—1eNetp—1¢ E,onap—1<x. Puisqueg—1eNetg—1¢ F,onag—1< —x.
Doncn:=p—-1€ Zvérifien<x<n+1. Doncn:=—gq€ Z vérifien < x<n+ 1.
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Partie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.

Existence lorsque x > 0. Existence lorsque x < 0.

Posons E:={neN : x <n}. Posons F:={neN : —x < n}.

Puisque R est archimédien, on sait que E # @. Puisque R est archimédien, on sait que F # @.
Donc p := min(E) est bien défini (car N est bien ordonné).  Donc q := min(F) est bien défini.

Puisque p€ E,ona x < p. Puisque g € F,ona -x <gq.

Puisque p—1eNetp—1¢ E,onap—1<x. Puisqueg—1eNetg—1¢ F,onag—1< —x.
Doncn:=p—-1€ Zvérifien<x<n+1. Doncn:=—gq€ Z vérifien < x<n+ 1.

Unicité. Supposons que n,n’ € Z vérifientn <x <n+1letn’ <x<n' +1.
Alorsn—n"—1<0<n—-n"+1dol-1<n —n<1.
Puisque n’ —ne Z,onan—-n" =0,i.e.n’ =n. [ |
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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

y

Corollaire

T, s 4 °* VxeR, |[x] <x<|x]+1
*VxeR, x—1<|x]<x

Graphe de y= |x]
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Théoréme

V2ga
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 1 : par le théoréme fondamental de I'arithmétique.

Supposons par I'absurde que \/_ = % olabeNeth+#0.

Alors 2b* = d°.

La décomposition primaire de 2b? contient un nombre impair de facteurs premiers (comptés avec
les exposants) alors que la décomposition primaire a? contient un nombre pair de facteurs

premiers (comptés avec les exposants).
D’ol une contradiction avec 'unicité de la factorisation en facteurs premiers. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 2 : par le lemme d’Euclide.

Supposons par I'absurde que \/_ = % ol a,beN, b+#0etpged(a,b) = 1.

Alors 2b* = a*> d’ol 2|a>.

D’apres le lemme d’Euclide, 2|a et donc il existe k € N tel que a = 2k.

Puis 2b” = a® = 4k?, i.e. b* = 2k>.

Donc 2|b? et ainsi 2|b, toujours d’aprés le lemme d’Euclide.

Donc 2| pged(a, b) = 1; d’ou une contradiction. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 3 : par le lemme de Gauss.
Supposons par 'absurde que \/_ = % ola,beN,b+#0etpged(a,b) = 1.
Alors 2b* = 4> d’ol b|d®.
Puisque pged(a, b) = 1, on déduit du lemme de Gauss que 5|1 et donc b = 1.
Ainsi a* = 2, or
* sia=0 mod 3 alors > =0 mod 3,
* sia=1 mod 3 alors a> =1 mod 3 et
* sia=2 mod 3 alors a> =1 mod 3.
D’ol une contradiction. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 4 : par congruence.
Supposons par I'absurde que \/_ = % ol a,beN, b+#0etpged(a,b) =1.
® Premiercas:sia=0 mod 3etb=0 mod 3, alors 3| pged(a, b) = 1,
* Deuxiémecas:sia=+1 mod3etbh=0 mod 3, alors 0 = ¢> - 2b> =1 mod 3,
e Troisitme cas:sia=0 mod 3 etbh=+1 mod 3, alors 0 =a®> = 26> =1 mod 3,
e Quatritme cas:sia=+1 mod 3 et h=+1 mod 3, alors 0 = ¢*> —2b*> =2 mod 3.
Dans tous les cas, on obtient une contradiction. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 5 : par le principe du bon ordre.

Supposons par 'absurde que \/_ = % ola,beNetb+#0.

Alors E := {n eN : ny2eN~ {0}} est non-vide puisque b € E (b\/i =a€eN).
Puisque N est bien ordonné, E admet un plus petit élément p := min(E).

On sait que p\/i € N {0} et on pose ¢ := p\/f—p. Alors g € Z.

De plus ¢ = p(\/i —1)de sorteque 0 < g < p.

MaiSq\/§=2p—p\/§=p—qe N\ {0}. Donc g € E.
D’ol une contradiction puisque g € E et ¢ < p = min(E). |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 6 : par la proprigté archimédienne.

Pour n € N, posons u,, = (\/E— 1>n

En utilisant la formule du binbme de Newton (ou une récurrence), on montre que pour tout n € N
il existe a,, b, € Z tels que u, = a, + b, /2.

Puisque x + +/x est croissante sur [0, +co[, on déduit de 2 < (%)2 que0<vV2-1< 3

1
Donc 0 <u, < 5.

Supposons par contradiction que \/_ = § ol p,q e Net g +#0alors

a, + pb
u, =a, +b\/—_a +b_ 9% T PO
q
Puisque u, > 0, on a |qa, +pb |>1etu, > é
AinsivneN, 0 < 1 g St < z—n
Ce qui contredit Ia propriété archimédienne de R (ou que lim zi =0). [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 7 : par descente infinie.
Supposons par I'absurde que \/_ = % olabeNeth+#0.

Alors a* = 2b%, d'ol a(a — b) = a* — ab = 2b* — ab = b(2b — a).

2b—a
Donc =2_ .
\/_ b a—>b

Puisque1<\/—=%,ona0<a—b. Et ainsi0 < 2b—a,dola—b < b.

a a
En répétant ce processus, on obtient V2= % = b—l = b—2 =.-0Ug,>0et0<b <by.
1 2
Ce qui est impossible puisqu'il n’existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement
décroissante. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 8 : une version geomeétrique de la descente infinie.

Supposons par I'absurde que \/_ = % oUua,beNetb+#0.
Y
Alors a = 1/2b > b. (@=b
Laire du carré au centre est A = (2b — a)*. bl
De plus, par inclusion-exclusion, 2(a — b)* + 2b*> — A = d.
Donc A = 2(a — b)* + 2b* — a* = 2(a — b)* puisque a* = 2b°. a
2
Ainsi 2(a — b = A = (2b— a)?, dou 2 = 2279 b
(a —b)?
DonC\/_=2b—baaveco<2b—aet0<a—b<b. (a-b
a—
En répétant ce processus, on construit une suite infinie de
fractions\/_=%=‘;—1=Z—2=~~-ank>0et0<bk+1<bk. -« 5 ¢ .
1 2
Ce qui est impossible puisqu’il n’existe pas de suite infinie b
d’entiers naturels strictement décroissante. |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géométrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géométrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB.

Supposons par I'absurde que \/_ = % oluabeNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B
Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB. E
Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B

Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.
Choisissons D sur [BC] tel que BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.
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Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.

Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et

‘AB = DB, donc AE = ED d’aprés le théoréme de Pythagore.
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Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et
‘AB = DB, donc AE = ED d’aprés le théoréme de Pythagore.

De plus le triangle CDE est isocéle (considérer les angles) et rectangle en A donc ED = DC.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).

Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D
D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB. E
Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B

Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.

Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et
‘AB = DB, donc AE = ED d’aprés le théoréme de Pythagore.

De plus le triangle CDE est isocéle (considérer les angles) et rectangle en A donc ED =DC.
AinsiCD = BC — AB et EC = AC — AE = AB — (BC — AB) = 2AB — BC sont multiples entiers de d.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie). F G
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D
D’apres le théoreme de Pythagore, on a BC = 1/2 x AB. E

Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := %,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B
Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.

Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et

‘AB = DB, donc AE = ED d’aprés le théoréme de Pythagore.

De plus le triangle CDE est isocéle (considérer les angles) et rectangle en A donc ED =DC.

AinsiCD = BC — AB et EC = AC — AE = AB — (BC — AB) = 2AB — BC sont multiples entiers de d.
Puisque DEC est isocele et rectangle en D, on peut répéter cette construction avec le triangle DEC de
sorte a construire une suite infinie de segment (AC, EC, FC, ...) multiples entiers de d dont la longueur
diminue. Ce qui est impossible. |
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Quelques nombres irrationnels : e

Théoréme
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Quelques nombres irrationnels : e

Premiere démonstration.

+0o0
On (r)appelle que e = Z l.
= n!
Supposons par I'absurde que e = % ol a,b € N~ {0}.
Alors b > 1 puisque e & N.
De plus,

21 1
b! e—zm = b! ngﬂn—! .

On obtient une contradiction en remarquant que le terme de gauche est un entier alors que le
terme de droite n’en est pas un, en effet :

1 11
0<b!<z m)ﬁZm—b<l.

n>b+1 n>1
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Quelques nombres irrationnels : e

Deuxiéme démonstration.
PourneN,onposeu,:= [ x"e*dx.

0
Par récurrence et en utilisant la formule d’intégration par parties, on montre que pour tout n € N,
il existe a,,,b, € Z tels que u, = a, + eb,.

Supposons par I'absurde que e = E ol p,q € N\ {0}.
+ b
Alors 0 < u, = a, +b p_ 2T P
"q q 1
Puisque u, > 0, on a que qa, + pb, > 1 etque u, > —.

1
Ainsi Vn € N, O<1<u< x"edx =

)

e

n+1
D’ol une contradiction en falsant tendre n vers l'infini. [ |
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Quelques nombres irrationnels

Montrer qu'il existe a, b > 0 irrationnels tels que a” € Q. I
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 2024/2025 19/20



Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).

Démonstration. Soient x,y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire i <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+e=y.

Ainsiq:%EQVérifiex<q<y. [ |
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire i <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+e=y.

Ainsiq:%EQVérifi6x<q<y. [ |

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N Q # @.
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R
Vx,yER, x<y=>(3qeQ,x<qg<y).

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire % <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+5=y.

Ainsiq:%EQVérifiex<q<y. [ |

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N Q # @.

Démonstration. Puisque I n’est pas vide et n’est pas un singleton, il existe x, y € I tels que x < y.

Comme Q est dense dans R, il existe ¢ € Q tel que x < ¢ < y.

Puisque I est un intervalle, onaque g € I.

Ainsige INQ # @. [ |
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R

Vx,yER, x<y = (As€eRQ, x<s<y)
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R
VX, yER, x<y = (Fs€R\Q,x<s<Y)

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.
D’aprés la diapositive précédente, il existe g € Q tel que x < g < y.
De méme, il existe pe Qtelque x < p < q.
Ainsi, on p,q € Q vérifiant x < p < g < y.
Posons s :=p+ %(g - D).
Alors s € R~ @, sinon on aurait V2 = 22—2 ¢ q.
q—p
De plus, p < s < g puisque 0 < % < 1.
On a bien construit s € R ~ Q vérifiant x < s < y. [ ]
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R
VX, yER, x<y = (Fs€R\Q,x<s<Y)

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.
D’aprés la diapositive précédente, il existe g € Q tel que x < g < y.
De méme, il existe pe Qtelque x < p < q.
Ainsi, on p,q € Q vérifiant x < p < g < y.
Posons s :=p+ %(g - D).
Alors s € R~ @, sinon on aurait V2 = 22—2 ¢ q.
q—p
De plus, p < s < g puisque 0 < % < 1.
On a bien construit s € R ~ Q vérifiant x < s < y. [ ]

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N (R Q) # @.
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