Université d’Angers — 2023/2024
Théorie des anneaux

Feuille de TD n°3

Exercice 1. Soit A un anneau commutatif.
1. Soit f € A[X]~{0}.
Montrer que f est un diviseur de zéro si et seulement s’il existe d € A~ {0} tel que d f = 0.
2. Soit f = ag+a; X + a, X* + - + a,X" € A[X].
(a) Montrer que f € Nil(A[X]) si et seulement si ay, a4, ..., a, € Nil(A).
(b) Montrer que f € (A[X])" si et seulement siaqy € A* etay, ..., a, € Nil(A).
Pour les deux questions précédentes, on pourra utiliser I’Exercice 10 du TD n°2.
3. (a) Montrer que si A est intégre alors (A[X])* = A* et Nil(A[X]) = {0}.
(b) Le résultat précédent est-il vrai pour un anneau commutatif non-trivial quelconque ?
4. (a) Soient f,g € A[X].
On suppose que g # 0 et que le coefficient dominant de g est inversible dans A.
Montrer qu’il existe ¢, r € A[X] uniquement déterminés par f = gg + r et deg(r) < deg(g).
On appelle q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de f par g.
(b) Soient f € A[X]eta € A.
Montrer que a est une racine de f si et seulement s’il existe g € A[X] tel que f = (X — a)g.
(c) On suppose maintenant que A est un anneau commutatif non-trivial.
Montrer que A est intégre si et seulement tout polyndme non-nul f € A[X] possede au plus
deg(f) racines.

Exercice 2.

1. Montrer que Z[X]/(2) ~ (Z27)[ X].

2. On considére A := Z[X/(2(X? - 1)).
(a) Montrer que les inversibles de A sont 1 et —1.
(b) Montrer que 2 et 2X sont associés.
(c) Montrer qu'il n’existe pas u € A* tel que 2X = 2u.
(d) Y-a-til une contradiction avec un résultat du cours disant que deux éléments sont associés si et

seulement s’ils sont multiples 1'un de l'autre par un inversible ?

Exercice 3. Soit A un anneau commutatif.
1. Montrer que si z € A est irréductible et si u € A* est inversible alors urx est irréductible.
2. Soient z, 7" € A deux éléments associés de A. Montrer que z est irréductible si et seulement si 7’ 'est.
Attention : I'anneau A n’est pas supposé intégre.

Exercice 4.
1. Montrer que Z/6Z est un anneau noétherien non-integre n’admettant pas d’irréductible.
2. Montrer que (2) est un idéal premier de Z/6Z.
3. Y-a-t'il une contradiction avec un résultat du cours disant que z est irréductible si et seulement si ()
est premier non-nul? Une des implications est-elle vraie pour tout anneau intégre ?
4. Montrer qu’aucun élément non-nul et non-inversible de Z/6Z s’écrit comme le produit d"un inversible
et d'irréductibles.

Exercice 5. Soit A un anneau integre.
1. Montrer que si a, b € A ont un ppcm alors ils ont un pged.

2. Laréciproque est-elle vraie? On pourra considérer 2 et 1 + i /3 dans Z [1\/5]

Exercice 6. Soit A un anneau commutatif non-trivial. On suppose qu’il existe N : A — N vérifiant :
(i) Vae A, N(a)=0a=0
(ii) Vae A, N(@) =1 aec A"
(iii) Va,b € A, N(ab) = N(a)N(b)
1. Montrer par récurrence sur N(a) que tout élément a € A ~ {0} s’écrit de la forme a = ux; --- 7, ot
u € A* et ot les ;. sont irréductibles.
2. Cette écriture est-elle nécessairement unique ?
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Exercice 7. 1. Montrer que Z[i] est un anneau euclidien pour le stathme v(z) := |z|?.
2. Montrer que Z [\/5] est un anneau euclidien pour le stathme v (a +bv/2 ) = |a2 — 2b2|.

Exercice 8. Soit A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) = |z|*.
1. (a) Montrer queVz € A, z € A* & N(z) = 1.
(b) En déduire que A™ = {+1, +i}.
2. OndénoteX:={n€N : Ja,beN, n=a*+b}.
(a) Montrer que si n,m € X alors nm € X.
(b) Soit p un nombre premier.
i. Montrer que p € X si et seulement si p n’est pas un irréductible de A.
ii. Montrer que A/(p) =~ Z[X/(X? + 1,p) ~ (ZIpZ)[X1/(X? + 1).
iii. En déduire que p n’est pas irréductible dans A si et seulement si —1 est un carré modulo p si
etseulementsip=2oup=1 mod 4.
iv. Montrer que p € X si et seulement si p n’est pas un irréductible de A.
(c) Soitn € N{0, 1}. Montrer que n € X ssi v,(n) est pair pour tout premier p =3 mod 4.

Exercice 9. Soit A := Z[i]et N : A — N défini par N(z) := 1z|2.
1. Expliciter {z€ A : N(z) < 10}.
2. (a) Montrer queVz,w € A, zlw = N(2)|N(w).
(b) Etudier la réciproque.
. Les éléments 2 et 3 sont-ils des irréductibles de A?
. (a) Soit z € A. Montrer que si N(z) est un nombre premier alors z est un irréductible.
(b) Etudier la réciproque.
. Les éléments 2 + i et 2 — i sont-ils des irréductibles de A?
. Lister les éléments z € A irréductibles vérifiant N(z) < 10.
. (a) Décomposer 10, 1 + 5i, 6 + 8i et —13 + 9i en produit de facteurs irréductibles.
(b) En déduire un pged et un ppecm de 1 + 5i et 6 + 8i.
8. Cette question est indépendante : déterminer un pgcd, un ppcm et une relation de Bézout de 5—i et 4+7i.
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Exercice 10. On se place dans 'anneau R[.X].
1. Pour chacun des couples suivants, déterminer un pgcd, un ppcm et une relation de Bézout.
@)X +X+4et X2+ X +2 (b) X2 +2X° + X2+ X +1et X* -1
2. Les anneaux suivants sont-ils des corps? Si oui, les identifier a un corps plus simple.
(@) RIXV(X> + X +4) (b) RIXI(X? + X +2)

Exercice 11. Soit A := {P € Q[X] : P'(0) =0}.
1. Montrer que A est un anneau integre contenant X Zet X°.
2. Déterminer A*.
3. A-t-on X2|X> dans A?
4. Montrer que X et X° sont irréductibles et non-associés dans A.
5. Exhiber un élément de A admettant deux décompositions distinctes en facteurs irréductibles.
6. L'ideal (X?) de A est-il premier ?
7. Montrer que l'idéal I := (X 2, X% de An'est pas principal.
8. Montrer que les diviseurs unitaires communs a X 3 et X0 dans A sont 1, X% et X°.
9. En déduire que X° et X° n‘ont pas de pged.
10. Justifier de 4 fagons différentes que A n’est pas un anneau principal.
11. Montrer que tout élément P € A s’écrit sous la forme P = a; + a; X + X?>Q o1 Q € A et ay, a; € Q.
12. Identifier 'anneau A/I avec un anneau plus simple.
13. I est-il un idéal maximal de A?

Exercice 12. Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un corps, (ii) A[X] est euclidien, (iii) A[XT] est principal.

Exercice 13. Soit A un anneau de Bézout, i.e. un anneau integre ot1 tout idéal finiment engendré est principal.
1. Montrer que deux éléments quelconques de A ont un pged.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est noethérien, (ii) A est un anneau principal, (iii) A est factoriel.



