Université d’Angers — 2023/2024
Théorie des anneaux

Feuille de TD n°2

Exercice 1. Le but de cet exercice est de démontrer le deuxiéme théoréme d’isomorphisme.
Soient A un anneau, B un sous-anneau de A et I un idéal de A.

1. Montrer que B + I est un sous-anneau de A.

2. Montrer que BN I est un idéal de B.

3. Montrer que I est unidéal de B+ 1.

4. Montrer que les anneaux B/B N I et (B + I)/I sont isomorphes.

Exercice 2.
1. Soient A un anneau commutatif, B un sous-anneaude Aetw € A.Onpose Blw] := {P(w) : P € B[X]}.
Montrer que B[w] est le plus petit sous-anneau de A contenant B et w.
2. On considére maintenant A = C et B = Z. Soit w € C.
(a) Montrer que Z[w] est le plus petit sous-anneau de C contenant .
(b) On suppose qu'il existe P € Z[ X ] unitaire de degré d > 1 tel que P(w) = 0.
Montrer que Z[w] = {ad_la)d_l +--+aw+ay : ag.ap,...,a;_1 € Z}.
(c) Lerésultat de la question précédente reste-t-il vrai si on ne suppose pas P unitaire?

Exercice 3.

Soient A un anneau a division, B un anneauet f : A - Bun morphisme d’anneaux.
1. Montrer que si B n’est pas trivial alors f est injectif.
2. Que se passe-t-il si B est trivial ?

Exercice 4.
1. Déterminer les idéaux premiers de Z.
2. Déterminer les idéaux maximaux de Z.

Exercice 5.

On considere I := (2, X) I'idéal de Z[ X] engendré par 2 et par X.
1. Montrer que I = {P € Z[X] : P(0)=0 mod 2}.
2. Est-ce que I est un idéal principal ?

Exercice 6.

L'idéal I de A est-il premier ? maximal?
1. A=Q[X), I =(X?-2) 4. A=R[X],I=(X-2) 7. A=27[i],T=(10+1)
2. A=2Z[X), 1 =(X>-2) 5. A=R[X], I =(X*>+1) 8. A=2Z[X),I=(nX)
3. A=R[X), I =(X?-2) 6. A=C[X],I=(X>+1) ottneN\ {0}

Exercice 7.

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant.
1. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal premier de B alors I N A est un idéal premier de A.
2. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B.
Si I est un idéal maximal de B alors I N A est un idéal maximal de A.
3. Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal premier de B alors f ~1(I) est un idéal premier de A.
4. Soit f : A — B est un morphisme d’anneaux.
Si I est un idéal maximal de B alors f~!(I) est un idéal maximal de A.
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Exercice 8.
Soit A un anneau de Boole (voir I’Exercice 8 de la feuille de TD n°1).
1. Montrer que si I est un idéal de A alors A/I est un anneau de Boole.
2. (a) Montrer que si I est un idéal premier de A alors A/I ~ Z/27.
(b) En déduire que tout idéal premier de A est maximal.
(c) Soit I un idéal premier. Montrer que Vx,y € A\ I, x+y € I.
3. Montrer que tout idéal de A finiment engendré est principal.
Indice : on pourra considérer un raisonnement par récurrence sur le nombre de générateurs.

Exercice 9.
1. Soit A un anneau principal. Montrer que tout idéal premier non-nul de A est maximal.
2. L'énoncé est-il vrai si A est un anneau quelconque?

Exercice 10.
Soit A un anneau. On dit que a € A est nilpotent s’il existe n € N\ {0} tel que a" = 0.
On dénote I'ensemble des nilpotents de A par Nil(A).
1. Montrer qu'un nilpotent non-nul est un diviseur de 0.
2. Montrer que si a € Nil(A) alors —a € Nil(A).
3. Montrer que si a € Nil(A) alors 1 + a et 1 — a sont inversibles.
4. On suppose désormais que A est commutatif.
(a) Montrer, de deux fagons différentes, que Nil(A) est un idéal de A.
(b) Montrer que 0 est le seul nilpotent de A/Nil(A).
(c) Montrer que Vu € A*, Va € Nil(A), u+a € A" etu—a € A"
(d) Montrer que Nil(A) est I'intersection des idéaux premiers de A.

Exercice 11.
Soit A un anneau commutatif.
Montrer que A \ A est la réunion des idéaux maximaux de A.

Exercice 12.
Soit A un anneau commutatif non-trivial.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A posséde un unique idéal maximal m,
(ii) A\ A" est un idéal,
(ili) Vae A,a€e A*oul —a € A%,
(iv) il existe un idéal maximal I telqueVae I, 1 —a € A™.
On dit alors que A est un anneau local et que A/m est le corps résiduel de A.

Exercice 13.
1. Montrer que les idéaux (X — 1) et (X 2+ X + 1) sont comaximaux dans Q[X].
2. On considére maintenant I’anneau Z[ X].

Z[X] +— 7137

(a) Montrer que P +— P(1) mod3

induit un isomorphisme d’anneaux

ZIX)(X - 1,3) - Z/3Z.

(b) Montrer que (X —1,3) = (X — LX2+X+1).
(c) Lesidéaux (X —1)et(X 2+ X + 1) sont-ils comaximaux ?
(d) Montrer que le morphisme canonique Z[X] — Z[X /(X - 1)XZ[X /(X 24+ X+ 1) n’est pas surjectif.

Exercice 14.
Pour chacun des morphismes canoniques suivants, montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme et déterminer
sa réciproque.

1. Z/130Z — Z/2Z X Z/3Z X ZI5Z

2. RIXT/(X* + X?) - RIXV(X?) X RIXI/(X?+ 1)



