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Exercice 1. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-anneaux de ℤ[𝑋]?
1. {𝑃 ∈ ℤ[𝑋] ∶ deg(𝑃 ) ≤ 𝑛} où 𝑛 ∈ ℕ
2. {𝑃 ∈ ℤ[𝑋] ∶ deg(𝑃 ) ≡ 0 mod 2} ∪ {0}

3. {𝑋𝑄 ∶ 𝑄 ∈ ℤ[𝑋]}
4. {𝑃 (𝑋2) ∶ 𝑃 ∈ ℤ[𝑋]}

Exercice 2. Soit 𝑛 ∈ ℤ ⧵ {0}. Si 𝑛 < 0, on note √𝑛 ≔ 𝑖√−𝑛.
1. Montrer que {𝑎 + 𝑏√𝑛 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} est le plus petit sous-anneau de ℂ contenant √𝑛.

2. Montrer que {𝑎 + 𝑏√𝑛 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ} est le plus petit sous-corps de ℂ contenant √𝑛.

3. (a) Montrer que si 𝑛 ≡ 1 mod 4 alors {𝑎 + 1+√𝑛
2 𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} est un anneau.

Indice : on pourra remarquer que 1+√𝑛
2 est solution d’un polynôme quadratique à coefficients entiers.

(b) Est-ce toujours vrai si 𝑛 ≢ 1 mod 4?

Exercice 3. Parmi les anneaux suivants, lesquels sont intègres?
1. ℚ
2. ℤ [𝑖]

3. ℤ/6ℤ
4. ℤ/7ℤ

5. 𝒞0(ℝ, ℝ)

Exercice 4.
1. Les applications suivantes sont-elles des morphismes d’anneaux?

(a) ℤ[𝑋] → ℤ
𝑃 ↦ 𝑃 (1) (b) ℤ[𝑋] → ℤ

𝑃 ↦ 𝑃 ′(0)

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ pour qu’il existe un morphisme d’anneaux
ℤ/𝑚ℤ → ℤ/𝑛ℤ.

Exercice 5. Montrer qu’un anneau intègre fini est un corps.

Exercice 6. Soit 𝐴 un anneau.
1. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux Θ ∶ ℤ → 𝐴.
2. Montrer qu’il existe un unique 𝑐 ∈ ℕ tel que ker(Θ) = 𝑐ℤ.

Cet entier 𝑐, que l’on note car(𝐴), est appelé la caractéristique de 𝐴.
C’est le plus petit entier 𝑐 > 0 tel que

1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐 fois

= 0,

s’il existe, et sinon car(𝐴) = 0 (on dit alors que 𝐴 est de caractéristique nulle).
3. Déterminer la caractéristique des anneaux suivants :

(a) ℤ
(b) ℤ/𝑛ℤ où 𝑛 ∈ ℕ

(c) ℚ
(d) ℤ/3ℤ × ℤ/4ℤ

(e) ℤ/4ℤ × ℤ/8ℤ × ℤ/12ℤ
(f) ℚ × ℤ/4ℤ

4. Montrer que 𝐴 contient un sous-anneau isomorphe à ℤ/ car(𝐴)ℤ.
5. On suppose dans cette question que 𝑝 ≔ car(𝐴) est un nombre premier.

(a) Montrer que ∀𝑘 ∈ {1, … , 𝑝 − 1}, 𝑝|(
𝑝
𝑘).

(b) Montrer que si 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 vérifient 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 alors (𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝.

(c) En déduire que si 𝐴 est commutatif alors 𝐴 → 𝐴
𝑎 ↦ 𝑎𝑝 est un morphisme d’anneaux.

6. Montrer que si 𝐴 est intègre alors car(𝐴) est soit nulle soit un nombre premier.
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Exercice 7. Soit 𝐴 un anneau.
1. Rappeler la définition de l’anneau 𝐴[𝑋].
2. Montrer que 𝐴 est commutatif si et seulement si 𝐴[𝑋] l’est.
3. On suppose que 𝐴 est un anneau commutatif non trivial.

(a) Montrer que si le coefficient dominant de 𝑔 ∈ 𝐴[𝑋] ⧵ {0} n’est pas un diviseur de zéro dans 𝐴
alors ∀𝑓 ∈ 𝐴[𝑋], deg(𝑓𝑔) = deg(𝑓 ) + deg(𝑔).

(b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) 𝐴[𝑋] est intègre
(ii) 𝐴 est intègre
(iii) ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴[𝑋], deg(𝑓𝑔) = deg(𝑓 ) + deg(𝑔)

Exercice 8. Soit 𝐴 un anneau de Boole, i.e. vérifiant ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎2 = 𝑎.
1. Montrer ∀𝑎 ∈ 𝐴, 2𝑎 = 0.
2. Montrer que 𝐴 est commutatif.
3. Montrer que 0 est le seul élément nilpotent de 𝐴.
4. Montrer que 1 est le seul élément inversible de 𝐴.
5. On suppose que 𝐴 est intègre, déterminer 𝐴.

Exercice 9. Soit 𝐸 un ensemble.
1. Montrer que (ℤ/2ℤ)𝐸 est un anneau de Boole.

2. Montrer que 𝜑 ∶ (ℤ/2ℤ)𝐸 → 𝒫(𝐸)
𝑓 ↦ 𝑓 −1(1) est bijective.

3. En déduire que (𝒫(𝐸), Δ, ∩) est un anneau de Boole.
On rappelle que la différence symétrique de 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝐸) est définie par 𝐴Δ𝐵 ≔ (𝐴 ∪ 𝐵) ⧵ (𝐴 ∩ 𝐵).

Exercice 10.
1. Montrer que ℍ ≔ {(

𝑧1 −𝑧2
𝑧2 𝑧1 ) ∶ 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ} ⊂ 𝑀2(ℂ) est un anneau à division non-commutatif.

ℍ est l’anneau des quaternions.
2. Montrer que 𝑋2 + 1 ∈ ℍ[𝑋] a une infinité de racines.

Exercice 11. Montrer que les idéaux de ℤ sont les 𝑛ℤ où 𝑛 ∈ ℕ.

Exercice 12. Soit 𝐴 un anneau.
1. Soit 𝐼 ⊂ 𝐴 un idéal. Montrer que 𝐼 = 𝐴 si et seulement si 𝐼 contient un inversible de 𝐴.
2. Si 𝐴 est commutatif, montrer que ∀𝑎 ∈ 𝐴, (𝑎) = 𝐴 ⇔ 𝑎 ∈ 𝐴∗.
3. Si 𝐴 est intègre, montrer que ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, (𝑎) = (𝑏) ⇔ ∃𝑢 ∈ 𝐴∗, 𝑏 = 𝑎𝑢.
4. Montrer que si 𝐴 est un anneau à division alors les seuls idéaux de 𝐴 sont {0} et 𝐴.

Exercice 13. Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux surjectif.
1. Montrer que si 𝐼 est un idéal de 𝐴 alors 𝑓(𝐼) est un idéal de 𝐵.
2. Le résultat est-il toujours vrai si 𝑓 n’est pas supposé surjectif ?

Exercice 14. Soit 𝐴 un anneau commutatif et 𝐼 un idéal de 𝐴.
On définit le radical de 𝐼 par √𝐼 ≔ {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0}, 𝑥𝑛 ∈ 𝐼}.

1. Montrer que √𝐼 est un idéal de 𝐴.

2. Montrer que √√𝐼 = √𝐼 .
3. Déterminer √𝐼 pour 𝐴 = ℤ et 𝐼 = 𝑛ℤ où 𝑛 ∈ ℕ.
4. Montrer que 0 est le seul nilpotent de 𝐴/√𝐼 .

Exercice 15. Pour chacun des anneaux suivants, exhiber un anneau isomorphe ”plus simple” :
1. 𝐴[𝑋]/(𝑋 − 𝑎) où 𝐴 est un anneau commutatif

et 𝑎 ∈ 𝐴.
2. ℤ[𝑋]/(2𝑋 − 1)


