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Exercice 1.
(1) Qu’est-ce qu’un anneau noethérien?
(2) Déterminer les pgcd de 42 + 31𝑖 et 9 + 17𝑖 dans ℤ[𝑖].
(3) a. Soient 𝐴 un anneau intègre et 𝑎 ∈ 𝐴.

Montrer que si (𝑎) est un idéal premier non-nul alors 𝑎 est irréductible.
b. On considère la réciproque : pour tout 𝑎 ∈ 𝐴, si 𝑎 est irréductible alors (𝑎) est premier non-nul.

Cet énoncé est-il vrai pour les anneaux suivants? Écrire vrai ou faux sans justifier.
i. 𝐴 est un anneau intègre.
ii. 𝐴 est un anneau euclidien.
iii. 𝐴 est un anneau principal.
iv. 𝐴 est un anneau factoriel.

Exercice 2.
Soit 𝐴 un anneau intègre.
(1) Montrer que ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, ∀𝑐 ∈ 𝐴 ∖ {0}, 𝑎|𝑏 ⇔ 𝑎𝑐|𝑏𝑐.
(2) a. Montrer que, pour tout 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 est un pgcd de 𝑎 et de 0.

b. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2 ∖ {(0, 0)}. Montrer que si 𝑎 et 𝑏 admettent un pgcd alors il est non-nul.
(3) Soient (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2 ∖ {(0, 0)} et 𝑑 un pgcd de 𝑎 et de 𝑏.

a. Montrer qu’il existe 𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐴 tels que 𝑎 = 𝑑𝑎′ et 𝑏 = 𝑑𝑏′.
b. Montrer que 𝑎′ et 𝑏′ sont premiers entre eux.

On suppose désormais que 𝐴 est un anneau intègre dont deux éléments quelconques ont toujours un pgcd.
(4) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑟 ∈ 𝐴. Soit 𝑑 un pgcd de 𝑎 et de 𝑏. Montrer que 𝑟𝑑 est un pgcd de 𝑟𝑎 et de 𝑟𝑏.

Indice : lorsque 𝑟 ≠ 0, on pourra montrer que si 𝛿 est un pgcd de 𝑟𝑎 et de 𝑟𝑏 alors 𝛿 et 𝑟𝑑 sont associés.
(5) Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2 ∖ {(0, 0)}.

a. Soit 𝑑 un pgcd de 𝑎 et de 𝑏. Montrer qu’il existe 𝑚 ∈ 𝐴 tel que 𝑎𝑏 = 𝑚𝑑.
b. Montrer que 𝑚 est un ppcm de 𝑎 et de 𝑏.

(6) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que
• 𝑎 et 𝑏 sont premiers entre eux,
• 𝑎 et 𝑐 sont premiers entre eux.

Montrer que 𝑎 et 𝑏𝑐 sont premiers entre eux.
(7) a. Rappeler l’énoncé du lemme d’Euclide.

b. Montrer que 𝐴 vérifie le lemme d’Euclide.

Exercice 3.
Soit (𝐴, +, ⋅, 0, 1) un anneau intègre. On munit 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) de la relation binaire ∼ définie par

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇔ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0.
(1) Montrer que ∼ est une relation d’équivalence.
(2) On définit deux lois de composition interne sur 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}), notées aussi + et ⋅, par

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) ≔ (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐, 𝑏𝑑) et (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑐, 𝑑) ≔ (𝑎𝑐, 𝑏𝑑).
a. Justifier que ces deux lois sont bien définies.
b. Montrer que ces lois sont compatibles avec la relation d’équivalence considérée ci-dessus :

i.e. pour (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), (𝑐1, 𝑑1), (𝑐2, 𝑑2) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}),

si {
(𝑎1, 𝑏1) ∼ (𝑎2, 𝑏2)
(𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑐2, 𝑑2) alors {

(𝑎1, 𝑏1) + (𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) + (𝑐2, 𝑑2)
(𝑎1, 𝑏1) ⋅ (𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) ⋅ (𝑐2, 𝑑2)
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(3) On note 𝐾 ≔ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0})/ ∼ l’ensemble des classes d’équivalence de la relation ∼ et 𝑎
𝑏 ≔ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾

la classe d’équivalence de (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}). On définit 0𝐾 ≔ 0
1 et 1𝐾 ≔ 1

1 .
On a montré que les lois de la question (2) induisent des lois +𝐾 et ⋅𝐾 sur 𝐾 vérifiant

𝑎
𝑏 +𝐾

𝑐
𝑑 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑 et 𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑐
𝑑 = 𝑎𝑐

𝑏𝑑 .

Il n’est pas nécessaire de noter les indices 𝐾 sur vos copies lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.
a. Montrer que ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 ∖ {0}, 𝑎𝑐

𝑏𝑐 = 𝑎
𝑏 .

b. Montrer que (𝐾, +𝐾 , ⋅𝐾 , 0𝐾 , 1𝐾 ) est un corps.

(4) Montrer que 𝜄 ∶ 𝐴 → 𝐾
𝑎 ↦ 𝑎

1
est un morphisme d’anneaux injectif.

(5) Soient 𝐿 un corps et 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐿 un morphisme d’anneaux injectif.
On définit �̃� ∶ 𝐾 → 𝐿 par �̃� (

𝑎
𝑏 ) ≔ 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1.

a. Justifier que �̃� est bien défini.
b. Montrer que �̃� est un morphisme d’anneaux injectif.
c. Montrer que �̃� est l’unique morphisme d’anneaux 𝐾 → 𝐿 vérifiant 𝜑 = �̃� ∘ 𝜄.

Le corps 𝐾 ainsi construit s’appelle le corps des fractions de 𝐴 : d’après la question précédente, c’est le plus petit corps
contenant 𝐴 (à isomorphisme près).
(6) Déterminer le corps des fractions de ℤ.
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Solution de l’exercice 1.

(1) Un anneau noethérien est un anneau commutatif vérifiant les propriétés équivalentes suivantes :
• Tout idéal est finiment engendré.
• Toute suite croissante (pour l’inclusion) d’idéaux est stationnaire.
• Tout ensemble non-vide d’idéaux admet un élément maximal (pour l’inclusion).

Il suffisait de donner une des propriétés précédentes pour avoir tous les points.

(2) On utilise l’algorithme d’Euclide dans ℤ[𝑖] pour le stathme 𝑁(𝑧) = |𝑧|2 :

(42 + 31𝑖) = (9 + 17𝑖)(2 − 𝑖) + (7 + 6𝑖) 𝑁(7 + 6𝑖) = 85 < 370 = 𝑁(9 + 17𝑖)
(9 + 17𝑖) = (7 + 6𝑖)(2 + 𝑖) + (1 − 2𝑖) 𝑁(1 − 2𝑖) = 5 < 85 = 𝑁(7 + 6𝑖)
(7 + 6𝑖) = (1 − 2𝑖)(4𝑖 − 1) + 0

Donc un pgcd de 42 + 31𝑖 et 9 + 17𝑖 est 1 − 2𝑖.
On sait que le pgcd est unique à association près et que 𝐴∗ = {±1, ±𝑖}.
Puisque 𝐴 est intègre, on en déduit l’ensemble des pgcd de 42 + 31𝑖 et 9 + 17𝑖 :

1 − 2𝑖, −1 + 2𝑖, 2 + 𝑖, −2 − 𝑖.

Remarque. Pour obtenir la première DE, il n’était pas nécessaire de faire des calculs exacts :

42 + 31𝑖
9 + 17𝑖 = (42 + 31𝑖)(9 − 17𝑖)

92 + 172 = (42 × 9 + 31 × 17) + (31 × 9 − 17 × 42)𝑖
92 + 172

≃ (40 × 10 + 30 × 20) + (30 × 10 − 20 × 40)
102 + 202 = 1000 − 500𝑖

500 = 2 − 𝑖

(3) a. Soit 𝑎 ∈ 𝐴 tel que (𝑎) soit un idéal premier non-nul.
• Puisque (𝑎) ≠ {0}, on a 𝑎 ≠ 0.
• Puisque (𝑎) ≠ 𝐴, car premier, on a 𝑎 ∉ 𝐴∗.
• Soient 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que 𝑎 = 𝑏𝑐. Alors 𝑏𝑐 = 𝑎 ∈ (𝑎).

Donc, puisque (𝑎) est premier, on a 𝑏 ∈ (𝑎) ou 𝑐 ∈ (𝑎).
Sans perte de généralité, on peut supposer que 𝑏 ∈ (𝑎). Alors il existe 𝛽 ∈ 𝐴 tel que 𝑏 = 𝑎𝛽.
Donc 0 = 𝑎 − 𝑏𝑐 = 𝑎(1 − 𝛽𝑐) d’où 1 − 𝛽𝑐 = 0 puisque 𝐴 est intègre et que 𝑎 ≠ 0.
Ainsi 𝛽𝑐 = 1 et 𝑐 est donc inversible.

On a bien montré que 𝑎 est irréductible.
b. i. Faux : dans ℤ [𝑖√3], 2 est irréductible et (1 + 𝑖√3) (1 − 𝑖√3) = 4 ∈ (2) mais 1 ± 𝑖√3 ∉ (2).

ii. Vrai : un anneau euclidien est principal, voir point suivant.
iii. Vrai : un anneau principal est factoriel, voir point suivant.
iv. Vrai : c’est une caractérisation de l’unicité de la décomposition en irréductibles.

Solution de l’exercice 2.

(1) Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 et 𝑐 ∈ 𝐴 ∖ {0}.
Supposons que 𝑎|𝑏, alors il existe 𝑥 ∈ 𝐴 tel que 𝑏 = 𝑎𝑥. D’où 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐𝑥. Ainsi 𝑎𝑐|𝑏𝑐.
Supposons que 𝑎𝑐|𝑏𝑐, alors il existe 𝑦 ∈ 𝐴 tel que 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐𝑦. D’où 𝑐(𝑏 − 𝑎𝑦) = 0. Puisque 𝑐 ≠ 0 et que 𝐴
est intègre, on a que 𝑏 = 𝑎𝑦. Ainsi 𝑎|𝑏.
On a bien montré que 𝑎|𝑏 si et seulement si 𝑎𝑐|𝑏𝑐.

(2) a. Soit 𝑎 ∈ 𝐴. Alors 𝑎|𝑎 et 𝑎|0.
Soit 𝑑 ∈ 𝐴 tel que 𝑑|𝑎 et 𝑑|0 alors 𝑑|𝑎.
Donc 𝑎 est un pgcd de 𝑎 et de 0.

b. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2 ∖ {(0, 0)}. Supposons que 𝑎 et 𝑏 admettent un pgcd noté 𝑑.
Supposons par l’absurde que 𝑑 = 0. Alors, puisque 0|𝑎 et 0|𝑏, on a 𝑎 = 𝑏 = 0.
D’où une contradiction.
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(3) a. Puisque 𝑑|𝑎 et 𝑑|𝑏, il existe 𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐴 tels que 𝑎 = 𝑑𝑎′ et 𝑏 = 𝑑𝑏′.
b. Soit 𝑐 ∈ 𝐴 tel que 𝑐|𝑎′ et 𝑐|𝑏′. Alors 𝑐𝑑|𝑎′𝑑 = 𝑎 et 𝑐𝑑|𝑏′𝑑 = 𝑏.

Donc 𝑐𝑑|𝑑, d’où 𝑐|1 puisque 𝑑 est non-nul (car (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0)). Ainsi 𝑐 ∈ 𝐴∗.
On a bien montré que 𝑎′ et 𝑏′ sont premiers entre eux.

(4) Premier cas : si 𝑟 = 0 alors 0 = 𝑟𝑑 est un pgcd de 𝑟𝑎 = 0 et de 𝑟𝑏 = 0.
Deuxième cas : supposons 𝑟 ≠ 0.
Soit 𝛿 un pgcd de 𝑟𝑎 et de 𝑟𝑏.
On sait que 𝑑|𝑎 et que 𝑑|𝑏. Alors 𝑟𝑑|𝑟𝑎 et 𝑟𝑑|𝑟𝑏. Ainsi 𝑟𝑑|𝛿.
Puisque 𝑟|𝑟𝑎 et 𝑟|𝑟𝑏, on a 𝑟|𝛿. Il existe donc 𝑠 ∈ 𝐴 tel que 𝛿 = 𝑟𝑠. Donc 𝑟𝑠|𝑟𝑎 d’où 𝑠|𝑎 car 𝑟 ≠ 0.
De même 𝑠|𝑏.
Puisque 𝑠|𝑎 et 𝑠|𝑏, on a que 𝑠|𝑑 d’où 𝛿 = 𝑟𝑠|𝑟𝑑.
Ainsi 𝑟𝑑|𝛿 et 𝛿|𝑟𝑑 donc 𝑟𝑑 et 𝛿 sont associés.
Puisque 𝛿 est un pgcd de 𝑟𝑎 et de 𝑟𝑏, on en déduit que 𝛿 aussi.

Remarque : dans un anneau intègre quelconque, il n’est pas vrai en général que si 𝑑 est un pgcd de 𝑎 et de
𝑏 alors 𝑟𝑑 est un pgcd de 𝑟𝑎 et de 𝑟𝑏. L’hypothèse que 𝑟𝑎 et 𝑟𝑏 admettent un pgcd est nécessaire.
Dans 𝐴 = ℤ [𝑖√3] : 1 est un pgcd 2 et 1 + 𝑖√3 mais 2 = 2 × 1 n’est pas un pgcd de 4 et de 2 (1 + 𝑖√3) (on a
vu en cours qu’ils n’avaient pas de pgcd).

(5) a. On a que 𝑑|𝑎 et que 𝑎|𝑎𝑏, donc 𝑑|𝑎𝑏. Ainsi il existe 𝑚 ∈ 𝐴 tel que 𝑎𝑏 = 𝑚𝑑.
b. • Premier cas : si 𝑎 = 0 alors 𝑚𝑑 = 𝑎𝑏 = 0 et donc 𝑚 = 0 puisque 𝑑 ≠ 0. D’où 𝑏|𝑚.

Deuxième cas : si 𝑎 ≠ 0 alors, puisque 𝑑|𝑎, on a 𝑎𝑏 = 𝑚𝑑|𝑚𝑎 d’où 𝑏|𝑚.
• On montre de même que 𝑎|𝑚.
• Soit 𝑐 ∈ 𝐴 tel que 𝑎|𝑐 et 𝑏|𝑐. Alors 𝑎𝑏|𝑏𝑐 et 𝑎𝑏|𝑎𝑐. Ainsi, puisque 𝑐𝑑 est un pgcd de 𝑎𝑐 et de 𝑏𝑐

d’après la question 4, 𝑎𝑏 divise 𝑐𝑑. Donc 𝑚𝑑 = 𝑎𝑏|𝑐𝑑. D’où 𝑚|𝑐 puisque 𝑑 ≠ 0.

(6) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que 𝑎 et 𝑏 sont premiers entre eux, et 𝑎 et 𝑐 sont premiers entre eux.
Soit 𝑑 ∈ 𝐴 tel que 𝑑|𝑎 et 𝑑|𝑏𝑐.
Alors 𝑑|𝑎𝑏 et 𝑑|𝑏𝑐. Puisque 1 est un pgcd de 𝑎 et de 𝑏, on déduit de la question 4 que 𝑏 = 𝑏 ⋅ 1 est un
pgcd de 𝑎𝑏 et de 𝑏𝑐. Ainsi 𝑑|𝑏.
Puisque 𝑑|𝑎 et 𝑑|𝑏, et que 𝑎 et 𝑏 sont premiers entre eux, on a que 𝑑 est inversible.
Donc 𝑎 et 𝑏𝑐 sont premiers entre eux.

(7) a. Lemme d’Euclide : soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que 𝑎|𝑏𝑐 et 𝑎 soit irréductible alors 𝑎|𝑏 ou 𝑎|𝑐.
b. Soit 𝑎 ∈ 𝐴 un élément irréductible.

On remarque qu’étant donné 𝑥 ∈ 𝐴, soit 𝑎 divise 𝑥 soit 𝑎 et 𝑥 sont premiers entre eux : en effet, si
𝑑 ∈ 𝐴 est un diviseur commun à 𝑎 et 𝑥, alors, puisque 𝑎 est irréductible, soit 𝑑 est inversible, soit
𝑑 est associé à 𝑎 (et donc 𝑎 divise 𝑥).
Le lemme d’Euclide est donc la contraposée de l’énoncé de la question 6.

Solution de l’exercice 3.

(1) • Réflexivité. Soit (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) alors 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 = 0 et donc (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎, 𝑏).
• Symétrie. Soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) tels que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑), alors 𝑐𝑏 − 𝑑𝑎 = −(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 0,

donc (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑎, 𝑏).
• Transitivité. Soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑒, 𝑓 ) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) tels que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) et (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑒, 𝑓 ), alors

𝑑(𝑎𝑓 − 𝑏𝑒) = 𝑎𝑑𝑓 − 𝑏𝑑𝑒 = 𝑎𝑑𝑓 − 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 − 𝑏𝑑𝑒 = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑓 + 𝑏(𝑐𝑓 − 𝑑𝑒) = 0 et donc 𝑎𝑓 − 𝑏𝑒 = 0
puisque 𝐴 est intègre et 𝑑 ≠ 0.

(2) a. Soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴×(𝐴∖{0}) alors 𝑏𝑑 ≠ 0 puisque 𝐴 est intègre. Donc les deux lois considérées
sont bien définies.
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b. Soient (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), (𝑐1, 𝑑1), (𝑐2, 𝑑2) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) tels que (𝑎1, 𝑏1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) et (𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑐2, 𝑑2).
Alors

(𝑎1𝑑1 + 𝑏1𝑐1)𝑏2𝑑2 − 𝑏1𝑑1(𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2) = 𝑎1𝑑1𝑏2𝑑2 + 𝑏1𝑐1𝑏2𝑑2 − 𝑏1𝑑1𝑎2𝑑2 − 𝑏1𝑑1𝑏2𝑐2
= (𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2)𝑑1𝑑2 + (𝑐1𝑑2 − 𝑑1𝑐2)𝑏1𝑏2 = 0

Donc (𝑎1𝑑1 + 𝑏1𝑐1, 𝑏1𝑑1) ∼ (𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2, 𝑏2𝑑2), i.e. (𝑎1, 𝑏1) + (𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) + (𝑐2, 𝑑2).
De même,

𝑎1𝑐1𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑐2𝑏1𝑑1 = 𝑎1𝑐1𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2 + 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2 − 𝑎2𝑐2𝑏1𝑑1
= (𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2)𝑐1𝑑2 + (𝑐1𝑑2 − 𝑐2𝑑1)𝑎2𝑏1 = 0

Donc (𝑎1𝑐1, 𝑏1𝑑1) ∼ (𝑎2𝑐2, 𝑏2𝑑2), i.e. (𝑎1, 𝑏1) ⋅ (𝑐1, 𝑑1) ∼ (𝑎2, 𝑏2) ⋅ (𝑐2, 𝑑2).

(3) a. Soient 𝑎 ∈ 𝐴 et 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 ∖ {0} alors (𝑎𝑐)𝑏 − (𝑏𝑐)𝑎 = 0, donc 𝑎𝑐
𝑏𝑐 = 𝑎

𝑏 .
b. Montrons que (𝐾, +𝐾 , ⋅𝐾 , 0𝐾 , 1𝐾 ) est un corps :

• +𝐾 est associative : soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 , 𝑒
𝑓 ∈ 𝐾 alors

(
𝑎
𝑏 +𝐾

𝑐
𝑑 ) +𝐾

𝑒
𝑓 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑 +𝐾
𝑒
𝑓 = 𝑎𝑏𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑑𝑒

𝑏𝑑𝑓

= 𝑎𝑏𝑓
𝑏𝑑𝑓 +𝐾

𝑏𝑐𝑓 + 𝑒𝑏𝑑
𝑏𝑑𝑓 = 𝑎

𝑏 +𝐾
𝑐𝑓 + 𝑒𝑑

𝑑𝑓 = 𝑎
𝑏 +𝐾 (

𝑐
𝑑 +𝐾

𝑒
𝑓 ) .

• +𝐾 est commutative : soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 ∈ 𝐾 alors 𝑎
𝑏 +𝐾

𝑐
𝑑 = 𝑎𝑑+𝑏𝑐

𝑏𝑑 = 𝑐𝑏+𝑑𝑎
𝑑𝑏 = 𝑐

𝑑 +𝐾
𝑎
𝑏 .

• 0𝐾 est le neutre de +𝐾 : soit 𝑎
𝑏 ∈ 𝐾 alors 𝑎

𝑏 +𝐾 0𝐾 = 𝑎
𝑏 +𝐾

0
1 = 𝑎⋅1+𝑏⋅0

𝑏⋅1 = 𝑎
𝑏 .

• Tout élément admet un inverse additif : soit 𝑎
𝑏 ∈ 𝐾 alors 𝑎

𝑏 +𝐾
−𝑎
𝑏 = 𝑎𝑏+𝑏(−𝑎)

𝑏 = 0
𝑏 = 0𝐾 .

• ⋅𝐾 est associative : soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 , 𝑒
𝑓 ∈ 𝐾 alors

(
𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑐
𝑑 ) ⋅𝐾

𝑒
𝑓 = 𝑎𝑐

𝑏𝑑 ⋅𝐾
𝑒
𝑓 = 𝑎𝑐𝑒

𝑏𝑑𝑓 = 𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑐𝑒
𝑑𝑓 = 𝑎

𝑏 ⋅𝐾 (
𝑐
𝑑 ⋅𝐾

𝑒
𝑓 ) .

• ⋅𝐾 est commutative : soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 ∈ 𝐾 alors 𝑎
𝑏 ⋅𝐾 𝑐

𝑑 = 𝑎𝑐
𝑏𝑑 = 𝑐𝑎

𝑑𝑏 = 𝑐
𝑑 ⋅𝐾 𝑎

𝑏 .
• 1𝐾 est le neutre de ⋅𝐾 : soit 𝑎

𝑏 ∈ 𝐾 alors 𝑎
𝑏 ⋅𝐾 1𝐾 = 𝑎

𝑏 ⋅𝐾 1
1 = 𝑎⋅1

𝑏⋅1 = 𝑎
𝑏 .

• ⋅𝐾 est distributive par rapport à +𝐾 : soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 , 𝑒
𝑓 ∈ 𝐾 alors

𝑎
𝑏 ⋅𝐾 (

𝑐
𝑑 +𝐾

𝑒
𝑓 ) = 𝑎

𝑏 ⋅𝐾
𝑐𝑓 + 𝑑𝑒

𝑑𝑓 = 𝑎𝑐𝑓 + 𝑎𝑑𝑒
𝑏𝑑𝑓

et
𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑐
𝑑 +𝐾

𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑒
𝑓 = 𝑎𝑐

𝑏𝑑 +𝐾
𝑎𝑒
𝑏𝑓 = 𝑎𝑐𝑏𝑓 + 𝑏𝑑𝑎𝑒

𝑏2𝑑𝑓
= 𝑎𝑐𝑓 + 𝑎𝑑𝑒

𝑏𝑑𝑓
• Tout élément non-nul admet un inverse multiplicatif : soit 𝑎

𝑏 ∈ 𝐾 ∖ {0𝐾} alors 𝑎 ≠ 0 et 𝑏
𝑎 ∈ 𝐾 ,

puis
𝑎
𝑏 ⋅𝐾

𝑏
𝑎 = 𝑎𝑏

𝑏𝑎 = 1
1 = 1𝐾

(4) • 𝜄(1) = 1
1 = 1𝐾

• Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 alors 𝜄(𝑎𝑏) = 𝑎𝑏
1 = 𝑎𝑏

1⋅1 = 𝑎
1 ⋅ 𝑏

1 = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)
• Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 alors 𝜄(𝑎 + 𝑏) = 𝑎+𝑏

1 = 𝑎⋅1+1⋅𝑏
1⋅1 = 𝑎

1 + 𝑏
1 = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏)

Donc 𝜄 est un morphisme d’anneaux.

Montrons que 𝜄 est injectif.
Soit 𝑎 ∈ ker(𝜄) alors 0

1 = 0𝐾 = 𝜄(𝑎) = 𝑎
1 , i.e. 0 = 𝑎 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0 = 𝑎.

Donc ker(𝜄) = {0} et 𝜄 est injectif.
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(5) a. Soient (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}) tels que 𝑎
𝑏 = 𝑐

𝑑 alors 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0, i.e. 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐.
Donc 𝜑(𝑎)𝜑(𝑑) = 𝜑(𝑎𝑑) = 𝜑(𝑏𝑐) = 𝜑(𝑏)𝜑(𝑐).
En multipliant par 𝜑(𝑏)−1𝜑(𝑑)−1, il vient 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1 = 𝜑(𝑐)𝜑(𝑑)−1.
Donc �̃� (

𝑎
𝑏 ) = �̃� (

𝑐
𝑑 ).

b. • �̃�(1𝐾 )�̃� (
1
1 ) = 𝜑(1)𝜑(1)−1 = 1 ⋅ 1−1 = 1

• Soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 ∈ 𝐾 alors

�̃� (
𝑎
𝑏 ⋅ 𝑐

𝑑 ) = �̃� (
𝑎𝑐
𝑏𝑑 ) = 𝜑(𝑎𝑐)𝜑(𝑏𝑑)−1

= 𝜑(𝑎)𝜑(𝑐) (𝜑(𝑏)𝜑(𝑑))−1 = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1𝜑(𝑐)𝜑(𝑑)−1 = �̃� (
𝑎
𝑏 ) �̃� (

𝑐
𝑑 )

• Soient 𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 ∈ 𝐾 alors

�̃� (
𝑎
𝑏 + 𝑐

𝑑 ) = �̃� (
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑 ) = 𝜑(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) (𝜑(𝑏𝑑))−1

= (𝜑(𝑎)𝜑(𝑑) + 𝜑(𝑏)𝜑(𝑐)) (𝜑(𝑏)𝜑(𝑑))−1

= (𝜑(𝑎)𝜑(𝑑) + 𝜑(𝑏)𝜑(𝑐)) 𝜑(𝑑)−1𝜑(𝑏)−1

= 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1 + 𝜑(𝑐)𝜑(𝑑)−1

= �̃� (
𝑎
𝑏 ) + �̃� (

𝑐
𝑑 )

Donc �̃� est un morphisme d’anneaux.
C’est nécessairement un morphisme injectif puisqu’il est défini sur un corps.

c. Soit 𝜓 ∶ 𝐾 → 𝐿 vérifiant 𝜑 = 𝜓 ∘ 𝜄. Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 × (𝐴 ∖ {0}), alors

𝜓 (
𝑎
𝑏 ) = 𝜓 (

𝑎
1 ⋅ (

𝑏
1)

−1

) = 𝜓 (
𝑎
1) 𝜓 (

𝑏
1)

−1
= 𝜓(𝜄(𝑎))𝜓(𝜄(𝑏))−1 = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1 = �̃� (

𝑎
𝑏 ) .

Donc 𝜓 = �̃�.

(6) Le corps des fractions de ℤ est ℚ (à isomorphisme près).


