Université d’Angers — 2023/2024
Théorie des anneaux

CC du 04/04/2024.
Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Sauf mention contraire, vous devez justifier toutes vos réponses.
La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.

(1) Qu’est-ce qu'un anneau noethérien?
(2) Déterminer les pged de 42 + 31i et 9 + 17i dans Z[i].
(3) a. Soient A un anneau intégre et a € A.
Montrer que si (a) est un idéal premier non-nul alors a est irréductible.

b. On considére la réciproque : pour tout a € A, si a est irréductible alors (a) est premier non-nul.

Cet énoncé est-il vrai pour les anneaux suivants ? Ecrire vrai ou faux sans justifier.
i. A est un anneau integre.

ii. A est un anneau euclidien.
iii. A est un anneau principal.
iv. A est un anneau factoriel.

Exercice 2.
Soit A un anneau integre.
(1) Montrer que Va,b € A, Vc € A~ {0}, a|b < ac|bc.
(2) a. Montrer que, pour tout a € A, a est un pged de a et de 0.
b. Soit (a, b) € A%\ {(0,0)}. Montrer que si a et b admettent un pgcd alors il est non-nul.
(3) Soient (a,b) € A%~ {(0,0)} et d un pgcd de a et de b.
a. Montrer qu’il existe a’, b’ € A tels que a = da’ et b =db’.
b. Montrer que a’ et b’ sont premiers entre eux.

On suppose désormais que A est un anneau integre dont deux éléments quelconques ont toujours un pged
(4) Soient a,b,r € A. Soit d un pged de a et de b. Montrer que rd est un pged de ra et de rb.

Indice : lorsque r # 0, on pourra montrer que si 6 est un pgcd de ra et de rb alors 6 et rd sont associés.
(5) Soit (a, b) € A>~ {(0,0)}.

a. Soit d un pgcd de a et de b. Montrer qu'il existe m € A tel que ab = md.
b. Montrer que m est un ppcm de a et de b.
(6) Soient a,b,c € A tels que

e getbsont premiers entre eux,
e g et ¢ sont premiers entre eux.
Montrer que a et bc sont premiers entre eux.
(7)  a. Rappeler I’énoncé du lemme d’Euclide.
b. Montrer que A vérifie le lemme d’Euclide.

Exercice 3.
Soit (A, +,-,0,1) un anneau integre. On munit A X (A ~ {0}) de la relation binaire ~ définie par

(a,b) ~ (¢,d) © ad — bc = 0.
(1) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
(2) On définit deux lois de composition interne sur A X (A ~ {0}), notées aussi + et -, par

(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) et (a,b) - (c,d) = (ac, bd).
a. Justifier que ces deux lois sont bien définies.

b. Montrer que ces lois sont compatibles avec la relation d’équivalence considérée ci-dessus :
i.e. pour (ay, by), (ay, by), (¢y,dy),(cy,dy) € AX (AN {0}),

. (al’bl) ~ (az,bz) (al,b1)+(cl,d1) ~ (az,b2)+(02,d2)
. { (crdy) ~ (e dy) O { (ay,by) - (e1,dy) ~ (g, by) - (¢, dy)
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(3) Onnote K := A X (A~ {0})/ ~1’ensemble des classes d’équivalence de la relation ~ et % = (a,b) € K

la classe d’équivalence de (a,b) € A X (A~ {0}). On définit Oy := % et lg = %

On a montré que les lois de la question (2) induisent des lois +x et - g sur K vérifiant

¢ _ad+bc

a, a,c_ac
b Ky bd b K

d  bd’

11 n’est pas nécessaire de noter les indices g sur vos copies lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

a. Montrer que Va € A, Vb,c € A~ {0}, Z—c = %.
c

b. Montrer que (K, +g, -, 0k, 1 x) est un corps.

A - K
(4) Montrer que: : 4 i+ @ estun morphisme d’anneaux injectif.

1
(5) Soient L un corpset @ : A - L un morphisme d’anneaux injectif.
On définit @ : K — L par & (z) = p(@)p(b)~".
a. Justifier que @ est bien défini.
b. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux injectif.
c. Montrer que ¢ est 'unique morphisme d’anneaux K — L vérifiant ¢ = @ 1.
Le corps K ainsi construit s’appelle le corps des fractions de A : d’aprés la question précédente, c’est le plus petit corps
contenant A (a isomorphisme prés).
(6) Déterminer le corps des fractions de Z.



Université d’Angers — 2023/2024 — Théorie des anneaux — CC P14 3

Solution de I’exercice 1.

(1) Un anneau noethérien est un anneau commutatif vérifiant les propriétés équivalentes suivantes :

e Tout idéal est finiment engendré.
e Toute suite croissante (pour l'inclusion) d’idéaux est stationnaire.
e Tout ensemble non-vide d’idéaux admet un élément maximal (pour l'inclusion).

11 suffisait de donner une des propriétés précédentes pour avoir tous les points.
(2) On utilise I'algorithme d"Euclide dans Z[i] pour le stathme N(z) = |z :

42+31i))= O+ 17)2 —i) + (7 + 6i) N({T+6i)=85<370=N0O+17i)
O+17)=T+6)2+i)+(1-2i) N(1-2i)=5<85=N(7+6i)
7T+6i))=(1-20@Ei-1)+0

Donc un pged de 42 + 31iet 9+ 17i est 1 — 2i.
On sait que le pged est unique a association pres et que A™ = {1, +i}.
Puisque A est integre, on en déduit ’ensemble des pged de 42 4+ 31i et 9+ 17i :

1 =20, =142i,24+1i, -2 —1i.
Remarque. Pour obtenir la premiere DE, il n’était pas nécessaire de faire des calculs exacts :

42431 _ (A2+310)O9—-17))  (42x9+31x17)+ (31 X9 =17 Xx42)i

9+17i 92 4+ 172 92 4+ 172
. (40X 10+30x20)+(30x 10 —20x 40) _ 1000 = 500i _, _
- 102 + 202 B 500 -

(3) a. Soit a € A tel que (a) soit un idéal premier non-nul.

e Puisque (a) # {0}, onaa # 0.

e Puisque (a) # A, car premier,onaa & A"

e Soient b, ¢ € A tels que a = bc. Alors be = a € (a).
Donc, puisque (a) est premier, ona b € (a) ou ¢ € (a).
Sans perte de généralité, on peut supposer que b € (a). Alors il existe f € A tel que b = af.
Donc 0 =a — bc = a(1 — fc) d'ou 1 — fc = 0 puisque A est integre et que a # 0.
Ainsi fc = 1 et ¢ est donc inversible.

On a bien montré que a est irréductible.

b. i. Faux:dans Z [i\/g], 2 est irréductible et (1 + 1\/§> (1 - 1\/5) =4€(2)mais 1 + i\/§ ¢ (2).
ii. Vrai:un anneau euclidien est principal, voir point suivant.

iii. Vrai:un anneau principal est factoriel, voir point suivant.
iv. Vrai: c’est une caractérisation de 1'unicité de la décomposition en irréductibles.

Solution de I’exercice 2.

(1) Soienta,be Aetc e A~{0}.
Supposons que a|b, alors il existe x € A tel que b = ax. D’ot1 bc = acx. Ainsi ac|bc.
Supposons que ac|bc, alors il existe y € A tel que bc = acy. D’ou1 ¢(b — ay) = 0. Puisque ¢ # 0 et que A
est integre, on a que b = ay. Ainsi a|b.
On a bien montré que a|b si et seulement si ac|bec.

(2) a. Soita € A. Alors ala et al0.
Soit d € A tel que d|a et d|0 alors d|a.
Donc a est un pged de a et de 0.

b. Soit (a, b) € A%~ {(0,0)}. Supposons que a et b admettent un pged noté d.
Supposons par 1'absurde que d = 0. Alors, puisque Ola et 0|b,onaa = b= 0.
D’ot1 une contradiction.
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(3) a. Puisqued|aetd|b, ilexistea’,b’ € Atelsquea=da" etb=4db'.
b. Soitc € A tel que c|a’ et c|b’. Alors cd|a’d = aetcd|b'd = b.
Donc cd|d, d’ot1 ¢|1 puisque d est non-nul (car (a, b) # (0,0)). Ainsi c € A™.
On a bien montré que a’ et b’ sont premiers entre eux.

(4) Premier cas :sir =0alors 0 =rd estun pgcd dera=0etderb=0.
Deuxiéme cas : supposons r # 0.
Soit 6 un pged de ra et de rb.
On sait que d|a et que d|b. Alors rd|ra et rd|rb. Ainsi rd|é.
Puisque r|ra et r|rb, on a r|é. Il existe donc s € A tel que 6 = rs. Donc rs|ra d’ott s|a car r # 0.
De méme s|b.
Puisque s|a et s|b, on a que s|d d’ot1 6 = rs|rd.
Ainsi rd|é et §|rd donc rd et § sont associés.
Puisque 6 est un pged de ra et de rb, on en déduit que 6 aussi.

Remarque : dans un anneau intégre quelconque, il n’est pas vrai en général que si d est un pgcd de a et de
b alors rd est un pgcd de ra et de rb. L'hypotheése que ra et rb admettent un pged est nécessaire.

Dans A =7 [1\/5] :1estunpged?2et 1 +iV3mais2 =2x1 n’est pas un pged de 4 et de 2 <1 + 1\/§> (ona
vu en cours qu'ils n’avaient pas de pged).

(5) a. Ona qued|aet que a|ab, donc d|ab. Ainsi il existe m € A tel que ab = md.
b. e Premier cas:sia = 0alors md = ab =0 et donc m = 0 puisque d # 0. D’ot1 b|m.
Deuxieme cas : si a # 0 alors, puisque d|a, on a ab = md|ma d’ou1 b|m.
e On montre de méme que a|m.
e Soit ¢ € A tel que a|c et b|c. Alors ab|bc et ablac. Ainsi, puisque cd est un pged de ac et de be
d’aprés la question 4, ab divise cd. Donc md = ab|cd. D’ott m|c puisque d # 0.

(6) Soient a,b,c € A tels que a et b sont premiers entre eux, et a et ¢ sont premiers entre eux.
Soit d € A tel que dla et d|bc.
Alors d|ab et d|bc. Puisque 1 est un pged de a et de b, on déduit de la question 4 que b = b - 1 est un
pgcd de ab et de be. Ainsi d|b.
Puisque d|a et d|b, et que a et b sont premiers entre eux, on a que d est inversible.
Donc a et bc sont premiers entre eux.

(7) a. Lemme d’Euclide : soient a, b, ¢ € A tels que a|bc et a soit irréductible alors a|b ou a]c.

b. Soit a € A un élément irréductible.
On remarque qu’étant donné x € A, soit a divise x soit a et x sont premiers entre eux : en effet, si
d € A est un diviseur commun a a et x, alors, puisque a est irréductible, soit d est inversible, soit
d est associé a a (et donc a divise x).
Le lemme d’Euclide est donc la contraposée de I’énoncé de la question 6.

Solution de I’exercice 3.

(1) e Réflexivité. Soit (a, b) € A X (A~ {0}) alors ab — ba = 0 et donc (a, b) ~ (a, b).
e Symétrie. Soient (a, b), (c,d) € A X (A~ {0}) tels que (a,b) ~ (¢, d), alors cb —da = —(ad — bc) =0,
donc (¢, d) ~ (a, b).
o Transitivité. Soient (a, b), (c,d), (e, f) € A X (A~ {0}) tels que (a,b) ~ (c,d) et (c,d) ~ (e, f), alors
dlaf —be)=adf —bde=adf —bcf +bcf —bde=(ad—be)f +blcf—de)=0etdoncaf —be=0
puisque A est integre et d # 0.

(2) a. Soient (a,b),(c,d) € AX(A~{0})alors bd # 0 puisque A est integre. Donc les deux lois considérées
sont bien définies.
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(3)

(4)

b. Soient (a,,b,), (ay, by), (1, dy), (¢, dy) € A X (A {0}) tels que (ay, by) ~ (ay, by) et (|, dy) ~ (cy, dy).

Alors

(aldl + b]Cl)b2d2 - bldl(azdz + szz) = ald1b2d2 + blclb2d2 - b]dlazdz - bldlbzcz

= (a1by — byay)dydy + (cdy — dycr)b by =0

Donc (aldl + blcl, bldl) ~ (a2d2 + b2C'2, bzdz), ie. (al, bl) + (Cl, dl) ~ (02, b2) + (Cz, dz)
De méme,

alcledZ - 02C2b1d1 = alclb2d2 - azb] Cq d2 + a2b1 Cq d2 - azczbldl

= (a1by — byay)cydy + (¢1dy — cpdy)ash; =0

DOl’lC (alcl, bldl) ~ (02C2, bzdz), ie. (al, bl) . (cl’dl) ~ (02, b2) . (Cz, dz)

a

a. Soienta € Aeth,c € A~ {0} alors (ac)b — (bc)a =0, donc £ = 2

be b’
b. Montrons que (K, +g, g, 0, 1 ) est un corps :
e +, estassociative : soient Z 2 ; € K alors
d+b abf + bef + bde
( Tk )+1<e_a—+c+1<£= S be
b d f bd f bd f
abf bcf +ebd a cf+ed a c
bdf X  bdf b K a4y b K\ag 'K
® +x estcommutative : soient 7, < € K alors 7 +¢ - = adb-zbc = % =<4y 5
_al+b0 _ a
o O estle neutre de + : soit ; E K alors ¢ i +K O =3 Z 4k 1= 51 =73
e Tout élément admet un inverse additif : soit 7 € K alors § +x —* = W = % = 0.
e .. est associative : soient ; E f € K alors

<2. E). e_gc e_ace _a ce_a (£, £

b Xa) Xy " bda X f bdf b Kar b K\a X))
e -k estcommutative : sofent 7, - € K alors ;g == - == =
o 1y estle neutre de K'soit—eKalorsE KIK—Z Ki b;i
o -y est distributive par rapport a + : soient ; 3 7 € K alors

db

a c, e)_a cf+de acf+ade
b X\a ' Xr) "X ar T bdf
et
a ¢, a e _ac ae_acbf+bdae_acf+ade
b Ka Ky K5 " bd Kb~ wdf  bdf
e Tout élément non-nul admet un inverse multiplicatif : soit % € K~ {0k} alorsa #0et g € K,
puis
a b_a _1_,
b Xa ba 1 K
o (l)=1=1lg
e Soient a,b € A alors 1(ab) = "%’:ﬁ:% %—(p(a)(p(b)
e Soient a,b € A alors 1(a + b) = %b = 11.11 b2 + - = @(a) + ¢(b)

Donc 1 est un morphisme d’anneaux.

Montrons que  est injectif.
Soit a € ker(z) alors % =0g =1(a) =
Donc ker(r) = {0} et 1 est injectif.

1,1e 0=a-1-1-0=a.
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(5) a. Soient (a,b),(c,d) € Ax (A~ {0}) tels que % = % alors ad — bc =0, i.e. ad = bc.
Donc ¢(a)p(d) = p(ad) = @(bc) = p(b)p(c).
En multipliant par o) Lp(d)!, il vient p(a)p(h)~' = p(c)p(d)™!.

Donc ¢ <%> =@ (5)
b e @107 (1) =0 =1-17" =1
e Soient %,3 € K alors

2(5-2)=0(53) = earpvd)”

b d
= p(@)@(c) (p(b)p(d) ™! = p(@)pb) ' p)pd)™ = & (%) ¢ (

i)

e Soient %,% € K alors

2 (2+5) =0 (L2 = pad + bo) (p(ba))

b d bd
= (p(@)p(d) + p(b)p(c)) (p(b)p(d)) ™!
= (p(@)p(d) + p(b)p(c)) p(d) " (b))~
= p(@)od) " + p(c)p(d)”!
=o(3)+(3)
Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

C’est nécessairement un morphisme injectif puisqu’il est défini sur un corps.
c. Soity : K — L vérifiant ¢ = y o 1. Soient a,b € A X (A~ {0}), alors

w(%)=w (% - (?)_1> v () (8) = w@wao)™ = st = 5 (2).

Donc v = .

(6) Le corps des fractions de Z est Q (a isomorphisme pres).



